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Př́ıklad stavového modelu z reálného světa

Př́ıklad 3 Vznik nové fakulty a výpočet např́ıklad
předpokládaných absolvent̊u takové fakulty jsou
ukázkou diskrétńıho stavového systému, ve kterém
složka stavového vektoru xi reprezentuje počet
student̊u v i-tém ročńıku. Předpokládejme, že
do prvńıho ročńıku budeme přij́ımat pravidelně
každý rok u(n) student̊u. Jestliže z každého
ročńıku postouṕı bez pot́ıž́ı a1xi student̊u, opa-
kuje a2xi student̊u a fakultu opust́ı a3xi student̊u,
kde a1 + a2 + a3 = 1, nalezněte počty absolvent̊u,
pokud úspěšnost u státńıch závěrečných zkoušek
je a α.
Stavový popis této vzorové situace je
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y(n) =
[

0 0 0 0 α
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Pokud chceme zjistit, jak se bude vyv́ıjet celkový
počet student̊u, bude mı́t výstup tvar součtu sta-
vových veličin

y(n) =
[

1 1 1 1 1
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Převod spojitého systému na diskrétńı

Spojitý systém popsaný stavovými rovnicemi

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), (1)

y(t) = Cx(t) + Du(t), (2)

můžeme převést na ekvivalentńı diskrétńı systém
tak, že čas t nahrad́ıme diskrétńımi časovými
okamžiky t = nT , kde T je vzdálenost mezi
následuj́ıćımi časovými okamžiky. Všechny veli-
činy měř́ıme pouze v čase t = nT a proto

x(t) = x(nT ) → x(n),

y(t) = y(nT ) → y(n),

u(t) = u(nT ) → u(n).

Derivaci stavu ẋ(t) nahrad́ıme v prvńım přibĺıžeńı
prvńı diferenćı

ẋ(t) ≈
x((n + 1)T ) − x(nT )

T
=

1

T
(x(n+1)−x(n)) .

(3)
Dosazeńı do (1) a (2) dostaneme po úpravě
diskrétńı tvar stavových rovnic

x(n + 1) = (1 + TA)x(n) + TBu(n) (4)

y(n) = Cx(n) + Du(n) (5)

V rovnici (4) identifikujeme M = 1 + TA a N =
TB a obdrž́ıme stavový popis v diskrétńım čase
tak, jak byl zaveden v předchoźı přednášce.

Vztah vněǰśıho a vnitřńıho popisu systému

Diferenciálńı rovnice (6) druhého řádu s
počátečńımi podmı́nkami ve tvaru (7)

ÿ(t) + a1 ẏ(t) + a0 y(t) = u(t) (6)

y(0) = c1 a ẏ(0) = c2, (7)



udává vztah vstupu u(t) a výstupu y(t)
lineárńıho stacionárńıho systému. Tento vněǰśı po-
pis převedeme na stavový popis volbou stavového
vektoru

x1(t) = y(t) ,

x2(t) = ẏ(t) .

Dosad́ıme nejprve x2(t) = ẏ(t) do p̊uvodńı dife-
renciálńı rovnice a je

ẋ2(t) + a1 x2(t) + a0 x1(t) = u(t) . (8)

Současně plat́ı

ẋ1(t) = ẏ(t) = x2(t) . (9)

Dostáváme tak
[
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ẋ2(t)

]

=

[

0 1
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] [
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+

[

0
1

]

u(t) (10)

nebo

[

ẋ1(t)
ẋ2(t)

]

= A

[

x1(t)
x2(t)

]

+ Bu(t) . (11)

Rovnici pro výstup vyjádř́ıme z definice stavových
veličin

y(t) =
[

1 0
]

[

x1(t)
x2(t)

]

+ 0u(t) . (12)

Matice D je tedy nulová a pro výstupńı matici
dostáváme

C =
[

1 0
]

. (13)

Je vhodné podotknout, že počátečńı podmı́nky se
transformuj́ı do stavového popisu takto

y(0) = x1(0) = c1 a ẏ(0) = x2(0) = c2 .(14)

Lineárńı systém, který má matici D nulovou, se
nazývá ryźı systém.

Obecný př́ıpad nalezeńı stavových rovnic z

diferenciálńı rovnice n-tého řádu

Předpokládejme opět, že systém je popsán di-
ferenciálńı rovnićı

y(n)(t) + an−1y
(n−1)(t) + . . .

· · · + a1y
(1)(t) + a0y(t) = u(t)

(15)

Ukážeme nyńı, jak se koeficienty diferenciálńı
rovnice objev́ı ve stavových matićıch. Postup

je zobecněńım předcházej́ıćıho př́ıkladu. Stavové
veličiny voĺıme jako derivace hledaného řešeńı y(t)
takto

x1(t) = y(t) ,

x2(t) = y(1)(t) ,

x3(t) = y(2)(t) ,

... (16)

xn(t) = y(n−1)(t) ,

Ze soustavy (12) a diferenciálńı rovnice plyne po-
stupně

ẋ1(t) = x2(t) ,

ẋ2(t) = x3(t) ,

... (17)

ẋn−1(t) = xn(t) ,

ẋn(t) = u(t) − a0x1(t) − a1x2(t) − · · · − an−1xn(t) ,

a tedy
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ẋ2(t)
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V souladu s obecným značeńım pro stavový popis
LTI systémů označ́ıme
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Dále plat́ı

y =
[

1 0 0 0 . . . 0
]
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,

takže
C =

[

1 0 0 0 . . . 0
]

a
D =

[

0
]

.

Počátečńı podmı́nky maj́ı tvar

y(0) = x1(0) = c1 ,

y(1)(0) = x2(0) = c2 ,

y(2)(0) = x3(0) = c3 ,

... (18)

y(n−1)(0) = xn(0) = cn ,


