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1 Organizace

1.1 Přednášejı́cı́

Kontakty
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Přednášejı́cı́ Praha:

• prof. RNDr. Miroslav Vlček, DrSc. (vlcek@fd.cvut.cz)

Přednášejı́cı́ Děčı́n

• Ing. Bohumil Kovář, Ph.D. (kovar@utia.cas.cz) (26.2. 2013 - 9.4. 2013)

• Dr. Ing. Jan Přikryl (prikryl@fd.cvut.cz) (23.4. 2013 - 21.5. 2013)

Domovská stránka předmětu

• http://zolotarev.fd.cvut.cz/msp/

1.2 Literatura

Literatura

1. G. E. Carlson: Signal and Linear System Analysis with MATLAB, John Wileys and Sons. Inc.,
1998.

2. Davendra K. Chaturvedi: Modeling and Simulation of Systems Using MATLAB and Simulink,
CRC Press, Taylor& Francis Group, NW, 2010.

3. R. G. D. Allen: Matematická ekonomie, ACADEMIA, Praha, 1971.

4. Informace o prostředı́ MATLAB http://zolotarev.fd.cvut.cz/mni/ http://www.fd.cvut.cz/personal/
nagyivan/PrpStat/Prp/MatIntro.pdf

5. Matematika-opakovánı́ http://euler.fd.cvut.cz/predmety/ml1/

1.3 Zápočet a zkouška

Zápočet a zkouška

Celkový počet bodů, které studenti mohou během semestru zı́skat, je 40 z toho se ke zkoušce započı́tá
maximálně 30.

Zápočet udělujeme od 25 bodů výše.

Body jsou rozděleny následovně:

• 10 bodů za domácı́ úkoly a jim přı́slušejı́cı́ testy,

• 4 body za tři automaticky hodnocené domácı́ úkoly,

• 12 bodů za dva praktické testy z Matlabu a Simulinku,

• 14 bodů za závěrečný test (dva početnı́ přı́klady po pěti bodech a dvě doplňkové otázky za dva
body).
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Zápočet a zkouška

V průběhu semestru bude vyhlášeno několik bonusových úloh, jejichž úspěšnı́ a nejrychlejšı́ řešitelé
budou odměněni až dvěma bonusovými body. Bonusové body se přičı́tajı́ k celkovému bodovému zisku
v semestru.

Bodovánı́ zaručuje, že v přı́padě zı́skánı́ zápočtu (25 bodů a výše) můžete automaticky předmět absolvovat
s klasifikacı́ dostatečně, přı́padně uspokojivě.

V přı́padě, že máte zájem o lepšı́ hodnocenı́, můžete zbylých 20 bodů zı́skat u zkoušky.

Zápočet a zkouška – shrnutı́

Celkem bodů (cvičenı́ + zkouška) 50 bodů
Cvičenı́ 40 bodů (30 bodů ke zkoušce)
Požadované minimum pro zápočet 25 bodů ze 40

Počet bodů Známka ECTS
45 až 50 výborně A
40 až 44 velmi dobře B
35 až 39 dobře C
30 až 34 uspokojivě D
25 až 30 dostatečně E
0 až 24 nedostatečně F

Domácı́ přı́pravy

Téma domácı́ho úkolu
1. Typy systémů

2. Laplaceova transformace

3. Zpětná Laplaceova transformace a
řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic

4. Z-transformace

5. Zpětná z-transformace a
řešenı́ diferenčnı́ch rovnic

Požadované vstupnı́ znalosti

1. Znalost základnı́ch pojmů a operacı́ s vektory a maticemi

2. Znalost práce s komplexnı́mi čı́sly a základů funkcı́ komplexnı́ proměnné

3. Znalost vlastnostı́ trigonometrických, hyperbolických, exponenciálnı́ch funkcı́

4. Znalost výpočtu součtů nekonečné řady, derivace a integrálů funkce jedné proměnné
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5. Znalost práce se zlomky, algebraickými výrazy a běžné středoškolské matematiky

6. Základnı́ znalosti prostředı́ MATLAB (viz statistika a pravděpodobnost)

Výstupnı́ znalosti

1. Znalost použitı́ Laplaceovy transformace pro řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic popisujı́cı́ch spojité
lineárnı́ časově invariantnı́ systémy

2. Znalost použitı́ Z-transformace pro řešenı́ diferenčnı́ch rovnic popisujı́cı́ch diskrétnı́ lineárnı́
časově invariantnı́ systémy

3. Znalost nalezenı́ stavového popisu ze slovnı́ho zadánı́ dynamického systému

4. Znalost použitı́ pojmu stabilita řešenı́ a metody ověřenı́ stability dynamického systému

5. Znalost prostředı́ MATLAB/SIMULINK pro modelovánı́ dynamických systémů a řešenı́ soustav
nelineárnı́ch diferenciálnı́ch a diferenčnı́ch rovnic

2 Úvod

2.1 Motivace

Systém

Charakteristické vlastnosti, se kterými vystačı́me při modelovánı́:

• systém považujeme za část prostředı́, kterou lze od jejı́ho okolı́ oddělit fyzickou nebo myšlenkovou
hranicı́,

• systém se skládá z podsystémů, vzájemně propojených součástı́.

Je to část našeho světa, která se svým okolı́m nějak interaguje, napřı́klad prostřednictvı́m vstupu a
výstupu.

Proč modelovánı́ systémů?

Otázky:

• Jak ověřı́me správnost výpočtu rychlosti šı́řenı́ ptačı́ chřipky?

• Jak ověřı́me pevnost nového mostu?

• Jak ověřı́me bezpečnost sofwaru?

Pokud nemůžeme předem prokázat určité vlastnosti na samotného systému, prokážeme hledané vlastnosti
na jeho modelu!

4



Antoni Gaudı́

Antoni Gaudı́
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VW Polo crash test

2.2 Co je modelovánı́?

Co je modelovánı́?

Model

Za model můžeme pokládat náhradu nebo zjednodušenı́ skutečného objektu reálného světa z hlediska
jeho vlastnostı́ a funkčnosti.

Modelovánı́ je možné pouze pokud zavedeme určitý stupeň abstrakce a aproximace

Tvorba modelu

Při analýze navrženého modelu chceme učinit co možná nejsilnějšı́ rozhodnutı́ na základě malého
množstvı́ dat. Správnost našeho návrhu je nutné statisticky vyhodnotit. Problémy:

1. Významné diference ve sledovaných parametrech mohou být způsobeny špatným návrhem mo-
delu, přı́padně měřenı́m dat

2. Je těžké rozlišit, zda diference v datech jsou skutečné nebo způsobené ”náhodným vlivem“.
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Tvorba modelu

 

2.3 Role matematiky

Role matematiky

Modelovánı́ nenı́ samospasitelné:

• výstupy modelu je vždy třeba ověřovat,

• možné chyby jsou jak v modelu tak i v jeho výpočtu.

Verifikace: Počı́táme správný model.

Validace: Model počı́tá správně.

Role matematiky

• Přı́běh párových prvočı́sel (např. 17 a 19,...), největšı́ dosud známé prvočı́selné páry jsou

16869987339975 × 2171960 ± 1

100314512544015 × 2171960 ± 1

• Přı́běh, ve kterém pošetilý matematik nachytal firmu INTEL při předstı́ránı́, že chyba Pentia
neexistuje (1995)

• Thomas Nicely, Lynchburg College, Virginia

harmonická řada
∞∑
n=1

1

n
→ ∞

prvočı́selná harmonická řada
∞∑
∀p

1

p
→ ∞

divergujı́

7



Role matematiky

• avšak harmonická řada s párovými prvočı́sly

∞∑
∀p2

1

p2
=

1

3
+

1

5
+

1

7
+ . . . +

1

29
+

1

31
+ . . .

konverguje → 1.902160583104

• Zde nastupuje experimentálnı́ matematika

• Thomas Nicely (1996) obdržel hodnotu

→ 1.9021605778

a objevil chybu v CPU Pentia

• rozšı́řil svoje podezřenı́ pomocı́ internetu a odezva byla jednoznačná, aritmetická jednotka Pentia
je chybné

Role matematiky

• Tim Coe, Vitesse Semiconductor, Southern California

c =
4195835

3145727
=

5× 7× (23 × 34 × 5× 37 + 1)

3× 220 − 1
=

= 1.33382044 . . .

• Pentium procesor však dával hodnotu

c =
4195835

3145727
=

5× 7× 119881

13× 241979
= 1.33373906 . . .

• chyba při reprezentaci čı́sel typu
Mn = 2n − 1

tzv. Mersenneova čı́sla

3 Vstupnı́ signály

BlackBox model – vstupy a výstupy
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a b c

Obrázek 1: Konečná reprezentace δε(t) pro ε > 0.

3.1 Základnı́ spojité signály

Spojité signály – Jednotkové impulsy

Tyto funkce jsou definovány na časovém intervalu pro všechna t a jejich nenulovou hodnotu předpoklá-
dáme pouze v okolı́ bodu t = 0. Plocha těchto funkcı́ je rovna 1 pro každé ε > 0.

Definujme funkci δ(t) jako δ(t) = limε→0 δε(t).

Spojité signály – Jednotkový impuls

Funkce δ(t) se nazývá Diracův impuls, Diracova δ-funkce nebo jednotkový impuls. Hodnota δ-funkce
pro t 6= 0 je δ(t) = 0. Jejı́ hodnota v t = 0 nenı́ definována jako funkce, a proto se použı́vá integrálnı́
definice

∫ ∞
−∞

δ(t)dt =

∫ ε

−ε
δ(t)dt =

∫ 0+

0−
δ(t)dt = 1

pro každé ε > 0.

Spojité signály – Jednotkový skok

Funkce jednotkového skoku bývá obvykle značena 1(t) a je definována jako

1(t) =

{
1 pro t ≥ 0
0 pro t < 0 .

Spojité signály – Reálná exponenciála

Uvažujme exponenciálnı́ funkci f(t) = eαt, kde α je reálná konstanta, podle následujı́cı́ho obrázku.

Spojité signály – Periodická funkce

O spojitém signálu f(t) řı́káme, že je periodický s periodou TP , jestliže platı́

f(t+ TP ) = f(t)

pro všechna TP a platı́
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e e

t t0 0
a b

1
1

q
w

Obrázek 2: Reálná exponenciála a) pro α > 0, b) pro α < 0.

f(t) = f(t+ TP ) = f(t+ 2TP ) = · · · = f(t+ kTP )

pro všechna k celá čı́sla.

Spojité signály – Sinusová funkce

f(t) = A sin (ωt+ Φ),

e

t0

A

1
2

Obrázek 3: Sinusový signál.

Konstanty A, ω a Φ se nazývajı́ amplituda, úhlová frekvence a fázový posuv. Sinusovka je periodická se
základnı́ periodou TP = 2π/ω.

3.2 Základnı́ diskrétnı́ signály

Vznik diskrétnı́ch signálů

Přirozeně

• např. průměrné dennı́ teploty,

• dennı́ kurzy,

• počty studentů.

Vzorkovánı́m spojitých signálů

• naměřenı́ teploty každou hodinu,

• měřenı́m průtoku.
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Diskrétnı́ signály – Jednotkový impuls

Diskrétnı́ jednotkový impuls δ(n) je definován vztahem

δ(n) =

{
1 pro n = 0
0 pro n 6= 0 .

d 2d 3d

t t t0 0 0
a b c

1 1 1

i

Obrázek 4: Diskrétnı́ signály a) jednotkový impuls, b) posunutý jednotkový impuls, c) jednotkový skok.

Diskrétnı́ signály – Jednotkový skok

Diskrétnı́ jednotkový skok 1(n) je definován vztahem

1(n) =

{
1 pro n ≥ 0
0 pro n < 0

Diskrétnı́ signály – Sinusová posloupnost

Mějme sinusový signál f(t) = sin ω0t s periodou TP = 2π/ω0. Pokud tento signál vzorkujeme s
periodou T > 0, zı́skáme diskrétnı́ sinusový signál

f(nT ) = sin ω0nT ,

kde n = 0, ±1, ±2, . . . . Pokud nenı́ nutné uvádět periodou T , pı́šeme pouze f(n).

0 5 10 15 20 25
−1

0

1

n

f

Diskrétnı́ signály – Sinusová posloupnost

Diskrétnı́ signál f(n) je periodický, jestliže existuje kladné celé čı́slo N takové, že platı́

f(n) = f(n+N) = f(n+ 2N) = · · · = f(n+ kN)

pro všechna n z intervalu (−∞, ∞) a pro libovolné celé k. N se nazývá perioda diskrétnı́ho signálu.
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4 Výstupnı́ signály

4.1 Spojitý a diskrétnı́ systém

Spojitý a diskrétnı́ systém

vstup výstup

u(t)

u(n)

y(t)

y(n)

spojitý systém

diskrétní systém

?

Diskrétnı́ systém

Odezva na jednotkový impuls δ(n)

se nazývá impulsnı́ odezva h(n)

h(n) = T {δ(n)}&h(n,m) = T {δ(n−m)} .

Odezvu na jednotkový skok 1(n)

1(n) =
n∑

m=0

δ(n−m) =

δ(n) + δ(n− 1) + · · ·+ δ(1) + δ(0) ,

nazveme přechodovou odezvou s(n).

Konvoluce

Konvolučnı́ suma

y(n) =

∞∑
m=−∞

h(n−m)u(m) =

∞∑
k=−∞

h(k)u(n− k),

která bývá občas značená

y(n) = h(n) ∗ u(n) .
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5 Charakteristiky

5.1 Lineárnı́ a nelineárnı́ systém

Lineárnı́ systém

Řekli jsme si, že systém nenı́ nic jiného, než černá skřı́ňka, black box, kterou se pokoušı́me nejprve
identifikovat a poté reprodukovat. Při identifikaci se nejprve ptáme, zda se jedná o systém lineárnı́.

Linearita

V matematice označujeme funkci f(x) jako lineárnı́ v přı́padě, že je

1. aditivnı́ f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2) a

2. homogennı́, f(αx) = αf(x).

Princip superpozice

Necht’u(n) je vstupnı́ a y(n) výstupnı́ signál systému. FunkceT definuje vztah mezi vstupem a výstupem.
Pro lineárnı́ systém pak platı́ tak zvaný princip superpozice.

Princip superpozice

Mějme dva různé vstupnı́ signály u1(n) a u2(n). Výstupy systému jsou

y1(n) = T {u1(n)}
y2(n) = T {u2(n)}

a pro lineárnı́ systém pak musı́ pro u(n) = αu1(n) + βu2(n) platit

αy1(n) + βy2(n) = T {αu1(n) + βu2(n)}

Přı́klad lineárnı́ho systému y(n) + a y(n− 1) = u(n)

Kombinacı́ dvou různých vstupnı́ch signálů u(n) = a1u1(n) + a2u2(n)

a1 [y1(n) + ay1(n− 1)] = a1u1(n)

a2 [y2(n) + ay2(n− 1)] = a2u2(n)

dostaneme lineárnı́ kombinaci výstupnı́ch signálů a pro y(n) = a1y1(n) + a2y2(n) platı́

y(n) + a y(n− 1) = u(n)

5.2 Časově invariantnı́, resp. stacionárnı́ systém

Časově invariantnı́ systém

Systém se nazývá časově invariantnı́, jestliže jsou všechny události závislé pouze na časovém intervalu
(rozdı́lu časových událostı́) n−m nikoliv na každém časovém okamžiku n a m samostatně.
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dnes . . . y(n) = T {x(n)}
včera . . . y(n− 1) = T {x(n− 1)}

...

y(n−m) = T {x(n−m)}

Časově invariantnı́ systém

Mějme mikroekonomický model variace ceny popsaný diferenčnı́ rovnicı́

y(n) + a y(n− 1) = u(n).

Vzhledem k tomu, že koeficient a u y(n − 1) nenı́ funkcı́ času, pak rovnice při změně z n → n −m
zachovává tvar a jedná se tedy o časově invariantnı́ systém.

Mějme diferenčnı́ rovnici
y(n) + n · y(n− 1) = x(n).

V tomto přı́padě je koeficient n u y(n− 1) funkcı́ času a systém je tedy časově proměný.

5.3 Kauzálnı́ systém

Kauzálnı́ systém

Výstupnı́ signál y(n) kauzálnı́ch systémů závisı́ pouze na současných a minulých hodnotách vstupnı́ho
signálu x(x), x(n− 1), . . . , x(n−m).

y(n) =

∞∑
k=−∞

h(k)u(n− k) =

−1∑
k=−∞

h(k)u(n− k) +

∞∑
k=0

h(k)x(n− k)

Konvolučnı́ suma pro lineárnı́, časově invariantnı́ a kauzálnı́ systém má tvar

y(n) =

∞∑
k=0

h(k)u(n− k)

5.4 Autonomnı́ systém

Autonomnı́ systém

Za autonomnı́ systém považujeme takový, který nemá vstup. Je tedy popsán napřı́klad rovnicı́

y(n) + a y(n− 1) = 0

V přı́padě, že systém má vstup u(n)

y(n) + ay(n− 1) = u(n),

systém pokládáme za neautonomnı́.
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6 Popis systémů

6.1 Vnějšı́ popis

Vnějšı́ popis

Použı́váme

• černá skřı́ňka, neznámé vlastnosti

• vektor vstupu u, vektor výstupnı́ch veličin y

Popisujeme

• diferenciálnı́ rovnicı́ řádu > 1 pro systémy se spojitým časem

• diferenčnı́ rovnicı́ řádu > 1 pro systémy s diskrétnı́m časem

Když na vstup systému přivedeme definovaný signál, obdržı́me na opačném konci výstupnı́ odezvu.

Analýzou vstupnı́ho a výstupnı́ho signálu můžeme systém identifikovat.

6.2 Vnitřnı́ popis

Vnitřnı́ popis

Použı́váme

• stavové modely

• transformujı́ vektor vstupů u na vektor vnitřnı́ch stavů x a ten na vektor výstupnı́ch veličin y

Popis

• soustavou diferenciálnı́ch rovnic prvnı́ho řádu pro systémy se spojitým časem

• soustavou diferenčnı́ch rovnic prvnı́ho řádu pro systémy s diskrétnı́m časem.

Stavový popis vystihuje vnitřnı́ strukturu systému.

7 Matlab

Matlab a Simulink

Matlab je systém firmy The Mathworks Inc. pro matematické modelovánı́ (hlavně pomocı́ matic),
vizualizaci a mnoho dalšı́ho. Je dostupný na mnoha systémech (Windows, Mac, mnoho Unixů včetně
Linuxu atd.). Původně vznikl nad fortranskými knihovnami pro maticové počı́tánı́ Linpack a Eispack.
Obsahuje jednoduchý skriptovacı́ jazyk a nechá se snadno rozšiřovat o dalšı́ funkce pomocı́ tzv. M-
souborů (M-files). Balı́ky funkcı́ se nazývajı́ toolboxy. Pro simulace systémů se použı́vá Simulink.
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