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Vlček, Kovář, Pěnička, Přikryl K611MSAP – druhá přednáška Děčı́n
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• Diracův impuls,
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• Vnitřnı́ popis

• Linearita systému
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Matematický popis systému
Vstup a výstup

Jednotkový impuls je posloupnost δ(n) = 0 pro všechna n 6= 0
s výjimkou δ(0) = 1.

Odezvu systému na jednotkový impuls δ(n) budeme nazývat
impulsnı́ odezvou.

Pro obecný popis systémové funkce S [∗] platı́

h(n) = S [δ(n)] & h(n,m) = S [δ(n −m)] . (1)
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Matematický popis systému
Vstup a výstup

Jednotkový skok 1(n) je posloupnost jedniček od počátku
časové osy n = 0, kterou můžeme zapsat pomocı́ součtu

1(n) =
n∑

m=0

δ(n −m) = (2)

= δ(n) + δ(n − 1) + δ(n − 2) + · · ·+ δ(0)
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Matematický popis systému
Přechodová odezva

Odezva systému na jednotkový skok 1(n) se nazývá
přechodová odezva s(n)

s(n) = S [1(n)] = S

[
n∑

m=0

δ(n −m)

]

=
n∑

m=0

S [δ(n −m)]

=
n∑

m=0

h(n,m) . (3)
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Časová invariance
Definice

Systém nazveme časově invariantnı́m, pokud jsou všechny
události v čase závislé pouze na časovém intervalu (rozdı́lu
časových událostı́) n −m, nikoliv na každém časovém
okamžiku n a m samostatně.

Potom také rovnice (1) pro impulsnı́ odezvu přejde z
maticového tvaru na prostý vektorový zápis

h(n,m)→ h(n −m) = S [δ(n −m)] . (4)
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Lineárnı́ systém
Vstup a výstup

V lineárnı́m systému platı́ pro vstupnı́ u(n) a výstupnı́ y(n)
signál princip superpozice:

y(n) = S [u(n)] = S

[ ∞∑
m=−∞

u(m)δ(n −m)

]

=
∞∑

m=−∞
u(m)S [δ(n −m)]

=
∞∑

m=−∞
u(m)h(n,m) (5)
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Časová invariance
Konvolučnı́ suma

V důsledku časové invariance dostáváme z rovnice (5)
konvolučnı́ sumu

y(n) =
∞∑

m=−∞
h(n −m)u(m) =

∞∑
k=−∞

h(k)u(n − k) , (6)

která bývá občas značená

y(n) = h(n) ∗ u(n) = u(n) ∗ h(n) . (7)
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Časová invariance
Přı́klad časově invariantnı́ho systému

Uvažujme mikroekonomický systém variace ceny popsaný
diferenčnı́ rovnici

y(n) + ay(n − 1) = u(n) . (8)

Protože jejı́ koeficienty nezávisı́ na čase, tj. a nenı́ funkcı́ n,
zachovává tato rovnice tvar při záměně n→ n −m tvar.
Impulsnı́ odezva je potom

h(n) = (−a)n1(n) (9)
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Časová invariance
Přı́klad časově proměnného systému

Uvažujme diferenčnı́ rovnici

y(n) + ny(n − 1) = u(n) . (10)

Protože koeficient u y(n − 1) závisı́ na čase, nezachovává tato
rovnice tvar při záměně n→ n −m tvar.
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Kauzálnı́, přı́činný systém a signál
Diskrétnı́ systém

Výstupnı́ signál y(n) kauzálnı́ho systému závisı́ pouze na
současných a minulých hodnotách vstupnı́ho signálu
{u(n),u(n− 1),u(n− 2), . . . ,u(0)} takže v konvolučnı́ sumě (6)

y(n) =
∞∑

k=−∞
h(k)u(n − k) (11)

=
−1∑

k=−∞
h(k)u(n − k) +

∞∑
k=0

h(k)u(n − k)

musı́me položit všechny členy impulsnı́ odezvy h(k) = 0 pro
k < 0.
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Kauzálnı́, přı́činný systém a signál
Diskrétnı́ systém

Konvolučnı́ suma pro lineárnı́, časově invariantnı́ a kauzálnı́
systém má tvar

y(n) =
∞∑

k=0

h(k)u(n − k) . (12)

Jestliže navı́c budeme uvažovat vstupnı́ a výstupnı́ signály,
které jsou nulové pro n ≤ 0 a u(n) 6= 0, y(n) 6= 0 pouze pro
n ≥ 0, potom platı́

y(n) =
n∑

k=0

h(k)u(n − k) =
n∑

k=0

u(k)h(n − k) . (13)
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Kauzálnı́, přı́činný systém a signál
Analogový systém

Lineárnı́ časově invariantnı́ kauzálnı́ analogový systém
Podobně můžeme postupovat v analogovém přı́padě a odvodit pro
lineárnı́ časově invariantnı́ systém konvolučnı́ integrál

y(t) =

∫ ∞
−∞

u(τ)h(t − τ)dτ =

∫ ∞
−∞

h(τ)u(t − τ)dτ . (14)

Uvedený integrál opět nazýváme konvolucı́ a velmi často ho
označujeme jako

y(t) = h(t) ∗ u(t) . (15)
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Kauzálnı́, přı́činný systém a signál
Analogový systém

Funkce h(t) se nazývá impulsnı́ odezva. Jedná se o výstupnı́
signál filtru, na jehož vstupu se uplatnı́ Diracův impuls
u(t) = δ(t). Platı́ totiž

y(t) =

∫ ∞
−∞

h(τ)δ(t − τ)dτ = h(t) . (16)
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Kauzálnı́, přı́činný systém a signál
Analogový systém

Z důvodů kauzality, která vyjadřuje zachovánı́ přı́činné
posloupnosti událostı́ při transformaci signálu ze vstupu na
výstup, požadujeme

h(t) 6= 0 pro t ≥ 0 , (17)
h(t) = 0 pro t < 0 . (18)

Potom přirozeně můžeme konvolučnı́ integrál (14) psát ve tvaru

y(t) =

∫ ∞
0

h(τ)u(t − τ)dτ . (19)
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Shrnutı́
Spojitost, Linearita, Kauzalita, Autonomita, Časová invariance

ÿ(t) · ẏ(t) + cos
[ ω

2π

]
· y(t) = 0

y(n + 2) + cos n y(n + 1)− a y(n) = 5

y(n + 2) + cos n · y(n + 1) · y(n) = 0

ÿ(t) + cos ẏ(t)ω + y(t) =
1

t2 − 1

y(n + 2) · y(n + 1) + cos
[ ω

2π

]
y(n) = 5
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Část II

Přı́klady modelů v Simulinku
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Model Nabı́dka-poptávka
Popis

Vyjděme z ekonomického modelu, kdy nabı́dka s v n−tém
časovém intervalu s(n) je přı́mo úměrná ceně produktu v
minulém časovém intervalu p(n − 1) a naopak poptávka d v
n−tém časovém intervalu d(n) je přı́mo úměrná současné
záporné ceně produktu p(n).

Tento model je realistický, nebot’ čı́m byla v minulosti většı́
cena, tı́m je dnes většı́ nabı́dka a naopak, čı́m je dnes většı́
cena, tı́m klesá i poptávka.
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Model Nabı́dka-poptávka
Rovnice

Zavedeme-li proměnnou u(n), která charakterizuje počet
vyrobených kusů produktu v čase n a podmı́nku, že nabı́dka v
čase n se rovná poptávce v čase n, můžeme zapsat následujı́cı́
tři diferenčnı́ rovnice:

s(n) = c · p(n − 1) + a · u(n)

d(n) = −d · p(n) + b · u(n)

s(n) = d(n) (20)

p(n) +
( c

d

)
· p(n − 1) =

b − a
d
· u(n) (21)
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Model Nabı́dka-poptávka
Model

Použitı́m bloku jednotkového zpožděnı́ unit delay je možno
vytvořit blokové v Simulinku:

z

1

Unit DelaySum
Step

Scope

0.95

Gain1

40

Gain
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Model Nabı́dka-poptávka
Graf Vývoj ceny c(n)
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Model Nabı́dka-poptávka
Graf - Pavučinkový diagram
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Model Fakulta
Popis

Vznik nové fakulty a výpočet předpokládaných absolventů
takové fakulty jsou ukázkou diskrétnı́ho stavového systému, ve
kterém složka stavového vektoru xi reprezentuje počet
studentů v i-tém ročnı́ku. Předpokládejme, že do prvnı́ho
ročnı́ku budeme přijı́mat pravidelně každý rok u(n) studentů.
Jestliže z každého ročnı́ku postoupı́ bez potı́žı́ a1xi studentů,
opakuje a2xi studentů a fakultu opustı́ a3xi studentů, kde
a1 + a2 + a3 = 1, nalezněte počty absolventů, pokud úspěšnost
u státnı́ch závěrečných zkoušek je a α.
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Model Fakulta
Rovnice

Stavový popis této vzorové situace je
x1(n + 1)
x2(n + 1)
x3(n + 1)
x4(n + 1)
x5(n + 1)

 =


a2 0 0 0 0
a1 a2 0 0 0
0 a1 a2 0 0
0 0 a1 a2 0
0 0 0 a1 a2




x1(n)
x2(n)
x3(n)
x4(n)
x5(n)

+


1
0
0
0
0

u(n)

y(n + 1) = αx5(n + 1)
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Model Fakulta
Model

x5(n)

x4(n)

x3(n)

x2(n)

x1(n)

z

1

Unit Delay4

z

1

Unit Delay3

z

1

Unit Delay2

z

1

Unit Delay1

z

1

Unit Delay
 

Sum4

Sum3
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Sum1

Sum
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Mux
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0.2
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Gain4
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Obrázek: Schéma modelu Fakulta v Simulinku
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Model Fakulta
Graf
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Obrázek: Vývoj počtu studentů v jednotlivých ročnı́cı́ch
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Model Ovce & blci
Popis

Nelineárnı́ stavový model ovce a vlci je variantou modelu v
literatuře označovaného jako Lotka-Volterra predator-prey
model. Týká se populace ovcı́ popsané stavovou proměnnou
x1(t) a populace vlků popsané stavovou proměnnou x2(t).
Dynamický model je dán nelineárnı́ soustavou stavových rovnic

d
dt

x1(t) = a x1(t)− b x1(t)x2(t) , (22)

d
dt

x2(t) = −c x2(t) + d x1(t)x2(t) . (23)
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Model Nabı́dka-poptávka Model Fakulta Model Ovce & vlci

Model Ovce & Vlci
Rovnice

Žijı́-li ovce a vlci odděleně, pro ovce platı́ rovnice

d
dt

x1(t) = a x1(t) (24)

jejı́mž řešenı́m je exponenciálnı́ růst x1(t) = x1(0) eat ,.

Vlci bez potravy

d
dt

x2(t) = −c x2(t) (25)

exponenciálně hynou, x2(t) = x2(0) e−ct .
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Model Ovce & Vlci
Rovnice

Počet sežraných ovcı́ a nasycených vlků je úměrný počtu jejich
setkánı́, tj. součinu x1(t)x2(t), a proto v rovnici (2) počet ovcı́
klesá úměrně s

−b x1(t)x2(t),

zatı́mco v rovnici (3) se vlci majı́ dobře a jejich počet stoupá
úměrně s

d x1(t)x2(t).
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Model Nabı́dka-poptávka Model Fakulta Model Ovce & vlci

Model Ovce & Vlci
Graf

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

T  [ D N Y ]

O V C E 
V L C I
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