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Predchozi prednaska

Matematické modelovani,
Zakladni spojité/diskrétni signaly
e Diractv impuls,
¢ Jednotkovy skok,
e Sinusova funkce,
e Exponencidla
Systém a podsystém
Popis systému
e Vnéjsi popis
e Vnitfni popis

Linearita systému
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Matematicky popis systému
Vstup a vystup

Jednotkovy impuls je posloupnost §(n) = 0 pro vSechna n # 0
s vyjimkou §(0) = 1.

Odezvu systému na jednotkovy impuls §(n) budeme nazyvat
impulsni odezvou.

Pro obecny popis systémové funkce S [«] plati

h(n) = S[5(n)] & h(n,m)=S[o(n—m)]. (1)




Matematicky popis systému
Vstup a vystup

Jednotkovy skok 1(n) je posloupnost jedniCek od pocatku
Casové osy n = 0, kterou mizeme zapsat pomoci soucétu

1(n)=> d(n—m)= (2)
m=0

— 5(n)+6(n—1) +8(n—2) + -+ + 5(0)




Matematicky popis systému
Pfechodova odezva

Odezva systému na jednotkovy skok 1(n) se nazyva
pfechodova odezva s(n)

s(n) = S[1(n [Zén m)]

= Z S[8(n—m)]

m=0

= ) h(n,m). (3)
=0
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Casova invariance

Definice

Systém nazveme casové invariantnim, pokud jsou vSechny
udalosti v Case zavislé pouze na ¢asovém intervalu (rozdilu
Casovych udalosti) n — m, nikoliv na kazdém ¢asovém
okamziku n a m samostatné.

Potom také rovnice (1) pro impulsni odezvu prejde z
maticového tvaru na prosty vektorovy zapis

h(n,m) — h(n—m) = S[o(n—m)]. (4)




Linearni systém
Vstup a vystup

V linearnim systemu plati pro vstupni u(n) a vystupni y(n)
signal princip superpozice:

y(n) = Su(n]=S§

i u(m)é(n— m)]

m=—oo
o0

= 3 umsi(n - m)]

m=—oo

oo

= Y u(m)h(n,m) (5)

m=—oo




Casova invariance

Konvoluéni suma

V disledku ¢asové invariance dostavame z rovnice (5)
konvolu¢ni sumu

Zhnm Zh yu(n—k), (6)

m=—o00 k=—c0

ktera byva obCas znacena

y(n) = h(n)« u(n) = u(n) « h(n). (7)




Casova invariance

Pfiklad ¢asoveé invariantniho systému

Uvazujme mikroekonomicky systém variace ceny popsany
diferen¢ni rovnici

y(n) +ay(n—1)=u(n). (8)

ProtoZze jeji koeficienty nezavisi na ¢ase, tj. a neni funkci n,
zachovava tato rovnice tvar pfi zameéné n — n — mtvar.
Impulsni odezva je potom

h(n) = (-a)™1(n) 9)




Casova invariance

Priklad ¢asové proménného systému

UvaZzujme diferenc¢ni rovnici

y(n)+ny(n—1) =u(n). (10)

Protoze koeficient u y(n — 1) zavisi na ¢ase, nezachovava tato
rovnice tvar pfi zaméné n — n— mtvar.
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Kauzalni, priCinny systém a signal

Diskrétni system

Vystupni signdl y(n) kauzalniho systému zavisi pouze na
soucasnych a minulych hodnotach vstupniho signalu
{u(n),u(n—1),u(n—2),...,u(0)} takze v konvoluéni sumeé (6)

y(n) = Y h(ku(n—k) (11)

k=—oc0

= Z h(k)u(n — k) +Zh(k

k=—o00

musime polozit vSechny ¢leny impulsni odezvy h(k) = 0 pro
k <O.




Kauzalni, priCinny systém a signal

Diskrétni systém

Konvoluéni suma pro linearni, ¢asove invariantni a kauzalni
systém ma tvar

y(n) =" h(k)u(n—k). (12)

k=0

Jestlize navic budeme uvazovat vstupni a vystupni signaly,
které jsou nulové pro n < 0 a u(n) # 0, y(n) # 0 pouze pro
n > 0, potom plati

n

y(n)=> h(k)u(n—k) =>_u(k)h(n - k). (13)
k=0

k=0




Kauzalni, priCinny systém a signal

Analogovy systém

Linearni casové invariantni kauzalni analogovy systém
Podobné miZeme postupovat v analogovém piipadé a odvodit pro
linedrni ¢asové invariantni systém konvolu¢ni integral

y(t) :/_Oo u(T)h(t—T)dT:/_oo hr)ult—r)dr.  (14)

Uvedeny integral opét nazyvame konvoluci a velmi Casto ho
oznacujeme jako

y(t) = h(t) = u(t). (15)




Kauzalni, priCinny systém a signal

Analogovy systém

Funkce h(t) se nazyva impulsni odezva. Jedna se o vystupni
signal filtru, na jehoz vstupu se uplatni Diractv impuls
u(t) = 4(t). Plati totiz

y(t) = /_oo h(7)s(t — 7)dr = h(t). (16)




Kauzalni, priCinny systém a signal

Analogovy system

Z dlvodl kauzality, ktera vyjadfuje zachovani pfi¢inné
posloupnosti udalosti pfi transformaci signalu ze vstupu na
vystup, pozadujeme

h(t) # prot>0, (17)

0
0 prot<O0. (18)

Potom pfirozené mazeme konvolucni integral (14) psat ve tvaru

/ h(r)u(t — 7)dr (19)




Shrnuti

Spoijitost, Linearita, Kauzalita, Autonomita, Casova invariance

w

J(8) - (1) + cos | 5-| - y(1) = 0
y(n+2)+cosny(n+1)—ay(n)=5
y(n+2)4+cosn-y(n+1)-y(n)=0

y(t) +cosy(tw+ y(t) = 71

w

y(n+2)-y(n+1)+cos [zﬂ}y(n) =5




(@1
Q-

st ll




Obsah prednasky

@® Model Nabidka-poptavka




Model Nabidka-poptavka

Popis

Vyjdéme z ekonomického modelu, kdy nabidka s v n—tém
Casovém intervalu s(n) je pfimo umérna cené produktu v
minulém Casovém intervalu p(n — 1) a naopak poptavka d v
n—tém Casovém intervalu d(n) je pfimo umeérna sou¢asné
zaporné cené produktu p(n).

Tento model je realisticky, nebot ¢im byla v minulosti vétsi
cena, tim je dnes vétsi nabidka a naopak, ¢im je dnes vétsi
cena, tim klesa i poptavka.




Model Nabidka-poptavka
Rovnice

Zavedeme-li proménnou u(n), ktera charakterizuje pocet
vyrobenych kusu produktu v ¢ase n a podminku, ze nabidka v
Case n se rovna poptavce v ¢ase n, mizeme zapsat nasledujici
tfi diferencni rovnice:

s(ny=c-p(n—1)+a-u(n)
d(n)=—-d-p(n)+b-u(n)
s(n) = d(n) (20)

c

p(n) + (5) -pn—1)= 22 un) @)




Model Nabidka-poptavka

Model

Pouzitim bloku jednotkového zpozdéni unit delay je mozno
vytvofit blokové v Simulinku:

j '{40 < S p

Step Gain z
Sum Unit Delay Scope

Gainl




Model Nabidka-poptavka Model Fakulta Model Ovce & vici

Model Nabidka-poptavka

Graf Vyvoj ceny c(n)




Model Nabidka-poptavka

Graf - Pavucinkovy diagram
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Model Nabidka-poptavka Model Fakulta Model Ovce & vici

Model Fakulta

Popis

Vznik nové fakulty a vypocet predpokladanych absolventt
takové fakulty jsou ukazkou diskrétniho stavového systému, ve
kterém slozka stavového vektoru x; reprezentuje pocet
student( v i-tém roCniku. Pfedpokladejme, Ze do prvniho
ro¢niku budeme prijimat pravidelné kazdy rok u(n) studentu.
Jestlize z kazdého roCniku postoupi bez potizi a; x; studentd,
opakuje aox; studentl a fakultu opusti asx; studentd, kde

ai + a» + a3 = 1, naleznéte pocty absolventl, pokud Uspésnost
u statnich zavérecnych zkousek je a a.

[m] = =



Model Fakulta
Rovnice

Stavovy popis této vzorové situace je

x1(n+1) a 0 0 0 07 [xi(n 1
Xo(n+1) a a 0 0 0 [x(n) 0
x3s(n+1)] =10 a a 0 0] |x3(n)| + |0 u(n)
X4(n+1) 0 0 a a 0| [xu(n) 0
xs(n+1) 0 0 0 a a |xs5(n) 0

y(n+1) = axs(n+1)




Model Fakulta
Model

Constant, prjat students

Obréazek: Schéma modelu Fakulta v Simulinku
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Model Fakulta

Graf

Pocty studentu v rocnicich v case
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Obrazek: Vyvoj poctu studentd v jednotlivych roénicich =
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Model Ovce & blci

Popis

Nelinearni stavovy model ovce a vlci je variantou modelu v
literatufe oznaCovaného jako Lotka-Volterra predator-prey
model. Tyka se populace ovci popsané stavovou promeénnou
x1(t) a populace vlki popsané stavovou proménnou xo(t).
Dynamicky model je dan nelinearni soustavou stavovych rovnic

%m(t) = axi(t) - bxi()x(1), (22)

%xz(t) = —cxo(t) +dxq(t)x2(t) . (23)




Model Ovce & ViIci
Rovnice

Ziji-li ovce a vici oddélené, pro ovce plati rovnice

d

g = ax(l) (24)
jejimz feSenim je exponencialni rast x;(t) = x;(0) e,.
Vici bez potravy
9xlt) = —cx(t) (25)
at

exponencialné hynou, xo(t) = x2(0) e .




Model Ovce & Vici

Rovnice

PocCet sezranych ovci a nasycenych viku je umérny poctu jejich
setkani, tj. soucinu xq(t)x2(t), a proto v rovnici (2) poCet ovci
klesa umérné s

—bX1 (t)Xg(t),
zatimco v rovnici (3) se vici maji dobfe a jejich pocet stoupa
ameérné s

d X1 (1) xa(2).




Model Ovce & Vici

Model

Gain3

Obrazek: Ovecky a vici v modelu Lotka-Volterra %




Model Ovce & Vici

Graf
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