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Matematicky popis systému
Vstup a vystup

Jednotkovy impuls je posloupnost 6(n) = 0 provSechnan#0s
vyjimkou 6(0) = 1.

Odezvu systému na jednotkovy impuls 6(n) budeme nazyvat
impulsni odezvou.

Pro obecny popis systémové funkce S [«] plati

h(n) = S[o(n)] & h(n,m)=S[o6(n—m)]. (1)




Matematicky popis systému
Vstup a vystup

Jednotkovy skok 1(n) je posloupnost jedni¢ek od pocatku
Casové osy n = 0, kterou mizeme zapsat pomoci souctu

1(n) = d(n—m)= )
m=0

= 5(n) +6(n— 1)+ 6(n—2) + -+ 6(0)




Matematicky popis systému

Prechodova odezva

Odezva systému na jednotkovy skok 1(n) se nazyva
prechodova odezva s(n)

s(n)
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Casova invariance
Definice

Systém nazveme Casove invariantnim, pokud jsou vSechny
udalosti v ¢ase zavislé pouze na ¢asovém intervalu (rozdilu
Casovych udalosti) n — m, nikoliv na kazdém ¢asovém
okamziku n a m samostatné.

Potom také rovnice (1) pro impulsni odezvu pfejde z
maticoveho tvaru na prosty vektorovy zapis

h(n,m) — h(n—m) = S[é6(n—m)]. (4)




Linearni systém
Vstup a vystup

V linearnim systému plati pro vstupni u(n) a vystupni y(n)
signal princip superpozice:
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Casova invariance

Konvoluéni suma

V disledku ¢asové invariance dostavame z rovnice (5)
konvoluéni sumu

Z h(n— m)u th)un k), (6)

m=—oo k=—o00

ktera byva ob¢as znacena

y(n) = h(n) = u(n) = u(n) = h(n). (7)




Casova invariance
Pfiklad ¢asove invariantniho systému

Uvazujme mikroekonomicky systém variace ceny popsany
diferenéni rovnici

y(n)+ay(n—1) =u(n). (8)

Protoze jeji koeficienty nezavisi na €ase, tj. a neni funkci n,
zachovava tato rovnice tvar pti zaméné n — n— mtvar.
Impulsni odezva je potom

h(n) = (-a)™(n) 9)




Casova invariance

Priklad ¢asové proménného systému

Uvazujme diferenéni rovnici

y(n) +ny(n—1) =u(n). (10)

ProtoZe koeficient u y(n — 1) zavisi na ¢ase, nezachovava tato
rovnice tvar pti zaméné n — n— mtvar.




Kauzalni, pfiCinny systém a signal
Diskrétni systém

Vystupni signdl y(n) kauzalniho systému zavisi pouze na
soucasnych a minulych hodnotach vstupniho signalu
{u(n),u(n—1),u(n—2),...,u(0)} takze v konvolu¢ni sumée (6)

y(n) = > h(k)u(n— k) (11)
k=—o00
—1 [eS)
= > h(kyu(n—k)+ > h(k)u(n— k)
k=—o00 k=0

musime poloZit vSechny €leny impulsni odezvy h(k) = 0 pro
k < 0.




Kauzalni, pfiCinny systém a signal
Diskrétni systém

Konvoluéni suma pro linearni, ¢asové invariantni a kauzalni
systém ma tvar

y(n)=>_h(k)u(n - k). (12)
k=0

Jestlize navic budeme uvazovat vstupni a vystupni signaly,
které jsou nulové pro n < 0 a u(n) # 0, y(n) # 0 pouze pro
n > 0, potom plati

n

y(n)=>_h(K)u(n—k) =" u(k)h(n— k). (13)
k=0

e




Kauzalni, pfiCinny systém a signal

Analogovy systém

Linearni ¢asoveé invariantni kauzalni analogovy systém
Podobné miZeme postupovat v analogovém piipadé a odvodit pro
linearni ¢asové invariantni systém konvolu¢ni integral

(t)—/ u(r)h t—T)dT_/ h(r)u(t—r)dr.  (14)

Uvedeny integral op€t nazyvame konvoluci a velmi ¢asto ho
oznacujeme jako

y(t) = h(t) = u(t) . (15)




Kauzalni, pfiCinny systém a signal
Analogovy systém

Funkce h(t) se nazyva impulsni odezva. Jedna se o vystupni
signal filtru, na jehoz vstupu se uplatni Diractv impuls
u(t) = 4(t). Plati totiz

y(t) = /_OO h(7)5(t — 7)dr = h(t). (16)




Kauzalni, pfiCinny systém a signal
Analogovy systém

Z divodu kauzality, ktera vyjadfuje zachovani pfi¢inné
posloupnosti udalosti pfi transformaci signalu ze vstupu na
vystup, pozadujeme

h(t) # prot>0, (17)

0
0 prot<0. (18)

Potom pfirozené muzeme konvoluéni integral (14) psat ve tvaru

y(t) = /ooo h(r)u(t — 7)dr . (19)
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Model Nabidka-poptavka

Popis

Vyjdéme z ekonomického modelu, kdy nabidka s v n—tém
¢asovém intervalu s(n) je pfimo umérna cené produktu v
minulém ¢asovém intervalu p(n — 1) a naopak poptavka d v
n—tém ¢asovém intervalu d(n) je pfimo umérna sou¢asné
zaporné cené produktu p(n).

Tento model je realisticky, nebot ¢im byla v minulosti vétsi
cena, tim je dnes vétsi nabidka a naopak, ¢im je dnes vétsi
cena, tim klesa i poptavka.




Model Nabidka-poptavka

Rovnice

Zavedeme-li proménnou u(n), které charakterizuje pocet
vyrobenych kusu produktu v ¢ase n a podminku, Zze nabidka v
Case n se rovna poptavce v ¢ase n, mizeme zapsat nasledujici
tfi diferencni rovnice:

s(ny=c-p(n—1)+a-u(n)
d(n)=—d-p(n)+ b-u(n)
s(n) =d(n) (20)

b—a

p(n) + () -p(n—1) = === u(n) @1




Model Nabidka-poptavka

Model

Pouzitim bloku jednotkového zpozdéni unit delay je mozno
vytvofit blokové v Simulinku:




Model Nabidka-poptavka

Graf Vyvoj ceny c(n)
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Model Fakulta

Popis

Vznik nové fakulty a vypocet predpokladanych absolventu
takové fakulty jsou ukdzkou diskrétniho stavového systému, ve
kterém slozka stavového vektoru x; reprezentuje pocet
studentd v i-tém ro¢niku. Pfedpokladejme, Ze do prvniho
ro¢niku budeme pfijimat pravidelné kazdy rok u(n) studentu.
Jestlize z kazdého ro¢niku postoupi bez potizi a; x; studentd,
opakuje a»x; studentu a fakultu opusti asx; studentu, kde

ai + a» + az = 1, naleznéte pocty absolventt, pokud Uspésnost
u statnich zavére¢nych zkousek je a a.




Model Fakulta

Rovnice

Stavovy popis této vzorové situace je

xi(n+1) a 0 0 0 07 [x(n) 1
Xo(n+1) a a 0 0 0] (x(n 0
x3(n+1)] =10 a a 0 0] |x3(n)|+ |0] u(n)
Xg(n+1) 0 0 a a 0] |xa(n) 0
xs(n+1) 0 0 0 a a] |x(n) 0

y(n+1) = axs(n+1)




Model Fakulta

Model




Model Fakulta

Graf
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Model Ovce & Vlci

Popis

Nelinearni stavovy model vici a ovce, ktery je znam v literatufe
jako Lotka - Volterra predator-prey model, se tyka populace
ovci popsané stavovou proménnou X (t) a populace vlkd popsané

stavovou proménnou Xo(t). Dynamicky model je dan nelinedrni
soustavou stavovych rovnic

EX1(I‘) = ax1(t) — bx (t)XZ(t) ) (22)

E‘XZ(t) = —cxo(t)+dxy(t)xo(t). (23)




Model Ovce & Vlci

Rovnice

Ziji-li ovce a vici oddéleng, pro ovce plati rovnice
Ex (1) = ax(t) (24)
g™t T A

jejimz feSenim je exponencialni rist x4 (t) = x;(0) e¥,.

Vlci bez potravy

Coxlt) = —ox() 5)

exponencialné hynou, xo(t) = x2(0) e~ . %




Model Ovce & Vlci

Rovnice

Pocet sezranych ovci a nasycenych viki je umérny poctu jejich
setkéni, tj. soucinu x1(t)x2(t), a proto v rovnici (2) pocet ovci
klesa umérné s

—bX1 (t)Xg(t),
zatimco v rovnici (3) se vici maji dobfe a jejich pocet stoupa
amérné s

dx (D)% (1).




Model Ovce & Vilci
Model

=

Obrazek: Ovecky a vici v modelu Lotka-Volterra
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Model Ovce & Vlci
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| Spojity stavovy sytém

| Diskrétni stavovy systém

u(t) ... vstupni (fidici) vektor
X(t) ... stavovy vektor
y(t) ... vystupni vektor

u(n) ... vstupni (fidici) vektor
x(n) ... stavovy vektor
y(n) ... vystupni vektor

Obecny tvar stavovych rovnic

Obecny tvar stavovych rovnic

x(t) = f(x(t), u(t), 1)
y(t) = g(x(t), u(t), t)

x(n+1) = f(x(n),u(n), n)
y(n) = g(x(n),u(n), n)




| Spojity stavovy sytém

Diskrétni stavovy systém |

Linearni stavovy systém Linearni stavovy systém

x(t) = A(t) x(t) + B(t)u(t) x(n-+1) = M(n)x(n) + N(n)u(n)
y(t) = C(t) x(t) + D(t)u(?) y(n) = C(n)x(n) + D(n)u(n)
A(t) je matice systému (n x n) | M(n) je matice systému

B(t) je matice vstupt (n x r) N(n) je matice vstupt (fizeni)

C(t) je vystupni matice (m x n) | C(n) je vystupni matice

D(t) je vystupni matice (m x r) | D(n) je vystupni matice
Stacionarni stavovy systém | Stacionérni stavovy systém
matice A, B, C, D matice M, N, C, D

jsou nezavislé na ¢ase jsou nezavislé na ¢ase
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