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Priklady na Laplaceovu transformaci

Jan Prikryl, Miroslav Vléek, Bohumil Kovar

24. dubna 2015

Abstrakt

Tento text je prubézné dopliovanym zakladem budouci cvic¢ebnice Laplaceovy transfor-
mace pro predmét Modelovani systému a procest, vyucovany v druhém roéniku bakalaiského
studia na CVUT v Praze, Fakulté dopravni. Vzhledem k vyvojové fazi je mozné, ze piiklady
obsahuji chyby.

B Doplnit vice diskusi o posunuti, zvlasté p¥ipad 1(t —2)(t — 2)2.m

Zmény v dokumentu:

2014-04-14 jp Piidan pifklad na rozklad racionalni lomené funkce s p? ve jme-

novateli, vedouci na soucet sin a cos a exponencielu.
2014-03-31 jp Pfidédna Heavisideova metoda rozkladu nasobnych pdéli.
2015-04-24 jp Oprava piikladu 3.1 (Marek Blaséik).

Milé kolegyné, mili kolegové, tyto sady piikladi nejsou nutné zcela spravné, mohou se v nich
vyskytnout chyby, kterych jsme se pii prepisu dopustili. Kdo néjakou chybu odhali jako prvni,
dostane (nejvyse jeden) extra bod.

1 Rozklad na parcialni zlomky

Méjme racionalni lomenou funkci

kde N(p) je polynom s ndsobnymi kofeny. Hleddme rozklad H(p) na parcidlni zlomky.

Nechf napiiklad
N(p)=(p—2)*(p+5)(p+7).

Rozklad na parcidlni zlomky hledame ve tvaru

! _ W + ik LB (1)
(P—22p+5)@+7) (®-2? p—2 p+5 p+T7

1.1 Redukce nasobného pdlu

Jednou z moznost{ je vynasobit rovnici ¢lenem (p — 2)?

(p—2)?
(r—2)2(p+5/@P+7)

k-2 +

ka(p —2)* | k3(p—2)°
p+5 p+7

a nalezneme limitu pro p — 2,
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Odecteme-li vyraz od obou stran rovnice (1) dostavdme

63(p — 2)?

1 1 B kY ko k3

= + + ,
(p—2)2(p+5)(p+7 63(p—2)2 p—2 p+5 p+7

respektive rovnici

1 —(p+14) kWY Lk ks
63 [(p—2)(p+5)(+7)] p—-2 p+5 p+T7T

pro kterou se vypocet k, redukuje jiz na piipad s jednoduchymi pdly.

1.2 Hevisideova varianta rozkladu

Na prednaskach jsme si ukdazali, ze v pfipadé nasobného pdlu lze volit i metodu postupného
rozkladu racionalni lomené funkce na diléi zlomky z jednoduchymi pdly. V piipadé rovnice (1)

nejprve vytkneme ¢len 1/(p — 2) a zbytek s jednoduchymi pély rozlozime:

1 1 1
P—220+5)p+7) p-2 G-2)p+5m+7)
1 | &t 1

:p—2 p—2 p+5 p+7 -
1

1 r i n 8
63 (-2 (-2)(p+5 (p—2)

Po roznésobeni zbyvaji v rozkladu dvé nové raciondlni lomené funkce s jednoduchymi pdly,

které rozlozime na

Po dosazeni zpét mame

1 1 1 1 1 1 1 1 1
P22 +5)(p+7) 63(p-2? 98p-2 98p+5 162p-2 162

_1 1 65 1 1 1 1 1
_@(p—2)2+3969p—2_%p+5_@ﬁ'

2 ResSeni diferencialni rovnice druhého radu

Diferencialni rovnici

d? d
Yt +2 oy + (a® +b¥)y(t) = k - u(t)
s pocateénimi podminkami ve tvaru
d
y(0)=c1 a —y(0) =cs,

fesime pomoci Laplaceovy transformace.

p—2)(p+7)



a8 Protoze plati

2
c {thy(t)} = p*Y(p) — py(0) — dydim,

s mnalezneme Laplaceovou transformaci diferencidlni rovnice (2) jeji algebraicky tvar

dy(0)

o +2a(pY (p) = y(0)) + (a® + b)Y (p) = kU (p). (3)

p’Y (p) — py(0) —
so  Rovnici (3) vyfesime vzhledem k obrazu vystupni veli¢iny Y (p) a dostdvame

dy(0)

9
T ay(0)

(p* + 2ap + (a® + %)) Y (p) = kU (p) + py(0) +

51 neboli
kU(p) +ca+ (p+2a)er  kU(p) + 2+ (p+ 2a)cy

(p+a+ib)(p+a—ib) (p+a)? + b2

Y(p) =

s2 Bez znalosti vstupniho signalu nelze jednoznaéné urcit y(¢), muzeme ale uré¢it prenosovou funkei
53 systému a jeho impulsni a pfechodovou odezvu.

s« Prenosova funkce H(p) je definovdna jako podil obrazu vystupu k obrazu vstupu
55 nulové pocateéni podminky a tedy

Y(p)_ k B k
Ulp) ((p+at+ib)(p+a—ib) (p+a)?+b2

ss Impulsni odezva h(t) je ddna inverzni Laplaceovou transformaci prenosové funkce a plati

h(t)=L Y {H(p)} =L} {(kQerg} =L {kb} = % e sinbt 1(t).

P+ a) b(p+a)?+b?

H(p).

57 Pfechodovou odezvu s(t) uréime inverzni Laplaceovu transformaci vyrazu

s(t) = L7 {S(p)) = £ {;H(p)}

_ﬁl{p((p+§)2+b2)} {a2+b [; pfzzilﬂ“

o it - gt g
B a? + b2 (p+ a)? + b2 (p+a)2+b

[1 —e " cosbt — % e " sin bt} 1(¢),

B k
a2+

ss  kde 1(t) oznacuje funkci jednotkového skoku.
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3 Priklady na Laplaceovu transformaci

V této Casti ukazeme pouziti Laplaceovy transformace v analyze LTI spojitych systému. Je-
likoz pirenosové funkce téchto systému jsou ve tvaru racionalni lomené funkce, ukdzeme feSeni
impulsni a pfenosové odezvy pro vSechny moznosti kombinaci pélu. Soucdsti problematiky je
i feSeni linearnich diferencidlnich rovnic.

Piiklad 3.1 (zpétnd transformace). Naleznéte takovou zpétnou Laplaceovu transformaci ra-
ctondlni lomené funkce

X(p) = 2p+3
P = By 5p? +3p+ 15

v niz se nevyskytuji komplexni proménné. Pri rozkladu jmenovatele vyuzijte toho, Ze jeden z poli
X(p) je p1 = —5.

Reseni:
Nejprve musime najit vSechny poly X (p). Vzhledem k tomu, Ze jeden pdl je py = —5, staci
pomoct polynomidlniho déleni nalézt podil
(P +5p° +3p+15): (p+5) =p>+3
a muzeme psadt
2p+3 Ap+ B C
X(p) - 73 S =3 + .
p°4+95p +3p+15 p»+3  p+5
Hodnotu C urcime pomoci zakryjvactho pravidla,
2p+3 -7 1

C=lim——=—=
pl—%p2+3 28 4

a hodnoty A a B dopocteme ze soustavy rovnic pro koeficienty polynomai, jenz vznikne vyndsobe-
nim rovnice (4)

2p+3=(Ap+ B)(p+5)+ C(p* +3)

2p+3:(Ap+B)<P+5)—i(p2+3)

1 3
2p+3:Ap?+(B+5A)p+5B—Zp2—Z
z cehoZ plyne
2 2 14
Op” = Ap”™ — 7»
2p = (B+5A)p
3
3=58—-.
4
Mdme tedy
1 3
A=- B=-
4’ 4
a plati
2p+3 w+2 =3 1 p 1 V3 1
X(p) = ———0 S S S (N A . B
pP+5p2+3p+15  p*+3 p+5 4\p*+3 V3p2+3 p+5

Pouzijeme tabulky Laplaceovy transformace vétu o linearité a pro t > 0 vyjddrime

L7HX(p)==z() = i (cos V3t + \}g sin /3t — ie_5t> .
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Priklad 3.2 (jednoduché pély). Meéjme prenosovou funkci spojitého systému:

1

Hp)= —
) p?>—5p+6

Naleznete impulsni odezvu tohoto systému.

Reseni:
Prenosovou funkci (5) je mozno zapsat a rozloZit na parcialni zlomky:

1 k1 ko
H(p) = = + (6)
r-2)(p—3) p-2 p-3
kde k1 a ko jsou konstanty, které urcime zakrgvacim pravidlem (pomoci limit v pélech), pripadné
je lze dopocitat ndsledujicim postupem tak, aby byla splnéna rovnost na pravé i levé strané
rovnice:

1 k1 ko
b 203 »-2 p-3 ()

Vyndsobenim pravé i levé strany rovnice (7) vijrazem (p—2)(p—3) ziskdme polynomidlni rovnici:

L=Fki(p—3) +ka(p—2)

kde porovndnim koeficientd polynomi na pravé i levé strané obdrizime ndsledujici vztahy pro
nezndmé parametry ki a ko:

ki+ ks =0,
—3k1 — 2ko = 1.
Visledkem resent jsou hodnoty koeficientu ky = —1, ko = 1. Rownici (5) proto muZeme zapsat
ve tvaru
Hip) =~ + — (8)
P T2 T3

Pomoci véty o linearité a tabulek Laplaceovy transformace lze jednoduse vypoéitat zpétnou La-
placeovu transformaci prenosové funkce (pripomindme, Ze prenosovd funkce H(p) je obrazem
impulsni odezvy h(t)):

h(t) = —e? + & (9)

O
Priklad 3.3 (ndsobné pély). Méjme prenosovou funkci spojitého systému:

1

H(p) = 10
W)= 5 - 12 (10)
Naleznete jeho impulsni odezvu.
Reseni:
Prenosovou funkci (10) lze rozepsat na parcidlni zlomky:
1 k k k
H(p) = = o ot (11)

(p—22(p-3) p-2 (®»-2?2 p-3

kde k1, ko a k3 jsou konstanty, které je nutno dopocitat.

Je vidét, Ze systém popsany prenosovou funkci (10) md jeden pdl jednoduchy a jeden pdl
ndsobnyj. Jak bylo uwvedeno drive, pri ndsobném pdlu musi bijt kazdy ndsobek zvldst zopakovdn s
rozdilnou konstantou.
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Vyndsobenim pravé i levé strany rovnice (11) vijrazem (p — 2)? dostdvdme rovnici:

1 k3(p — 2)?
—— =ki(p—2)+ kg + ———— 12
p— 1(p—2) + k2 + - (12)
Limitujme rovnici (12) v bodé p — 2. Vysledkem je vypoctend konstanty ko = —1.

Dvojndsobny pdl odstranime z rovnice (11) pokud odeéteme od pravé i levé strany této rovnice

vyraz (pfé)Q. Vysledkem této operace je rovnice:

1 k k
(pP—2)p—3) p-2 p-3
kterd jiz obsahuje pouze jednoduché pdly. Vyndsobenim obou stran rovnice (13) vyrazem (p —
2)(p — 3) ziskdme polynomidini rovnici:

L=Fki(p—3)+ks(p—2)

z niz lze jednoduse vypocitat konstanty k1 = —1 a ks = 1. Prenosovou funkci (10) lze prepsat

do tvaru:
-1 -1 1

= + +
p—2 (»-2?% p-3

Pomoci slovniku Laplaceovy transformace lze zapsat impulsni odezvu systému ndsledovné:

H(p)

h(t) = —e* —te 4¢3

Priklad 3.4 (komplexné sdruzené pély). Méjme prenosovou funkci spojitého systému:

1
PP +pP+3p—5

H(p)

Naleznéte jeho impulsni odezvu.

Reseni:
Systém popsany prenosovou funkci (14) md jeden pdl jednoduchy a jeden pdl komplexné sdruzeny.
U komplexné sdruzeného pélu bud pocitame s komplexnimi pély, potom ale koeficienty rozkladu
vychdzi téz komplexni anebo pocitdme ve jmenovateli s (v redlném oboru) nerozlozitelnym kva-
dratickym ¢lenem. V tom pripadé musi byt v éitateli uveden linedrni élen, aby byl zachovan vdd
systému:
1  kip+ ke k3

(P2+2p+5)(p—1) p2+2p+5 p—1

kde k1, ko a ks jsou konstanty, které je nutno dopocitat. Vyndsobenim pravé i levé strany rovnice
(15) vyrazem (p? +2p +5)(p — 1) dostdvdme rovnici:

H(p) =

(15)

1= (kwp+k2)(p— 1) + ks(p” + 2p + 5) (16)

Porovndanim koeficienti polynomi na pravé a levé strané rovnice (16) ziskdme rovnice:

k= —ks
k1 = ko + 2k3
Bk — ko = 1
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z nichZ lze jednoduSe vypocitat hodnoty koeficientu ki = —%, ko = —% a ks = %. Prenosovou

funkci (14) lze tedy zapsat ve tvaru:
1 3 1
7p + 2 =
Hip) =205
p*+2p+5 p—

1

Zpétnd Laplaceova transformace komplexné sdruzeného polu je zaloZena na aplikaci dvou tabul-
kovych vyrazi:

+a
£{c™coswtl = — LT
{e COS w } (p+a)2 +w2
at s _ w
E {e Sll’lwt} = m (17)

Srovndnim jmenovatele komplexné sdruzeného pdlu se jmenovatelem rovnic (17) ziskdime hod-
noty parametri o =1, w = 2.

Principem zpétné Laplaceovy transformace komplexné sdruzeného polu je doladit linedrni
koeficienty di a do tak, aby pro vypoctené hodnoty o a w platila rovnost

@+ g opFl 2
PP+2p+5 PP +2p+5  CpPP+2p45

Jednoduse lze ukdzat, Ze rovnost plati pro koeficienty di = —% a do = —% a vysledek rozkladu
prenosové funkce (14) je

1[ p+1 2 11

H(p) = —= S 18
W =37 ompis T sl Tt (18)

Pomoct tabulek zpétné Laplaceovy transformace lze vyjadrit impulsni odezvu systému popsaného
prenosovou rovnici (14) ndsledovné:

1 1
h(t) = 3 e " [cos 2t + sin 2t] — 3 e (19)

O

Priklad 3.5 (komplexné sdruzeny pél). UkaZme si, Ze opravdu plati
o =sint (20)
p*+1 '
Reseni:

Rozlozime-li ymenovatele (20) na soucin dvou komplexnich linedrnich ¢lenu, obdrzime

N T
F(p) = g I
(p) Zrl o+l poi

coz podle tabulkovijch vzorci odpovidad

1 ., 1 . 1 I
)= —— S T | N R | - lt‘ 21
JO) = =g ety e =gie —gle (21)
Ezxponencidlni funkce v komplexni roviné je funkci periodickou s imagindrni periodou 2mi a lze
Ji zapsat jako
e — % (cosb + isinb).
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Funkci (21) muzeme tedy vyjadrit jako
1. .. 1, ..
ft) = 5! (cos(—t) 4+ isin(—t)) — % (cost +isint)
L cos(—t) — Licost — L sin(—t) + T sint
= —icos(—t) — =icost — — sin(— —sint.
2 2 2 2
Vyuzijeme nyni toho, Ze

sint = — sin(—t)
cost = cos(—t)

a dostdvame
F(t) = —Sicost + Sicost+ ~sint + ~sint — sint
= ——icos —icos —sin —sint = sint.
2 2 2 2

0 sint

Priklad 3.6 (prechodova odezva). Méjme prenosovou funkci spojitého systémus:

H(p) = — (22)
Naleznéte jeho prechodovou odezvu.
Reseni:

Prechodovd odezva je definovana jako odezva systému na jednotkovy skok. V p—roviné muzZeme
tuto odezvu zapsat jako

kde S(p) je Laplaceiv obraz prechodové odezvy s(t) a
1(t). Jednoduchou ipravou je mozno vyjadrit funkci S

Sl

je Laplacetuv obraz jednotkového skoku
) ndsledovneé:

s

p

1 kq ko
S(p) = = + =2
) pp—2) p—-2 p

coz je jiz varianta raciondlni lomené funkce s jednoduchymi pdly. Zapisme proto rovnou vysledek:

1
s(t) = 5 [e®' —1(¢)]
O
Priklad 3.7 (feseni diferencidlni rovnice). Méjme diferencidalni rovnici:
L (t)+6ﬂ () +5yt) =25t —2-1(¢t) (23)
dr2” at? =
a definované pocdatecni podminky
(0) =4, 5y(0) = -8

Naleznéte vystupni funkci y(t).
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Reseni:
Oznaéme Y (p) = L{y(t)}. Pomoct tabulek pro Laplaceovu transformaci prevedeme diferencidlni
rovnici (23) na rovnici algebraickou, z niz je mozno vyjadrit Y (p), ndsledovné:

2 2
P’Y(p) —4p+8+6 [pY(p) —4]+5Y(p) = B35
50 — 2 p? 4p+ 16

Y(p) = P IES) RS + (p+1)(p+5)

Rozkladem na parcidlnd zlomky dostaneme

10 12 12 1 9
Yo =5 -5
p p

+ -t —
2 p p+5 p+1
a po zpétné Laplaceové transformact dostaneme ziskdvame casové TeSeni diferencidlni rovnice
ve tvaru

y(t) =[5t — 12t + 124+ =9 7] - 1(2).

O

Priklad 3.8 (véta o posunuti). Velice ¢asto se mizeme setkat se zapisem véty o posunuti ve
tvaru

LAft—7)} =T F(p). (24)

Tento zdpis je zcela korekini za predpokladu, Ze dodrzime ndsledujici podminku definice jedno-
stranné Laplaceovy transformace: defini¢ni obor transformované funkce f(t) je t > 0, prot < 0
volime f(t) = 0. Jednostrannd transformace neposunté funkce funguge i bez této podminky, ne-
bot definic¢ni integrdl zahrnuje pouze nezdporné hodnoty t, v pripadé posunu parametru funkce
o vyse uvedené T se ale dostdavame do problémi, zpusobenych nejednoznacnosti vijse uvedeného
zapisu. Demonstrujme si tyto problémy na ndsledujicim prikladu.

Z predndsek vime, Ze Laplaceiv obraz funkce f(t) = %tz je

1 1
L{ft)}y =L -t2 =
e =c{ze) -
Jak to ale bude v pripadé, Ze budeme pocitat obraz té samé funkce, posunuté o T = 1, tedy
FE—1) =Lt —1)27

Resent:
Pokud ignorujeme posunuti a pocitame

1 ol _plle 111
S LT NS PR S
odpovidd prubéh nasi transformované funkce obrdzku
f(t) f(t)
f(t) = 5t? f(t)=5(t—1)
/ + / ¢

a to nent to, co potiebujeme: z pravého grafu vidime, Ze takto vyjddrend posunutd funkce nabjvd
nenulovyjch hodnot i pro zdporné hodnoty argumentu, konkrétné pro 0 < t < 1. Korektni zpusob
naznacuje ndsledujici obrdzek:




//fmzéﬂ //n@—mﬂr4>

A A

177 —

Tomu odpovidd zdpis transformace posunuté funkce, obsahujici posunuty jednotkovy skok

LA flt-1}=ePL{f(t)} =L {;tz} =e’ 'pl?’.
178 Ukazugje se, Ze je vhodnéjsi a ndzornéjsi zapisovat vétu o posunuti argumentu ve tvaru
L{L(t=7) - f(t =)} = Fip). (25)
" O

Piiklad 3.9 (posunuti). Naleznéte f(t), mdte-li ddano

F(p)= 5o,
pe+2p+2

10 Redeni:

181 Polynom p? + 2p + 2 md imagindrni koreny, je proto lépe jej rozloZit na (p + 1)% + 1 a pouit

12 tabulkové vzorce pro et coswt respektive et sinwt. Z véty o posunuti, zapsané rovnici (25)

183 vime, Ze clen e~ 2P predstavuje posun argumentu a miZeme jej tedy aplikovat aZ po rozkladu na

184 jednotlivé parcialni zlomky. Mame tedy

— —2p D — —2p
F(p)=e Ziopi2 © G(p),
+(1-1 +1 1
Gp) = 2 ( ) p

T p+1)2+1 (p+1)24+1 (p+1)2+1

a po zpétné transformaci

t t

g(t) =e "cost —e "sint.

Vzhledem k posunuti plati
ft)=1(t —2)-g(t —2) = e G(p)
a hledand zpétnd transformace F(p) je proto
FO) =1t —2) e Deos(t —2) —e D sin(t — 2) = 1(t — 2) e (cos(t — 2) — sin(t — 2)).
185 O

1ss  Piiklad 3.10 (Véta o posunuti z definice). Zapiste Laplaceovu transformaci funkce

2 -2t4+1 t>1
a(t) = = s
0 Jinak.

157 ReSeni:
188 Snadno nahlédneme, Ze nejjednodussi bude pouZit vétu o posunuti, nebot vijse uvedend rovnice

180 nepopisuje nic jiného, nez signdl x(t) = 1(t — 1) - (t — 1)? (nakreslete si to!). Mnozi studenti

10
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ale poéitaji priklad chybné a argumentuji pouZitim definicniho vzorce Laplaceovy transformace.
Podivejme se, zZe i zdlouhavym postupem pres definiéni integrdl dospéjeme ke stejnému resend.
Pro L{x(t)} plati

o0 o0 o0 o0
X(p) = / (=2t +1)e P dt = / t2e Pt dt — 2/ te P dt +/ e P dt =
1 1 1 1

= A(p) —2B(p) + C(p).

Mdme
0 00 d2 d2 %) d2 1 o)
Alp =/ t2e P dt z/ e Pldt=— [ ePldt=-— {_ept] -
®) ! p dp? dp? J; dp? | p )
2 1 1 1 1
= d—2 [0— (_e—l’)] = 4 [d (e—pﬂ = 4 [_e—p_2e—p} =
dp p dp [dp \p dp | p p
_e? N 2¢P 2e7P
P p? p3
a obdobné
> > d d [~ d /1
B(p 2/ teptdt:/ eptdt:/ eptdt:<ep>:
(®) 1 1 dp dp Ji dp \p
p P

e? 2e7P  2e7P e P e7? e’ 2e7P
X(p) = —2<+>+=
="t P’ p P p p?
O
Priklad 3.11 (konvoluce). Naleznéte tesend integralni rovnice

t

y(t) = 4t — / y(t — 7)rdr. (26)
0

Reseni:
Podle véty o konvoluci je

L {/Otf(t - T)g(T)dT} = F(p)-G(p)

a v pripadé konvoluce, jez se vyskytuje v rovnici (26), vidime, Ze

f(6) =y(t),
g(t) =t
a po transformaci rovnice zskdme
4 1
Y(p)=5-Y0) =,
(p) e (p) e
PY(p) +Y(p) =4,
4 1
W)= =
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Po zpétné transformact dostaneme
y(t) = 4sint.

Piiklad 3.12 (polynom). Naleznéte Laplaceiv obraz funkce, zadané predpisem

0 A t<4,
f(t)_{t2—5t+6 A t>4 (27)

Reseni:
Funkci f(t) v rovnici (27) muzZeme analogicky vyjddrit jako

ft)=1(t—4) (> — 5t +6), (28)

nebot jednotkovy skok z 0 do 1 pro t =4 je ekvivalentem podminky uvedené v rovnici (27).
Nyni si musime uvédomit, Ze véta o posunuti argumentu v Laplaceové transformaci plati ve
tvaru

LAt —7)g(t —7)} =P L{g(t)} =" G(p)
a Ze tedy napriklad

LUt —7)} =€ ;, (29)
Ot — )t — 1)) = e—WplQ, (30)
L{n(t—f)(t—fﬁ}:e—f”;g. (31)

V rovnici (28) se wyskytuje jednotkovy skok 1(t — 4) a tedy T = 4. Budeme proto pomoci
ekvivalentnich iprav hledat takovyj rozklad polynomu t? — 5t + 6, jenz je tvoren cleny (t — 4)2,
(t —4) a konstantou. Mdme

t2 —5t4+6=1t>—8t4+16+3t —10= (t —4)> + 3t — 10
=(t—4)?+3t—-12+2=(t—4)>+3-(t —4) +2
a rovnici (28) prepiseme na
f)=1(t—4)(—=5t+6) =1t —4) (t—4)>*+3-(t—4) +2)
=1t —4)(t -4 +3- 1t —4)(t—4)+2-1(t —4)

Vzhledem k linearité Laplaceovy transformace muZeme transformovat jednotlivé séitance zvldst
pomoci posunuti zapsanich v rovnicich (29), (30), (31). Hledany Laplaceiv obraz je tedy

F(p)=e <2+ 32+2> .

P> p: o p

3.1 Neresené priklady
1. S pouzitim Laplaceovy transformace feste homogenni diferencidlni rovnici

2
St + Sylt) —2y(0) =0

pii pocétecnich podminkéch y(0) = 0, $y(0) = 3.

12
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fefent: [y(t) =" —e ]

2. S pouzitim Laplaceovy transformace teste diferencialni rovnici

d2

pii poc¢atecnich podminkach y(0) = 0, %y(O) =0.

fesenf: [y(t) = Zsint — §sin 2t |

3. S pouzitim Laplaceovy transformace feste homogenni diferencidlni rovnici

d2

d
@y(t) +2 FTE 2y(t) =0

pii pocdtecnich podminkach y(0) = 1, %y(O) =0.

feSent: [y(t) = e~*(cos(t) + sint) |

4. S pouzitim Laplaceovy transformace teste diferencialni rovnici

d2
- t _ -
dto( ) 5y

(t) +4y(t) =4t e*

pii pocatecnich podminkach y(0) = —1, %y(O) =1.

5. Naleznéte f(t), pokud

6. Naleznéte f(t), pokud

feSeni (neovéfeno): [y(t) =5 e' +3 e — (4% — 2t + 3) e |

F(p)

F(p)

13

pe P

feseni: [ f(t) = 1(t — 5) cos(2t — 10) ]

e_p

CpP+p

fesent: [ f(t) =1(t—1)- (1 —e'")]
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7. Vyfteste integralni rovnici

y(t) = —1+ /0 y(t —7)e T dr.

1
fesenf: |y(t) = —= + 3 e 2

8. Vyfteste integralni rovnici

9. Vyfeste integralni rovnici

t
y(t) = cost + / y(t —7)e T dr.
0

o 1, 3 1.
feseni: | y(t) = AR cost + ismt

10. Naleznéte Laplaceuv obraz funkce, zadané predpisem

0 A <2,
f(t)_{t3—5t+6 A t>2.

resent: [F(p) =% (& + B+ 5 +3)]

14



