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Abstrakt4

Tento text je pr̊uběžně doplňovaným základem budoućı cvičebnice Laplaceovy transfor-5

mace pro předmět Modelováńı systémů a proces̊u, vyučovaný v druhém ročńıku bakalářského6

studia na ČVUT v Praze, Fakultě dopravńı. Vzhledem k vývojové fázi je možné, že př́ıklady7

obsahuj́ı chyby.8

Doplnit v́ıce diskusi o posunut́ı, zvláště p̌ŕıpad 1(t− 2)(t− 2)2.9

Změny v dokumentu:10

2014-04-14 jp Přidán př́ıklad na rozklad racionálńı lomené funkce s p3 ve jme-
novateli, vedoućı na součet sin a cos a exponencielu.

2014-03-31 jp Přidána Heavisideova metoda rozkladu násobných pól̊u.
2015-04-24 jp Oprava př́ıkladu 3.1 (Marek Blašč́ık).
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Milé kolegyně, miĺı kolegové, tyto sady př́ıklad̊u nejsou nutně zcela správně, mohou se v nich12

vyskytnout chyby, kterých jsme se při přepisu dopustili. Kdo nějakou chybu odhaĺı jako prvńı,13

dostane (nejvýše jeden) extra bod.14

1 Rozklad na parciálńı zlomky15

Mějme racionálńı lomenou funkci16

H(p) =
1

N(p)

kde N(p) je polynom s násobnými kořeny. Hledáme rozklad H(p) na parciálńı zlomky.17

Necht’ např́ıklad
N(p) = (p− 2)2(p+ 5)(p+ 7).

Rozklad na parciálńı zlomky hledáme ve tvaru18

1

(p− 2)2(p+ 5)(p+ 7)
=

k
(2)
1

(p− 2)2
+

k
(1)
1

p− 2
+

k2
p+ 5

+
k3
p+ 7

. (1)19

1.1 Redukce násobného pólu20

Jednou z možnost́ı je vynásobit rovnici členem (p− 2)221

(p− 2)2

(p− 2)2(p+ 5)(p+ 7)
=

= k
(2)
1 + k

(1)
1 (p− 2) +

k2(p− 2)2

p+ 5
+
k3(p− 2)2

p+ 7

22

a nalezneme limitu pro p→ 2,23

1

(2 + 5)(2 + 7)
= k

(2)
1 .
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Odečteme-li výraz
1

63(p− 2)2
od obou stran rovnice (1) dostáváme24

1

(p− 2)2(p+ 5)(p+ 7)
− 1

63(p− 2)2
=

k
(1)
1

p− 2
+

k2
p+ 5

+
k3
p+ 7

,

respektive rovnici25

1

63

[
−(p+ 14)

(p− 2)(p+ 5)(p+ 7)

]
=

k
(1)
1

p− 2
+

k2
p+ 5

+
k3
p+ 7

,

pro kterou se výpočet kµ redukuje již na př́ıpad s jednoduchými póly.26

1.2 Hevisideova varianta rozkladu27

Na přednáškách jsme si ukázali, že v př́ıpadě násobného pólu lze volit i metodu postupného28

rozkladu racionálńı lomené funkce na d́ılč́ı zlomky z jednoduchými póly. V př́ıpadě rovnice (1)29

nejprve vytkneme člen 1/(p− 2) a zbytek s jednoduchými póly rozlož́ıme:30

1

(p− 2)2(p+ 5)(p+ 7)
=

1

p− 2
· 1

(p− 2)(p+ 5)(p+ 7)
=31

=
1

p− 2

[
1
63

p− 2
−

1
14

p+ 5
+

1
18

p+ 7

]
=32

=
1

63

1

(p− 2)2
−

1
14

(p− 2)(p+ 5)
+

1
18

(p− 2)(p+ 7)
.33

34

Po roznásobeńı zbývaj́ı v rozkladu dvě nové racionálńı lomené funkce s jednoduchými póly,35

které rozlož́ıme na36

− 1
14

(p− 2)(p+ 5)
= −

1
98

p− 2
+

1
98

p+ 5
,37

1
18

(p− 2)(p+ 7)
=

1
162

p− 2
−

1
162

p+ 7
.38

39

Po dosazeńı zpět máme40

1

(p− 2)2(p+ 5)(p+ 7)
=

1

63

1

(p− 2)2
+

1

98

1

p− 2
− 1

98

1

p+ 5
+

1

162

1

p− 2
− 1

162

1

p+ 7
=41

=
1

63

1

(p− 2)2
+

65

3969

1

p− 2
− 1

98

1

p+ 5
− 1

162

1

p+ 7
.42

43

2 Řešeńı diferenciálńı rovnice druhého řádu44

Diferenciálńı rovnici45

d2

dt2
y(t) + 2a

d

dt
y + (a2 + b2)y(t) = k · u(t) (2)

s počátečńımi podmı́nkami ve tvaru46

y(0) = c1 a
d

dt
y(0) = c2,

řeš́ıme pomoćı Laplaceovy transformace.47
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Protože plat́ı48

L
{
d

dt
y(t)

}
= pY (p)− y(0),

L
{
d2

dt2
y(t)

}
= p2Y (p)− py(0)− dy(0)

dt
,

nalezneme Laplaceovou transformaćı diferenciálńı rovnice (2) jej́ı algebraický tvar49

p2Y (p)− py(0)− dy(0)

dt
+ 2a(pY (p)− y(0)) + (a2 + b2)Y (p) = kU(p). (3)

Rovnici (3) vyřeš́ıme vzhledem k obrazu výstupńı veličiny Y (p) a dostáváme50

(
p2 + 2ap+ (a2 + b2)

)
Y (p) = kU(p) + py(0) +

dy(0)

dt
+ 2ay(0)

neboli51

Y (p) =
kU(p) + c2 + (p+ 2a)c1
(p+ a+ ib)(p+ a− ib)

=
kU(p) + c2 + (p+ 2a)c1

(p+ a)2 + b2
.

Bez znalosti vstupńıho signálu nelze jednoznačně určit y(t), můžeme ale určit přenosovou funkci52

systému a jeho impulsńı a přechodovou odezvu.53

Přenosová funkce H(p) je definována jako pod́ıl obrazu výstupu k obrazu vstupu
Y (p)

U(p)
pro54

nulové počátečńı podmı́nky a tedy55

H(p) =
Y (p)

U(p)
=

k

(p+ a+ ib)(p+ a− ib)
=

k

(p+ a)2 + b2
.

Impulsńı odezva h(t) je dána inverzńı Laplaceovou transformaćı přenosové funkce a plat́ı56

h(t) = L−1 {H(p)} = L−1
{

k

(p+ a)2 + b2

}
= L−1

{
k

b

b

(p+ a)2 + b2

}
=
k

b
e−at sin bt1(t) .

Přechodovou odezvu s(t) urč́ıme inverzńı Laplaceovu transformaćı výrazu
H(p)

p
:57

s(t) = L−1 {S(p)} = L−1
{

1

p
H(p)

}
= L−1

{
k

p ((p+ a)2 + b2)

}
= L−1

{
k

a2 + b2

[
1

p
− p+ 2a

(p+ a)2 + b2

]}
= L−1

{
k

a2 + b2

[
1

p
− p+ a

(p+ a)2 + b2
− a

(p+ a)2 + b2

]}
=

k

a2 + b2

[
1− e−at cos bt− a

b
e−at sin bt

]
1(t),

kde 1(t) označuje funkci jednotkového skoku.58
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3 Př́ıklady na Laplaceovu transformaci59

V této části ukážeme použit́ı Laplaceovy transformace v analýze LTI spojitých systémů. Je-60

likož přenosové funkce těchto systémů jsou ve tvaru racionálńı lomené funkce, ukážeme řešeńı61

impulsńı a přenosové odezvy pro všechny možnosti kombinaćı pól̊u. Součást́ı problematiky je62

i řešeńı lineárńıch diferenciálńıch rovnic.63

Př́ıklad 3.1 (zpětná transformace). Nalezněte takovou zpětnou Laplaceovu transformaci ra-64

cionálńı lomené funkce65

X(p) =
2p+ 3

p3 + 5p2 + 3p+ 15

v ńı̌z se nevyskytuj́ı komplexńı proměnné. Při rozkladu jmenovatele využijte toho, že jeden z pól̊u66

X(p) je p1 = −5.67

Řešeńı:68

Nejprve muśıme naj́ıt všechny póly X(p). Vzhledem k tomu, že jeden pól je p1 = −5, stač́ı69

pomoćı polynomiálńıho děleńı nalézt pod́ıl70

(p3 + 5p2 + 3p+ 15) : (p+ 5) = p2 + 3

a m̊užeme psát71

X(p) =
2p+ 3

p3 + 5p2 + 3p+ 15
=
Ap+B

p2 + 3
+

C

p+ 5
. (4)

Hodnotu C urč́ıme pomoćı zakrývaćıho pravidla,72

C = lim
p→5

2p+ 3

p2 + 3
=
−7

28
= −1

4

a hodnoty A a B dopočteme ze soustavy rovnic pro koeficienty polynom̊u, jenž vznikne vynásobe-73

ńım rovnice (4)74

2p+ 3 = (Ap+B)(p+ 5) + C(p2 + 3)

2p+ 3 = (Ap+B)(p+ 5)− 1

4
(p2 + 3)

2p+ 3 = Ap2 + (B + 5A)p+ 5B − 1

4
p2 − 3

4

z čehož plyne75

0p2 = Ap2 − 1

4
p2

2p = (B + 5A)p

3 = 5B − 3

4
.

Máme tedy76

A =
1

4
, B =

3

4
a plat́ı77

X(p) =
2p+ 3

p3 + 5p2 + 3p+ 15
=

1
4p+ 3

4

p2 + 3
+
−1

4

p+ 5
=

1

4

(
p

p2 + 3
+

1√
3

√
3

p2 + 3
− 1

p+ 5

)
.

Použijeme tabulky Laplaceovy transformace větu o linearitě a pro t > 0 vyjádř́ıme78

L−1 {X(p)} = x(t) =
1

4

(
cos
√

3t+
1√
3

sin
√

3t− 1

4
e−5t

)
.

�79
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Př́ıklad 3.2 (jednoduché póly). Mějme přenosovou funkci spojitého systému:80

H(p) =
1

p2 − 5p+ 6
(5)

Nalezněte impulsńı odezvu tohoto systému.81

Řešeńı:82

Přenosovou funkci (5) je možno zapsat a rozložit na parciálńı zlomky:83

H(p) =
1

(p− 2)(p− 3)
=

k1
p− 2

+
k2
p− 3

(6)

kde k1 a k2 jsou konstanty, které urč́ıme zakrývaćım pravidlem (pomoćı limit v pólech), př́ıpadně84

je lze dopoč́ıtat následuj́ıćım postupem tak, aby byla splněna rovnost na pravé i levé straně85

rovnice:86

1

(p− 2)(p− 3)
=

k1
p− 2

+
k2
p− 3

(7)

Vynásobeńım pravé i levé strany rovnice (7) výrazem (p−2)(p−3) źıskáme polynomiálńı rovnici:87

1 = k1(p− 3) + k2(p− 2)

kde porovnáńım koeficient̊u polynom̊u na pravé i levé straně obdrž́ıme následuj́ıćı vztahy pro88

neznámé parametry k1 a k2:89

k1 + k2 = 0,

−3k1 − 2k2 = 1.

Výsledkem řešeńı jsou hodnoty koeficient̊u k1 = −1, k2 = 1. Rovnici (5) proto m̊užeme zapsat90

ve tvaru91

H(p) = − 1

p− 2
+

1

p− 3
(8)

Pomoćı věty o linearitě a tabulek Laplaceovy transformace lze jednoduše vypoč́ıtat zpětnou La-92

placeovu transformaci přenosové funkce (připomı́náme, že přenosová funkce H(p) je obrazem93

impulsńı odezvy h(t)):94

h(t) = − e2t + e3t (9)

�95

Př́ıklad 3.3 (násobné póly). Mějme přenosovou funkci spojitého systému:96

H(p) =
1

p3 − 7p2 + 16p− 12
(10)

Nalezněte jeho impulsńı odezvu.97

Řešeńı:98

Přenosovou funkci (10) lze rozepsat na parciálńı zlomky:99

H(p) =
1

(p− 2)2(p− 3)
=

k1
p− 2

+
k2

(p− 2)2
+

k3
p− 3

(11)

kde k1, k2 a k3 jsou konstanty, které je nutno dopoč́ıtat.100

Je vidět, že systém popsaný přenosovou funkćı (10) má jeden pól jednoduchý a jeden pól101

násobný. Jak bylo uvedeno dř́ıve, při násobném pólu muśı být každý násobek zvlášt’ zopakován s102

rozd́ılnou konstantou.103
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Vynásobeńım pravé i levé strany rovnice (11) výrazem (p− 2)2 dostáváme rovnici:104

1

p− 3
= k1(p− 2) + k2 +

k3(p− 2)2

p− 3
(12)

Limitujme rovnici (12) v bodě p→ 2. Výsledkem je vypočteńı konstanty k2 = −1.105

106

Dvojnásobný pól odstrańıme z rovnice (11) pokud odečteme od pravé i levé strany této rovnice107

výraz k2
(p−2)2 . Výsledkem této operace je rovnice:108

1

(p− 2)(p− 3)
=

k1
p− 2

+
k3
p− 3

(13)

která jǐz obsahuje pouze jednoduché póly. Vynásobeńım obou stran rovnice (13) výrazem (p −109

2)(p− 3) źıskáme polynomiálńı rovnici:110

1 = k1(p− 3) + k3(p− 2)

z ńı̌z lze jednoduše vypoč́ıtat konstanty k1 = −1 a k3 = 1. Přenosovou funkci (10) lze přepsat111

do tvaru:112

H(p) =
−1

p− 2
+

−1

(p− 2)2
+

1

p− 3

Pomoćı slovńıku Laplaceovy transformace lze zapsat impulsńı odezvu systému následovně:113

h(t) = − e2t−t e2t + e3t

�114

Př́ıklad 3.4 (komplexně sdružené póly). Mějme přenosovou funkci spojitého systému:115

H(p) =
1

p3 + p2 + 3p− 5
(14)

Nalezněte jeho impulsńı odezvu.116

Řešeńı:117

Systém popsaný přenosovou funkćı (14) má jeden pól jednoduchý a jeden pól komplexně sdružený.118

U komplexně sdruženého pólu bud’ poč́ıtáme s komplexńımi póly, potom ale koeficienty rozkladu119

vycháźı též komplexńı anebo poč́ıtáme ve jmenovateli s (v reálném oboru) nerozložitelným kva-120

dratickým členem. V tom př́ıpadě muśı být v čitateli uveden lineárńı člen, aby byl zachován řád121

systému:122

H(p) =
1

(p2 + 2p+ 5)(p− 1)
=

k1p+ k2
p2 + 2p+ 5

+
k3
p− 1

(15)

kde k1, k2 a k3 jsou konstanty, které je nutno dopoč́ıtat. Vynásobeńım pravé i levé strany rovnice123

(15) výrazem (p2 + 2p+ 5)(p− 1) dostáváme rovnici:124

1 = (k1p+ k2)(p− 1) + k3(p
2 + 2p+ 5) (16)

Porovnáńım koeficient̊u polynom̊u na pravé a levé straně rovnice (16) źıskáme rovnice:125

k1 = −k3
k1 = k2 + 2k3

5k3 − k2 = 1
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z nichž lze jednoduše vypoč́ıtat hodnoty koeficient̊u k1 = −1
8 , k2 = −3

8 a k3 = 1
8 . Přenosovou126

funkci (14) lze tedy zapsat ve tvaru:127

H(p) = −
1
8p+ 3

8

p2 + 2p+ 5
+

1
8

p− 1

Zpětná Laplaceova transformace komplexně sdruženého pólu je založena na aplikaci dvou tabul-128

kových výraz̊u:129

L
{

eαt cosωt
}

=
p+ α

(p+ α)2 + ω2

L
{

eαt sinωt
}

=
ω

(p+ α)2 + ω2
(17)

Srovnáńım jmenovatele komplexně sdruženého pólu se jmenovatelem rovnic (17) źıskáme hod-130

noty parametr̊u α = 1, ω = 2.131

Principem zpětné Laplaceovy transformace komplexně sdruženého pólu je doladit lineárńı132

koeficienty d1 a d2 tak, aby pro vypočtené hodnoty α a ω platila rovnost133

−
1
8p+ 3

8

p2 + 2p+ 5
= d1

p+ 1

p2 + 2p+ 5
+ d2

2

p2 + 2p+ 5
.

Jednoduše lze ukázat, že rovnost plat́ı pro koeficienty d1 = −1
8 a d2 = −1

8 a výsledek rozkladu134

přenosové funkce (14) je135

H(p) = −1

8

[
p+ 1

p2 + 2p+ 5
+

2

p2 + 2p+ 5

]
+

1

8

1

p− 1
(18)

Pomoćı tabulek zpětné Laplaceovy transformace lze vyjádřit impulsńı odezvu systému popsaného136

přenosovou rovnićı (14) následovně:137

h(t) = −1

8
e−t [cos 2t+ sin 2t]− 1

8
et (19)

�138

Př́ıklad 3.5 (komplexně sdružený pól). Ukažme si, že opravdu plat́ı139

L−1
{

1

p2 + 1

}
= sin t. (20)

Řešeńı:
Rozlož́ıme-li jmenovatele (20) na součin dvou komplexńıch lineárńıch člen̊u, obdrž́ıme

F (p) =
1

p2 + 1
=
− 1

2i

p+ i
+

1
2i

p− i
,

což podle tabulkových vzorc̊u odpov́ıdá140

f(t) = − 1

2i
e−it +

1

2i
eit =

1

2
i e−it−1

2
i eit . (21)

Exponenciálńı funkce v komplexńı rovině je funkćı periodickou s imaginárńı periodou 2πi a lze
ji zapsat jako

ea+bi = ea (cos b+ i sin b) .
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Funkci (21) m̊užeme tedy vyjádřit jako141

f(t) =
1

2
i (cos(−t) + i sin(−t))− 1

2
i (cos t+ i sin t)

=
1

2
i cos(−t)− 1

2
i cos t− 1

2
sin(−t) +

1

2
sin t.

Využijeme nyńı toho, že142

sin t = − sin(−t)
cos t = cos(−t)

a dostáváme

f(t) = −1

2
i cos t +

1

2
i cos t︸ ︷︷ ︸

0

+
1

2
sin t +

1

2
sin t︸ ︷︷ ︸

sin t

= sin t.

�143

Př́ıklad 3.6 (přechodová odezva). Mějme přenosovou funkci spojitého systému:144

H(p) =
1

p− 2
(22)

Nalezněte jeho přechodovou odezvu.145

Řešeńı:146

Přechodová odezva je definována jako odezva systému na jednotkový skok. V p−rovině m̊užeme147

tuto odezvu zapsat jako148

S(p) = H(p)
1

p

kde S(p) je Laplace̊uv obraz přechodové odezvy s(t) a 1
p je Laplace̊uv obraz jednotkového skoku149

1(t). Jednoduchou úpravou je možno vyjádřit funkci S(p) následovně:150

S(p) =
1

p(p− 2)
=

k1
p− 2

+
k2
p

což je jǐz varianta racionálńı lomené funkce s jednoduchými póly. Zapǐsme proto rovnou výsledek:151

s(t) =
1

2

[
e2t−1(t)

]
�152

Př́ıklad 3.7 (řešeńı diferenciálńı rovnice). Mějme diferenciálńı rovnici:153

d2

dt2
y(t) + 6

d

dt
y(t) + 5 y(t) = 25 t2 − 2 · 1(t) (23)

a definované počátečńı podmı́nky154

y(0) = 4,
d

dt
y(0) = −8.

Nalezněte výstupńı funkci y(t).155
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Řešeńı:156

Označme Y (p) = L{y(t)}. Pomoćı tabulek pro Laplaceovu transformaci převedeme diferenciálńı157

rovnici (23) na rovnici algebraickou, z ńı̌z je možno vyjádřit Y (p), následovně:158

p2Y (p)− 4 p+ 8 + 6 [ pY (p)− 4 ] + 5Y (p) = 25
2

p3
− 2

p

Y (p) =
50− 2 p2

p3(p+ 1)(p+ 5)
+

4 p+ 16

(p+ 1)(p+ 5)

Rozkladem na parciálńı zlomky dostaneme

Y (p) =
10

p3
− 12

p2
+

12

p
+

1

p+ 5
− 9

p+ 1

a po zpětné Laplaceově transformaci dostaneme źıskáváme časové řešeńı diferenciálńı rovnice
ve tvaru

y(t) =
[

5 t2 − 12 t+ 12 + e−5t−9 e−t
]
· 1(t).

�159

Př́ıklad 3.8 (věta o posunut́ı). Velice často se m̊užeme setkat se zápisem věty o posunut́ı ve160

tvaru161

L{f(t− τ)} = e−pτ F (p). (24)

Tento zápis je zcela korektńı za předpokladu, že dodrž́ıme následuj́ıćı podmı́nku definice jedno-162

stranné Laplaceovy transformace: definičńı obor transformované funkce f(t) je t ≥ 0, pro t < 0163

voĺıme f(t) = 0. Jednostranná transformace neposunté funkce funguje i bez této podmı́nky, ne-164

bot’ definičńı integrál zahrnuje pouze nezáporné hodnoty t, v př́ıpadě posunu parametru funkce165

o výše uvedené τ se ale dostáváme do problém̊u, zp̊usobených nejednoznačnost́ı výše uvedeného166

zápisu. Demonstrujme si tyto problémy na následuj́ıćım př́ıkladu.167

Z přednášek v́ıme, že Laplace̊uv obraz funkce f(t) = 1
2 t

2 je

L{f(t)} = L
{

1

2
t2
}

=
1

p3
.

Jak to ale bude v př́ıpadě, že budeme poč́ıtat obraz té samé funkce, posunuté o τ = 1, tedy168

f(t− 1) = 1
2(t− 1)2?169

Řešeńı:170

Pokud ignorujeme posunut́ı a poč́ıtáme171

L
{

1

2
(t− 1)2

}
= L

{
1

2
(t2 − 2t+ 1)

}
=

1

p3
− 1

p2
+

1

p

odpov́ıdá pr̊uběh naš́ı transformované funkce obrázku172

t

f(t)

f(t) = 1
2 t

2

→ t

f(t)

f(t) = 1
2(t− 1)2

173

a to neńı to, co potřebujeme: z pravého grafu vid́ıme, že takto vyjádřená posunutá funkce nabývá174

nenulových hodnot i pro záporné hodnoty argumentu, konkrétně pro 0 < t < 1. Korektńı zp̊usob175

naznačuje následuj́ıćı obrázek:176
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t

f(t)

f(t) = 1
2 t

2

→ t

f(t)

1(t− 1)f(t− 1)

177

Tomu odpov́ıdá zápis transformace posunuté funkce, obsahuj́ıćı posunutý jednotkový skok

L{1(t− 1) · f(t− 1)} = e−p ·L {f(t)} = e−p ·L
{

1

2
t2
}

= e−p · 1

p3
.

Ukazuje se, že je vhodněǰśı a názorněǰśı zapisovat větu o posunut́ı argumentu ve tvaru178

L{1(t− τ) · f(t− τ)} = e−pτ F (p). (25)

�179

Př́ıklad 3.9 (posunut́ı). Nalezněte f(t), máte-li dáno

F (p) =
p e−2p

p2 + 2p+ 2
.

Řešeńı:180

Polynom p2 + 2p + 2 má imaginárńı kořeny, je proto lépe jej rozložit na (p + 1)2 + 1 a použ́ıt181

tabulkové vzorce pro e−αt cosωt respektive e−αt sinωt. Z věty o posunut́ı, zapsané rovnićı (25)182

v́ıme, že člen e−2p představuje posun argumentu a m̊užeme jej tedy aplikovat až po rozkladu na183

jednotlivé parciálńı zlomky. Máme tedy184

F (p) = e−2p
p

p2 + 2p+ 2
= e−2pG(p),

G(p) =
p+ (1− 1)

(p+ 1)2 + 1
=

p+ 1

(p+ 1)2 + 1
− 1

(p+ 1)2 + 1

a po zpětné transformaci
g(t) = e−t cos t− e−t sin t.

Vzhledem k posunut́ı plat́ı

f(t) = 1(t− 2) · g(t− 2) = e−2pG(p)

a hledaná zpětná transformace F (p) je proto

f(t) = 1(t− 2) e−(t−2) cos(t− 2)− e−(t−2) sin(t− 2) = 1(t− 2) e2−t (cos(t− 2)− sin(t− 2)) .

�185

Př́ıklad 3.10 (Věta o posunut́ı z definice). Zapǐste Laplaceovu transformaci funkce186

x(t) =

{
t2 − 2t+ 1 t ≥ 1,

0 jinak.

Řešeńı:187

Snadno nahlédneme, že nejjednodušš́ı bude použ́ıt větu o posunut́ı, nebot’ výše uvedená rovnice188

nepopisuje nic jiného, než signál x(t) = 1(t − 1) · (t − 1)2 (nakreslete si to!). Mnoźı studenti189
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ale poč́ıtaj́ı př́ıklad chybně a argumentuj́ı použit́ım definičńıho vzorce Laplaceovy transformace.190

Pod́ıvejme se, že i zdlouhavým postupem přes definičńı integrál dospějeme ke stejnému řešeńı.191

Pro L{x(t)} plat́ı192

X(p) =

∫ ∞
1

(
t2 − 2t+ 1

)
e−pt dt =

∫ ∞
1

t2 e−pt dt− 2

∫ ∞
1

t e−pt dt+

∫ ∞
1

e−pt dt =

= A(p)− 2B(p) + C(p).

Máme193

A(p) =

∫ ∞
1

t2 e−pt dt =

∫ ∞
1

d2

dp2
e−pt dt =

d2

dp2

∫ ∞
1

e−pt dt =
d2

dp2

[
−1

p
e−pt

]∞
1

=

=
d2

dp2

[
0−

(
−1

p
e−p
)]

=
d

dp

[
d

dp

(
1

p
e−p
)]

=
d

dp

[
−1

p
e−p− 1

p2
e−p
]

=

=
e−p

p
+

2 e−p

p2
+

2 e−p

p3

a obdobně194

B(p) =

∫ ∞
1

t e−pt dt =

∫ ∞
1

d

dp
e−pt dt =

d

dp

∫ ∞
1

e−pt dt =
d

dp

(
1

p
e−p
)

=

=
e−p

p
+

e−p

p2

C(p) =

∫ ∞
1

e−pt dt =

∫ ∞
1

e−pt dt =
e−p

p
.

Celkově tedy195

X(p) =
e−p

p
+

2 e−p

p2
+

2 e−p

p3
− 2

(
e−p

p
+

e−p

p2

)
+

e−p

p
=

2 e−p

p3
.

196

�197

Př́ıklad 3.11 (konvoluce). Nalezněte řešeńı integrálńı rovnice198

y(t) = 4t−
∫ t

0
y(t− τ)τdτ. (26)

Řešeńı:
Podle věty o konvoluci je

L
{∫ t

0
f(t− τ)g(τ)dτ

}
= F (p) ·G(p)

a v př́ıpadě konvoluce, jež se vyskytuje v rovnici (26), vid́ıme, že199

f(t) = y(t),

g(t) = t

a po transformaci rovnice zskáme200

Y (p) =
4

p2
− Y (p) · 1

p2
,

p2Y (p) + Y (p) = 4,

Y (p) =
4

p2 + 1
= 4

1

p2 + 1
.
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Po zpětné transformaci dostaneme
y(t) = 4 sin t.

�201

Př́ıklad 3.12 (polynom). Nalezněte Laplace̊uv obraz funkce, zadané předpisem202

f(t) =

{
0 ∧ t < 4,
t2 − 5t+ 6 ∧ t ≥ 4.

(27)

Řešeńı:203

Funkci f(t) v rovnici (27) m̊užeme analogicky vyjádřit jako204

f(t) = 1(t− 4)
(
t2 − 5t+ 6

)
, (28)

nebot’ jednotkový skok z 0 do 1 pro t = 4 je ekvivalentem podmı́nky uvedené v rovnici (27).205

Nyńı si muśıme uvědomit, že věta o posunut́ı argumentu v Laplaceově transformaci plat́ı ve
tvaru

L{1(t− τ)g(t− τ)} = e−pτ L{g(t)} = e−pτ G(p)

a že tedy např́ıklad206

L{1(t− τ)} = e−pτ
1

p
, (29)

L{1(t− τ)(t− τ)} = e−pτ
1

p2
, (30)

L
{
1(t− τ)(t− τ)2

}
= e−pτ

2

p3
. (31)

V rovnici (28) se vyskytuje jednotkový skok 1(t − 4) a tedy τ = 4. Budeme proto pomoćı207

ekvivalentńıch úprav hledat takový rozklad polynomu t2 − 5t + 6, jenž je tvořen členy (t − 4)2,208

(t− 4) a konstantou. Máme209

t2 − 5t+ 6 = t2 − 8t+ 16 + 3t− 10 = (t− 4)2 + 3t− 10

= (t− 4)2 + 3t− 12 + 2 = (t− 4)2 + 3 · (t− 4) + 2

a rovnici (28) přeṕı̌seme na210

f(t) = 1(t− 4)
(
t2 − 5t+ 6

)
= 1(t− 4)

(
(t− 4)2 + 3 · (t− 4) + 2

)
= 1(t− 4)(t− 4)2 + 3 · 1(t− 4)(t− 4) + 2 · 1(t− 4)

Vzhledem k linearitě Laplaceovy transformace m̊užeme transformovat jednotlivé sč́ıtance zvlášt’

pomoćı posunut́ı zapsaných v rovnićıch (29), (30), (31). Hledaný Laplace̊uv obraz je tedy

F (p) = e−4p
(

2

p3
+

3

p2
+

2

p

)
.

�211

3.1 Neřešené př́ıklady212

1. S použit́ım Laplaceovy transformace řešte homogenńı diferenciálńı rovnici

d2

dt2
y(t) +

d

dt
y(t)− 2 y(t) = 0

při počátečńıch podmı́nkách y(0) = 0, d
dty(0) = 3.213
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řešeńı:
[
y(t) = et− e−2t

]
214

2. S použit́ım Laplaceovy transformace řešte diferenciálńı rovnici

d2

dt2
y(t) + y(t) = sin 2t

při počátečńıch podmı́nkách y(0) = 0, d
dty(0) = 0.215

řešeńı:
[
y(t) = 2

3 sin t− 1
3 sin 2t

]
216

3. S použit́ım Laplaceovy transformace řešte homogenńı diferenciálńı rovnici

d2

dt2
y(t) + 2

d

dt
y + 2 y(t) = 0

při počátečńıch podmı́nkách y(0) = 1, d
dty(0) = 0.217

řešeńı:
[
y(t) = e−t(cos(t) + sin t)

]
218

4. S použit́ım Laplaceovy transformace řešte diferenciálńı rovnici

d2

dt2
y(t)− 5

d

dt
y(t) + 4 y(t) = 4 t2 · e2t

při počátečńıch podmı́nkách y(0) = −1, d
dty(0) = 1.219

řešeńı (neověřeno):
[
y(t) = 5 et +3 e4t−(4 t2 − 2t+ 3) e2t

]
220

5. Nalezněte f(t), pokud

F (p) =
p e−5p

p2 + 4
.

řešeńı: [ f(t) = 1(t− 5) cos(2t− 10) ]221

6. Nalezněte f(t), pokud

F (p) =
e−p

p2 + p
.

řešeńı:
[
f(t) = 1(t− 1) ·

(
1− e1−t

) ]
222
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7. Vyřešte integrálńı rovnici

y(t) = −1 +

∫ t

0
y(t− τ) e−3τ dτ.

řešeńı:

[
y(t) = −3

2
+

1

2
e−2t

]
223

8. Vyřešte integrálńı rovnici

y(t) = e−t +

∫ t

0
y(t− τ)dτ.

řešeńı:
[
y(t) = 1

2 et +1
2 e−t = cosh t

]
224

9. Vyřešte integrálńı rovnici

y(t) = cos t+

∫ t

0
y(t− τ) e−2τ dτ.

řešeńı:

[
y(t) = −1

2
e−t +

3

2
cos t+

1

2
sin t

]
225

10. Nalezněte Laplace̊uv obraz funkce, zadané předpisem

f(t) =

{
0 ∧ t < 2,
t3 − 5t+ 6 ∧ t ≥ 2.

řešeńı:
[
F (p) = e−2p

(
6
p4

+ 12
p3

+ 7
p2

+ 4
p

) ]
226
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