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11 WQ1: Ma smysl pouZivat zaporné mocniny = a ukazovat vypocty v g |

12 B Q2: Prozatim bych ignoroval cvicebnice DU a tohle vypracoval paralelné. Doplit a

13 sloucit az poté.m

14 B T1: Doplnit pfiklad na pfevod y[n-2]...y[n] na y[n]...y[n+2]. Poéate¢ni podminky. ®

15 B T2: Doplnit diskusi nasobeni vSseho posunutého jednotkovym skokem.Hl

16 B T3: LK doplni nefesené priklady na zpétnou Z-transformaci s vysledky. ®

17

18 Milé kolegyné, mili kolegové, tyto sady prikladt nejsou nutné zcela spravné, mohou se v nich

19 vyskytnout chyby, kterych jsme se pri prepisu dopustili. Kdo néjakou chybu odhali jako prvni,
20 dostane (nejvyse jeden) bod za aktivitu.

x 1 Rozklad na parcialni zlomky

» Pripad rozkladu na parcidlni zlomky v pripadé jednoduchych péli je podrobné vysvétlen v prednaskéch
23 a v doprovodnych studijnich materialech pro zakladni matematické kurzy. Osvézme si ale pripad,
2 kdy se v racionalni lomené funkci objevi pél ndsobny. Necht napiiklad

6
= 1-1)° 14 1-1) (1 1)
(=a=) (=) (1527

»s  Rozklad na parcidlni zlomky v tomto pripadé hledame ve tvaru

N(z) = (1)

xe) Ao k k
N =+t o (2)
(1-31) 1ma® +22 ~ 62
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1.1 Heavisideova metoda rozkladu

Pokud k teseni pouzijeme Heavisideovu variantu rozkladu, bude nas postup rozdélen do dvou
kroku: Nejprve z rovnice (1) separujeme ¢ast, obsahujici pouze jednoduché pély, tedy

N(z) = 6 1

(1-21) (-2 (14 2 (1= 2e1) ) (1-34a) |

a identifikujeme vSechny jednoduché pdly racionalni lomené funkce Q(z),

q1 q2 q3
Z) = —|— =
Q) 1— iz‘l 1+ %z_l 1-— %2—1
1 1
R — -
1—2z71 143271 1-— 1z

V dalsim kroku se vratime k rovnici (3), dosadime za (Q(z), rozndsobime jednotlivé séitance,

¢imz ziskdme konecny vysledek pro parcidlni zlomek

kl
1

(2)

-1

7. Musime ovSem jesté najit poly

dvou zbyvajicich racionalnich lomenych funkei s jednoduchymi pély,

1
2

6 6 1
N(z) = ——= - Q(2) = + + =
S Ty R Ry (1—iz1 I+ 1—ézl>

6 3

-3

() ) i) 0 )

1.2 Primy rozklad pomoci limit
(1)

1
e B T el
B AU S S
4
6
1
6

- + +
(1_%2,1)2 1—gz71 1+4z71 1-

V pifpadé uréovéni koeficienti &\, k%), ky a ks pomoci limit nedokézeme uréit hodnotu koefici-

(2)

entu k:gl). Budeme proto postupovat tak, Ze pomoci limity ur¢ime nejprve k;”’ a vyraz nasledné

upravime tak, abychom se nasobného pdlu zbavili.

Zatneme tim, ze rovnice (1) a (2) vynasobime ¢lenem (1

6 (1 - iz*l)z
(=4) (437 (- 47)

a nalezneme limitu pro z — i,

6 G
CRICHE

Nyni musime do rovnice (2) dosadit zndmou hodnotu k

KD (1 1)

(2)
1

_ 12—1)2
4 Y

ko (1 — izil)z ks (1 — %271)2

+ +
1+ %z—l 1— %z—l

—6=#k?.

a osamostatnit neznamé na pravé

)



s strané rovnice. Odecteme-li vyraz z od obou stran rovnice (2), dostavame

(1-3=71)
6 6

() () () ()

6-6(1+3271) (1-4271)

(- g2 (1+ 5o (-2t
6—6+21—3z1+1272

T -+ (-t )

B —2z71 4 %2_2 B

(1-32121+ 311 -tz B
kY ko k3

R P S R e R P

a1 Pokud jsme pocitali spravné, bude polynom v c¢itateli racionalni lomené funkce, tedy vyraz
w =227t 4 %z*2, délitelny (1 — izil). Opravdu tomu tak je a po vydéleni nam vyjde rovnice

—2z71 kgl) ko ks
(I () (R ) B B S o e

(1)

43 pro kterou se vypocet k', ke a k3 redukuje jiz na pripad s jednoduchymi pdly, jenz znate

a7z literatury a predchoziho studia. Celkem snadno proto dopocteme k:gl) = -8, ko =2aks=06,
45 a obdrzime stejny vysledek, jako v predchozim odstavci,
6 8 2 6
N(z) = - + + .
) (1 1,- 1)2 1—3z71 143270 1—¢z71

s 2 ResSeni diferenc¢ni rovnice druhého radu

47 Diferen¢ni rovnici
yln+ 2] — 2ay[n + 1] +a2y[n] = u[n + 2] (4)

48 s pocatecnimi podminkami ve tvaru
yl0]=c1 a y[l] =co
29 TesSime pomoci Z-transformace. Protoze plati

Z{yln +1]} = 2Y(2) — zy[0],
Z{yln+2]} = 2%Y (2) — 2%y[0] — 2 y[1],
( U

[
Z{un + 2]} = 22U(2) — 2%ul0] — zu[l],

so nalezneme Z-transformaci diferencni rovnice (4) jeji algebraicky tvar
22Y (2) — 22y[0] — 2 y[1] — 2a (2 Y (2) — 2y[0]) + a® Y (2) = 22U (2) — 22u[0] — zu[1].  (5)
st Rovnici (5) feSime pro obraz vystupni veli¢iny Y (z) a dostavame

2 (22 = 202 + a?) Y (2) = 22U (2) + 22(y[0] — u[0]) + = (y[1] + 2ay[0] - u[1])
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neboli

Y () = 22U (2) + 2% (y[0] — u0]) + 2 (y[1] + 2ay[0] — u[1]) _
22 — 2az + a?
22U (=) + 22[0] — ul0]) + = (y[1] + 2ay[0] — u[1])

(z —a)*

Bez znalosti vstupniho signdlu nelze posloupnost y[n] jednoznaéné ur¢it — muzeme ale urcit
prenosovou funkci systému a jeho impulsni a prechodovou odezvu.

Pripomenme, ze pfenosova funkce diskrétniho systému H (z) matematicky popisuje zavis-
lost mezi vstupem a vystupem systému. V pripadé Z-transformace je definovana jako podil
obrazu vystupu k obrazu vstupu

Y(z) _ Z{ylnl}

HE) =50 = Z{uln))

pro nulové poc¢atecni podminky (tedy pro y[0] = 0, y[1] = 0, u[0] = 0 a u[l] = 0) a pro systém
popsany rovnici (4) ma tvar
Y(z) 22 22

H(z) = U(z) 22—2az+a2 (z—a)* ©)

Impulsni odezva diskrétniho systému h[n] je ddna inverzni Z-transformaci prenosové
funkce a plati pro ni

2

(z—a)

hln)=Z7 1 {H(2)} = 27} { } =(n+1)a" =d" +na".

Pfechodovou odezvu s[n] uréime inverzni Z-transformaci vyrazu Z {1[n|}-H(z) — pfipomertime,
ze pro prechodovou odezvu plati

coz je konvolucni integrél a jeho Z-obrazem je nasobeni obrazti obou posloupnosti, i¢astnicich
se konvoluce. Mame tedy

z 2’3

S(2) = 2{Unl}y- 0 = = - HE) = T

(7)

Rozkladu vysledné racionalni lomené funkce na parcidlni zlomky vadi fakt, ze polynomy v Citateli
i jmenovateli jsou shodného (tretiho) radu. Podle toho, co o rozkladu na parcidlni zlomky vime,
bychom méli nejprve zlomek podélit a rozklad pocitat pouze ze zbytku po déleni. Vzhledem
k tomu, Ze vypocet probiha v kladnych mocnindch z, musi byt ovSem vysledkem rozkladu
raciondlni lomené funkce (7) na parcidlni zlomky takové zlomky, jez obsahuji obvykle alespon
¢len z v cCitateli, pricemz polynomy v citateli i jmenovateli jsou opét shodného radu, coz neni
standardni vysledek rozkladu na parcialni zlomky. Pfipomenme také, ze pti vypoctu v kladnych
mocninach z je obvykle ¢itatel zlomku délitelny z.

Pottfebného tvaru pro rozklad proto dosdhneme transformaci S(z) na S(z)/z pred rozkladem
a naslednym vynésobenim z po provedeni rozkladu. Timto postupem zajistime, ze rozkladana
racionalni lomend funkce bude splnovat podminky pro smysluplny rozklad na parcialni zlomky a
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ze po zpétném prendsobeni budou parcialni zlomky ve tvaru obrazt elementarnich tabulkovych
funkei.
Postupné vyjde

a a z

+ .
z—1 z—a a—1(z—a)?
Pred zpétnou transformaci vynasobime celou rovnici z a obdrzime

sln] = 271 {S(2)} =

3 Stavovy (vnitini) popis

Na prednasce jsme si odvozovali vztah pro prenosovou funkci H(z) ryziho diskrétniho LTI
systému. Pfipomenme, ze ryzi systém je takovy systém, v némz vstup neovliviuje primo vystup
— v rovnici pozorovani (rovnici pro vystup) je matice D stavového popisu nulovd. Uvazujme

nyni obecny diskrétni LTI systém, jenz je popsan stavovymi rovnicemi

x[n + 1] = Mx[n] + Nu[n]
y[n] = Cx[n| + D u[n]

Pri odvozeni prenosové funkce postupujeme analogicky s postupem z prednasek. Nejprve
celou soustavu rovnis stavového popisu podrobime Z-transformaci,

2X(z) + 2x[0] = M X(z) + NU(z)
Y(z) =CX(z) + DU(2)

z prvai rovnice pro x[0] = 0 vyjadiime X(z)

X(z) = (21 = M)"INU(2)
a dosadime do obrazu rovnice pozorovani

Y(z) =C(21 = M)"'NU(2) + DU(2).
Prenos stavové popsaného obecného diskrétniho LTI systému je tedy

H(z)=C(:21—=M)"!N+D (8)



04 Ovérme si nyni, ze pokud prevedeme vnéjsi popis diskrétniho systému (4) na popis stavovy
o5 (vnitini), bude vyslednd prenosové funkce totozna s prenosovou funkei (6).

9% V piipadé systému, popsaného rovnici (4), nelze pfimo pouzit na prednaskach demonstro-
o7 vany postup prevodu vnéjsiho popisu na stavovy popis. Musime vyjit z alternativniho zapisu s
98 posuny doleva,

yln] = 2ayln — 1] —a’yln =2 +uln],  y[-2=c, yl-1=c (9)

99 ktery sice popisuje nekauzalni systém, nekauzality se ale v prubéhu dalSich tprav zbavime.
100 Mopravdu? B Vsimnéte si, ze rovnice (9) silné pripomind rovnici pozorovani (rovnici pro vystup)
101 stavového popisu systému s primou vazbou vstupu na vystup.

102 Prevod zahdjime volbou stavovych proménnych, v ptipadé rovnice (9) volime

z1[n] = y[n — 1] = 2ay[n — 2] — a®y[n — 3] 4+ u[n — 1],
2aln] = yln — 2] = w10 — 1],
yln — 3] = x2[n — 1],
103 7 ¢ehoz po dosazeni dostaneme
z1[n] = 2az1[n — 1] — a*xa[n — 1] + u[n — 1]
xo[n| = z1[n — 1],
104 a po posunu n — n + 1 nakonec
z1[n + 1] = 2a x1[n] — a’xa[n] + uln]
zo[n + 1] = z1[n].
s Jak jsme se zminili vyse, rovnici pozorovani ziskdme dosazenim za stavové proménné do (9),
y[n] = 2ax1[n] — a®xs[n] + uln),

106 7 rovnic odec¢teme prvky jednotlivych matic stavového popisu (pro tplnost doddvame, ze
107 pocatecni podminky jsou dany vektorem x[0] = (co,c1) T, systém je tedy opét kauzalni mopravdu? m)

M:Fl“ _(ﬂ, N:H, cz[2a —aﬂ, D:M.

18 Pro prehlednost si predpocitdme matici (21 — M)~

_ 2
1-M— [z 2a a ]
—1 z
1 z  —a®
— -1 e —
(Z]. M) (Z—a)2 [1 Z—2a‘|
w9 a dosadime do rovnice (8),
1 z —a? | |1
e — -1 et — P e
H(z)=C(21-M)""N+D [Za a}(z—a)Q ll z—2a] 0 +1
1 z

_ 2 I =

_{2(1 a}(z—a)Q 1 +1

~2az—ad* (z—a)® 2az—d® + 2*—2az+d?

R ARCE (—ap ’

2
z
Hz=——.
(2) G—a)p?
110 Opravu tedy plati, Ze pokud rovnici vnéjsiho popisu systému prevedeme na stavovy popis,

1 prenosovd funkce zistava zachovana. Stavovy popis modeluje systém se stejnymi vlastnostmi,
12 jako puvodni model vnéjsiho popisu.
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4 Priklady na Z-transformaci

V této ¢asti ukazeme pouziti Z-transformace v analyze diskrétnich LTI systému. Jelikoz preno-
sové funkce téchto systémi jsou ve tvaru raciondlni lomené funkce, ukdzeme feseni impulsni a
prenosové odezvy pro vsechny moznosti kombinaci poli. Soucasti problematiky je i reseni
linedrnich diferen¢nich rovnic.

Priklad 4.1 (jednoduché pély). Méjme prenosovou funkci diskrétniho systému:

1

H(z) =
(2) 1—%2_14—%2—2

Naleznéte impulsni odezvu tohoto systému.

Reseni:
Prenosovou funkci (10) je mozno rozlozit na parcidlni zlomky tvaru

1 k1 n ko

H(z) = (1_%2_1) (1_%z—1) IRV BT

(11)

kde k1 a ko jsou konstanty, které jsme se v zdkladnim kursu algebry naucili urcovat napriklad
pomoct limit v pélech (tak zvangm ,zakrjvacim pravidlem®).

Tyto konstanty lze ale také dopocitat ze soustavy rovnic, vyplyvajici z nutné podminky rov-
nosti koeficienti shodngch polynomai na pravé i levé strané rovnice (obdobny zpisob jsme si jiz
ukazovali u spojitych systémi). Vyjdeme z rovnice (11), kterou prepiseme na

1 k1 ko

(1 — %z_l) (1 — %2—1) 1o %271 T 1_ %271'

(12)

Vyndsobenim pravé i levé strany rovnice (12) vijrazem <1 — %z‘l) (1 — %z_1> ziskame poly-

1 1
140-27 =k (1—321>—|—k2 <1—2z1>,

0 1

nomaidlni rovnict

kde porovndnim koeficienti polynomi u z° a z~

vztahy pro neznamé parametry ki a ko:

na pravé i levé strané obdrzime ndsledujici

1=k + ko,
1

0=—
3

1
kl - §k2
Visledkem reseni jsou hodnoty koeficienti k1 = 3, kg = —2. Rowvnici (10) miZeme tedy zapsat

ve tvaru
3 2

_ 1,1 71_1_-1°
1 5% 1 32

H(z) = (13)

Pomoci véty o linearité a tabulek Z-transformace lze jednoduse vypocitat zpétnou Z-transformaci
prenosové funkce, uddvajici impulsni odezvu systému,

hin] = 3 (;)n i <§)n (14)

O
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Priklad 4.2 (nasobné pély). Méjme prenosovou funkci diskrétniho systému:

z

H(z) = 15
G = 16— 12 (15)
Naleznéte jeho impulsni odezvu.
Reseni:
Prenosovou funkci (15) lze rozepsat na parcidlni zlomky:
H(Z) 1 kl kQ k3
= = 16
2 (2 —2)2(z - 3) z—2+(z—2)2+z—3’ (16)

kde k1, ko a k3 jsou konstanty, které je nutno dopocitat.

Je vidét, Ze systém popsany prenosovou funkci (16) md jeden pdl jednoduchy a jeden pdl
ndsobny. Jak bylo uvedeno drive, pri ndasobném pdlu musi byt kazdy ndsobek zvldst zopakovdn
s rozdilnou konstantou.

Budeme postupovat podle postupu, naznaceného v odstavci 1.2 pro zdporné mocniny z.
Vyndsobenim pravé i levé strany rovnice (16) vyrazem (z — 2)? dostdvdme rovnici

1 k3 (Z — 2)2
=k -2 k —_— 17
z—3 1= ) ket z—3 (17)
Limitujme rovnici (17) v bodé z — 2. Visledkem je vypocteni konstanty ko = —1.

Dvojndsobny pdl odstranime z rovnice (16), pokud od jeji pravé i levé strany odecteme vyraz
ko/(z — 2)%. Visledkem této operace je rovnice

1 k1 ks

(2—2)(2—3)22—2+z—3’

(18)

kterd jiz obsahuje pouze jednoduché pdly. Vyndsobenim obou stran rovnice (18) vjrazem (z —
2)(z — 3) ziskame polynomidlni rovnici

1=Fki(z—3)+ks(z—2),

z niz lze jednoduse vypocitat konstanty k1 = —1 a ks = 1. Prenosovou funkci (15) lze tedy
prepsat do tvaru
H(z) -1 . -1 N 1
z z2—2 (2—-2)2 2z-3
a odtud . . .
H(z)=— — . 19
(2) z—2 (z—2)2+z—3 (19)

Nyni jiz muzZeme pomoci slovniku Z-transformace zapsat impulsni odezvu systému jako
zpétnou Z-transformaci prenosové funkce ve tvaru (19) ndsledovné:

h[n] = —2" —n 2"t 437 = 3" — <1 + Z) on.,

O
Priklad 4.3 (komplexné sdruzené pély). Meéjme prenosovou funkci diskrétniho systému:
2
27+ 3z
Hp) =———. 20
() 22 —22+4 (20)

Naleznéte jeho impulsni odezvu.
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Resent:

Systém, popsany prenosovou funkei (20), md jednu dvojici komplexné sdruZenych pdli (kvad-
raticky clen ve jmenovateli je v redlném oboru nerozloZitelny). U komplexné sdruzeného pdlu
bud’ pocitdme s komplexnimi pdly, potom ale koeficienty rozkladu vychdzi téZ komplexni, anebo
pocitame v redlném oboru, ve jmenovateli s nerozlozZitelngm kvadratickym clenem. Zpétna Z-
transformace komplexné sdruzeného polu je potom zaloZena na aplikaci jednoho ¢i vice ze cltverice
tabulkovych virazi

azsin v

n . _
Z{a"sinnd} = 22 — 2azcosV + a? -
22 — az Ccos '19
" _

Z{a" cosnid} = 22 — 2az cos ) + a? -

azsinh ¢
o 23
{a sin nso} 22 _9az cosh o + a? ( )

2 _ h
. {an - ns@} _ Py azcosh ¢ (24)

22 —2azcosp + a?’

Jmenovatel rovnic (21)—~(24) je vidy ve tvaru z* — 2a29)(-) + a?, kde za funkci 1(-) volime bud’
cos v a nebo cosh .

Srovndnim absolutniho clenu jmenovatele funkce H(z) se jmenovatelem rovnic (21)—(24)
ziskdme hodnotu parametru a = +£2. Srovndnim koeficienti u pruni mocniny z dostaneme —2 =
—2ap(+) = £4¢(+), tedy ¥ (-) = £1/2. Vzhledem k tomu, Ze obor funkénich hodnot funkce cosd
je interval (—1;+41), zatimco obor funkcénich hodnot cosh je (—oo;—1) U (1;00), nachdzi se
ve jmenovateli raciondlni lomené funkce (20) funkce cosv a rozklad povede na tabulkovy vzorec
(21) ¢i (22), pripadné na jejich linedrni kombinaci.

Hodnota cos¥ = +£1/2 odpovidd 9 = w/4 + kn/2, k € Z. Vzhledem k periodicité goniomet-
rickych funkci bychom méli ddle pracovat se dvéema hodnotami parametru a (a; = —2, ag = 2)
a celkem c¢tyrmi hodnotami parametru 9, které jsou vidy po dvojicich spojeny s odpovidajici
hodnotou a (911 = /4, 912 = Tr/4, 921 = 3w /4 a Y99 = 57 /4). Nastésti lze dokdzat, Ze vSechna
Clyri TeSent jsou rozdilnymi parametrizacemi jediné funkce, a lze tedy naddle pocitat jen s a = 2
ad=m/4

Prenosovou funkci (20) budeme rozklddat na soucet parcidlnich zlomki ve tvaru

azsin 2’2—(12:COSI9 z 22—2’

k =k k .
+ 2, + 2.2 9,14

H =k
(2) ! 2 _2azcos? + a? Ve 9,14

22 — 2az cos ¥ + a?
Srovndnim s citatelem pivodniho zlomku snadno nahlédneme, Ze k1 =4 a ko =1 a Ze tedy

22432 z 22—z

H(z) = — 2% 4. .
()= 35,11 2 9,14 2 2,44

Nyni jiz jednoduse aplikujeme vzorce (21) ¢i (22) a impulsni odezvu systému popsaného prenosovou
rovnici (20) obdrzime ve tvaru

hn] = 2"*2sin %T + 2" cos %

O

Priklad 4.4 (komplexné sdruzené pdly). Naleznéte jeho impulsni odezvu diskrétniho systému,
jehoz prenosovd funkce je
_ 32°—32+18

HE) = —F1% (25)

Reseni:
Systém popsany prenosovou funkci (25) md jeden pdl jednoduchy a jeden pol komplexné sdruzeny.
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Jak jsme jiz uwvedli v prikladu 4.3, u komplexné sdruzeného pdlu bud pocitdme s komplexnimi
poly, potom ale koeficienty rozkladu vychadzi tézZ komplexni, anebo pocitdme v redlném oboru, ve
jmenovateli s nerozlozZitelngm kvadratickym clenem. V tom pripadé musi byt v citateli prislusného
parcidlniho zlomku uwveden linedrni ¢len, aby byl zachovdn 7dd systému:

323 — 32+ 18 k1z + ko ks

H(p):(z2—3z+9)(z+3)222—3z+9+2+3 20)

kde k1, ko a ks jsou konstanty, které je nutno dopocitat. Vyndsobenim pravé i levé strany rovnice
(26) vyrazem (22 — 3z + 9)(z + 3) dostdvdme rovnici

323 =324+ 18 = (k12 + ko) (2 + 3) + k3 (22 — 324 9). (27)
Dosazenim hodnoty z = —3 z rovnice vymizi ¢len (k1z + ka) a po vyreseni dostaneme hodnotu
koeficientu ks = —2. Porovndnim koeficienti u mocniny z° polynomii na pravé a levé strané

rovnice (27) ziskime rovnost 3 = ki + ks, porovndnim jejich absolutnich cleni rovnost 18 =
3ko + 9ks. Odtud jednoduse vypocitdme hodnoty koeficientu k1 = 1, ko = 0. Prenosovou funkci

(25) lze tedy zapsat ve tvaru
z 2

22-32+9 z+3
Nyni jiz miuzZeme pouzit vzorec (21) s hodnotami parametri a = 3 a ¥ = w/4, provést zpétnou
Z-transformaci a vyjddrit impulsni odezvu systému jako

H(z)=

hin] = % 3sin " 2. ((—3)”—1 4 ;5[71]) | (28)

O

Priklad 4.5 (prechodova odezva). Méjme prenosovou funkci diskrétniho systému

Naleznéte jeho prechodovou odezvu.

Reseni:
Prechodovd odezva je definovana jako odezva systému na jednotkovy skok. V operdtorovém zdpisu
muzeme tuto odezvu zapsat
z
S(z) =H(z
(:) = H(z)
kde S(z) je Z-obraz prechodové odezvy sin| a z/(z — 1) je Z-obraz jednotkového skoku 1[n].
Jednoduchou dpravou je mozno vyjddrit funkci S(z) ndsledovne:

22 k1 ko 2z z
G = o= _Z(z—1+z—2>_z—2_z—1’

coz je jiz varianta raciondlni lomené funkce s jednoduchyms poly. Zapisme proto rovnou vysledek:

s[n] = 2"t — 1[n].

Priklad 4.6 (feseni diferen¢ni rovnice s posunem doleva). Méjme diferencni rovnici:

yln -+ 2]+ yln+ 1]+ gyl = (-1)" (29)

10
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a definované pocdatecni podminky:

Naleznéte vystupni posloupnost y[n

ResSeni:

],

Oznacme Y (z) = Z{y[n|}. Pomoci tabulek pro Z-transformaci prevedeme diferencni rovnici

(29) na rovnici algebraickou, z niz je mozno vyjadrit Y (z) ndsledovneé:

22V (2) — 42% 4+ 82 + 2V (2)

1
— 4z + EY(Z) =

Rozkladem na parcidlni zlomky dostaneme

coZ po zpetné Z-transformaci vede na casové reseni diferencni rovnice ve tvaru:

y[n] =4(-1)" + 8n (

Priklad 4.7 (diferenéni rovnice s posunem doprava). Méjme diferencni rovnici

yln =2+ 2y[n — 1] = 3y[n] = (=1)"

a definované pocdtecni podminky

Naleznéte vystupni posloupnost y|

Reseni:

Y(z) =

4z

z+1’
z 4z(z — 1)
(z4+1)(z+ 12 (24127

4z

z+1_(z+%)2

_1>”
>)

(30)

Oznacme Y (z) = Z{y[n|}. Pomoci tabulek pro Z-transformaci prevedeme diferencni rovnici

(30) na rovnici algebraickou, z niz je mozno vyjadrit Y (z) ndsledovné:

-2 -1
Y 227Y(2) = 3Y(z) = ——
Y () + 227 Y () - 3Y () = 1,

Y(z) =

1

1

Y(z2)=

-1

(1+2z"1H(z2+2271-3)’

Rozkladem na parcidlni zlomky dostaneme

Y(2)=

1
4

1
8

1
8

_l—l—z—l_l—z_l—i—l—l—%z*l

1+2z"H(1—-2"HB+271)

a po zpetné Z-transformaci ziskame casové reseni diferencéni rovnice ve tvaru

11
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Priklad 4.8 (posun obrazu). Naleznéte f[n], mdte-li dano

1

F(z) = —7——.
(2) 2242242

Resent:

Obraz posloupnosti F(z) nelze rozlozZit na parcidlni zlomky s redlnymi koreny. Resenit tedy bu-
deme obdobne jako v prikladech 4.3 a 4.4 hledat jako kombinaci goniometrickych nebo hyperbo-
lickyjich funkci. Jmenovatele obrazu budeme hledat ve tvaru 2> —2az (-)+a?, kde (-) predstavuje
bud’ cos? nebo cosh . Sprdvnou variantu uréime podle toho, jaky ndm vyjde obor funkénich
hodnot.

Nejprve uréime konstantu a
a? =2,

a::t\/ﬁ.

Nyni urcime, zda () predstavuje funkci goniometrickou nebo hyperbolickou

_QCLw() = 27

Z vysledku je zrejmé, Ze absolutni hodnota () bude vZdy mensi, nez 1, a proto v tomto pripadé
reprezentuje () funkci cosv a je tedy

1 1
cost = ——=+t—.

a V2
Tato rovnice md pro kazdé a dvé resent, celkem tedy mdame 4 resent ve tvaru
1. a1 = /2, 911 = 37 + 2km,
2. a1 =2, V12 = %7‘(‘ + 2k,
8. ay = —V/?2, ¥91 = 37 + 2km,
4. ag = —/2, U999 = %71' + 2km,
kde k € Z.

Nyni bychom méli obdobne porovndvat citatele. Ten vsak neobsahuje Zidné z jako tabulkové
vyrazy, a proto pouzZijeme posun obrazu, pro ktery plati

z

F(z) = 5! _ -1
() =="1G) =27 e

fln] = gln —1].

Jmenovatel posunutého obrazu zustdvd zachovdn, takzZe nyni uz jen zbjvd najit posloupnost
g[n] ve tvaru
g[n] = a" sinnd,

jejimz obrazem v Z-transformaci je

azsin v
22 — 2azcosV + a?’

G(z) =

Pro kazZdé ze 4 vyse uvedengjch resent pro a a ¥ najdeme konstanty C, které bude treba vytknout
pred vyrazem. Resenim jednoduché rovnice C asind = 1 tedy ziskame:

12
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270

271

272

273
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277

1. Cc1 = L :1,

a1 sind11
_ 1 ——
2' C2 = a1 sindie 1’
_ 1 — _
3. €3 = assind13 1’

_ 1 _
4' C4 = assind14 L.

Nyni jsme jiz schopni na zdikladé znalosti posloupnosti g[n] vypsat vsechna moreseni f[n] =

gln — 1], kterd vedou na stejné posloupnosti:
1. filn] = (vV2)" Ysin (n — 1)91, kde 91 = 37 + 2kn,
2. filn] = —(v2)" Vsin (n — 1)92, kde ¥ = 37 + 2k,
3. filn] = —(=v2)" Vsin (n — 1)93, kde 93 = im+ 2k,
4. filn] = (=v2)" Ysin (n — 1)04, kde 94 = Ir + 2k,
kde opét k € Z.

Priklad 4.9 (rozklad v mocninnou fadu). Naleznéte x[n], je-li
X(2) =In(1+azt)

Reseni:
Stact si vzpomenout, Ze Tayloriv rozvoj funkce In(1 + z) je

1’2 $3 $4 o0 (_1)n+1$n
In(1 —p— T =N
n(l+z)==x 5 + 3 1 + ;::0 -

a Ze rovnici (31) muZeme tedy prepsat na

n=0
coz je definicni vztah pro Z-transformaci. Z tohoto zdpisu je jiz zrejmé, Ze

(_1)n+1an

z[n] = -

(31)

O

Priklad 4.10 (periodickd posloupnost). B doplnit néjaky jiny pfiklad, nez jsou ty, uvedené

ve cvicebnici domaci pFipravy?m

Reseni:

Priklad 4.11 (doplnéni). Urcete impulsni odezvu z prenosové funkce
22— 2

H(z)= > % .
(2) 2242242

Reseni:
Prenosovd funkce md komplexni pély, proto by jeji jmenovatel mél odpovidat vyrazu

22 —2az cosV + a’

13
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a z rovnosti koeficienti polynomu vypljvd

Mdme tedy

2a cos) = —2,

a’® = 2.

a=2,
1 V2

cost = ——= = ——

V2 2
¥ =—m/4.

Priklad 4.12 (diference). Urcete prenosovou funkci systému popsaného diferencemi

Reseni:

2A%y[n] — Ayln] = uln).

Z predndsek si pamatujeme, Ze

Z{Afn]} = (z = 1)F(2) - f[0]z,
Z{A%fn]} = (= 1)*F(2) - [0 2(z = 1) + Af[0]=.

284 Po dosazeni do (33) dostaneme algebraickou rovnici

285

286

287

288

289

2!

©

0

291

292

2[(2 = DY (2) = f0] 2(2 = 1) + Ay[02] — [(z = V)Y (2) — f[0)2] = U(2)
kterd se za nuloviyjch pocdtecnich podminek redukuje na
2z —1)%Y(2) — (z = 1)Y(2) = U(2)
a odtud jiZ snadno
Y(2) 1 1
H(z) = = 5 = 55— .
U(z) 2(z—-1%=(2—1) 222-32+1
Priklad 4.13 (rozklad kvadratického ¢lenu). Naleznéte f[n|, je-li
a
F =
(2) (z —a)?
Reseni:
Nejprve vyraz upravime,
a _a—z+z  a—z z _ z B 1
(z—a)? (z—a)? (2—a)? (z—a)? (2—a)? z-—a
Z tabulek Z-transformace vime, Ze
-1 < 1 n—1 n—1 1 n—1 1
Z {(z—a)Q_z—a}:na —(a —aé[n]>:(n—1)a +g(5[n].
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4.1

1.

Neresené priklady

S pouzitim Z-transformace feste homogenni diferen¢ni rovnici

1
vl + 2]+ yln + 1] — Lyln] =0
pii poéatecnich podminkach y[0] = 0, y[1] = 3.

feSeni: [777]

. S pouzitim Z-transformace feste diferenéni rovnici

y[n + 2] + y[n] = sin2n
pfi pocatecénich podminkach y[0] = 0, y[1] = 0.

feSeni: [777]

. S pouzitim Z-transformace feste diferenéni rovnici

yln +1] = (1 +r)y[n]

s pocateéni podminkou y[0] = 100 a parametrem r = 0,1.

TesSeni: [y[n] = 100(%0)71}

. S pouzitim Z-transformace reste diferenéni rovnici

y[n + 1] — 3y[n] = 4"
s pocatecni podminkou y[0] = 2.

feseni: [y[n] = 3" + 4]

. mbacha, toto ma nenulové y[-1], coz studenty neuc¢imem

S pouzitim Z-transformace Teste diferen¢ni rovnici
y[n] = 6y[n — 1] + 9y[n — 2] =0
pfi pocatecénich podminkach y[—1] =1, y[—2] = 0.

feseni: [y[n] = (6 + 3n)3"]

. S pouzitim Z-transformace Feste diferenéni rovnici

yln +1] = 5y[n] = 5"+
s pocatecni podminkou y[0] = 0.
feseni: [y[n] = n5"]

S pouzitim Z-transformace reste soustavu diferencnich rovnici

V2 V2

o+ 1] = Lafn] - Ly
yin+1] = Lafn] - 4o

pfi pocatecnich podminkach z[0] =1 a y[0] = 0.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

feseni: [x[n] = cos(fn), y[n] = sin(fn) |

. Naleznéte f[n], pokud

222 — 2
F(z) = 222 — 2242
feeni: | f[n] = cos(5n),]
. Naleznéte f[n], pokud
F(z) = 322;5

feseni: [ f[n] = 30[n — 2] + 5d[n — 4],]
S pouzitim Z-transformace feste diferencni rovnici
yln+ 2] — 3y[n + 1] — 4y[n] = 2n(-1)"
pri poc¢atecnich podminkach y[0] =0 a y[1] = 1.
fesent: | In?(—1)" — Zn(-1)" - Z(-1)" + &4 |
S pouzitim Z-transformace reste diferen¢ni rovnici
yln + 2] — 5y[n + 1] + 4y[n] = 4n>=
pii pocatecnich podminkach y(0) = —1, y[1] = 1.
feSeni (neovéfeno): [777]

Naleznéte f[n], pokud

feSeni: [777]

B LK doplni pfiklad na zpétnou Z-trfm
Naleznéte f[n], pokud

FeSent: [777]

Urcete zékladni periodu Ny diskrétni harmonické posloupnosti y[n] = cos %ﬂn.

feseni: [ No = 14]

Zjistéte, zda je posloupnost y[n] = 2sin (%) + 3tan? (%) periodické. Jestlize ano, urcete
jeji fundamentalni periodu.

feseni: [ano, Ny = 127 ]
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