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Matematické naradi

Motivace

Chceme analyzovat chovani néjakého systému, pfipadné
navrhnout systém, ktery ma presné specifikované parametry.
Opirame se o

o fyzikalni model, zaloZzeny na fyzikalnich zakonech

¢ black-box model, zalozeny na pozorovani, identifikaci

Analyza chovani realného systému je slozity proces (model
predstavuje jedna Ci vice diferencialnich ¢i diferencnich rovnic
vysSiho fadu) = numerické reseni.

Jak analyzu zjednodusit?




Matematické naradi

Pouziti

Analyza ¢&i navrh systému v Casoveé oblasti (vstupy a vystupy
jsou funkci ¢asu) jsou velmi pracné.

Pfevod do frekvencni oblasti (vstupy a vystupy jsou funkci
komplexni proménné nazyvané uhlova frekvence) nam
¢ poskytuje fundamentalné odlisSny nastroj k pochopeni
funkce systému,

e Casto drasticky snizi slozitost matematickych vypoctu
potfebnych pro analyzu systému.
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Laplaceova transformace

Definice

Laplaceova transformace funkce f(t), ktera je nanejvys
polynomialniho rustu, je definovana integralem

F(p) = / f(t)e Pdt
0

Tento vztah Casto zapisujeme F(p) = L [f(t)].

Zpétna Laplaceova transformace ma tvar integralu podél krivky
v komplexni roviné

Cc+ioco

f(t):z%i / F(p)eP'dp.




Laplaceova transformace
Vlastnosti: Linearita

Laplaceova transformace je linearni

Zakfk(t)] = D al k()]
k k

L

£_1

Z bmFm(p)

me£_1 [Fm(p)]




Laplaceova transformace

Vlastnosti: Zména méritka

Véta o zméné méfitka

(t)=LTIF(P]  F(p) =LA

2_))‘ (é) — £ [F(bp)] éF (8) = cixan)

a




Laplaceova transformace

Vlastnosti: Posunuti

Véta o posunuti

LIf(t—7)] = e "L




Laplaceova transformace
Vlastnosti: Konvoluce

Véta o konvoluci




Laplaceova transformace
Vlastnosti: Obraz derivace

Véta o obrazu derivace funkce f(t)
LIO) = F(p)
£| 0] = pFE)-10)

c[%fa{ — BF(p) - pf(0) — £(0)

§ [g_t:'f (0] = PF(p)—p"1(0) — pEF(0) ~ ...~ ()




Laplaceova transformace

Vlastnosti: Obraz integralu

Véta o obrazu integralu funkce f(t)

t
E[/f(r)dT] = :—)F(p)
0




Tabulka Laplaceovy transformace

f(t) = L7 [F(p)] | F(p) = LIf(D)]
o(t)

—
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e—at
p+a«a
sinwt Y
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p
coswt m

o = = = = 9Dac




f(t)y =L [F(p)] | F(p) = LIf(1)]

e “sinwt m

e *!coswt (pf;ﬁ
tcoswt %
tsinwt (pzzf—gz)z

[m]

Tabulka Laplaceovy transformace
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Inverzni Laplaceova transformace

K ¢emu to je

Jsme na puli cesty:
e Umime prevést diferencialni rovnici na linearni.
e Umime si tedy spocist Y(p) — Laplacelv obraz hledané
funkce y(t) — jako podil dvou polynomd.
e Ale co ted?

Potfebujeme jednoduchy nastroj, s jehoz pomoci zvladneme
inverzni Laplaceovu transformaci Y(p) — y(t).

Odvazni ji mohou pocitat pomoci defini¢niho integralu. Jde to
jednoduseji?




Inverzni Laplaceova transformace
Nuly a poly

Méjme racionalni lomenou funkci

V(o) = o

O této funkci fikame, ze ma nulove body (nuly)

Pov <= Q(pOV) =0

a ze ma poly
Poop < N(poou) =0.

Znalost polohy polu je dulezita (nejenom) pro zpétnou
Laplaceovu transformaci. %




Racionalni lomena funkce

Jednoduché a nasobné poly

Pokud ma racionalni lomena funkce jednoduché poly, potom

H(p Poo) = (P = Poct) (P — Psc2) - - - (P — Pocn)

Situace pro nasobné poly, kde

N(P) = (P — Psc1)” (P — Ps2)™ ... (P — Poon)™




Racionalni lomena funkce

Rozklad na parcialni zlomky

Kazdou racionalni lomenou funkci Ize rozlozit na soucet
parcialnich zlomku ve tvaru

V(o) = 2B _ 3K

N(p) M:1p_poou
k K K
— 1 + 2 4ot n ,
P—Poot P— P2 P — Poon

kde k, se nazyvaji rezidua.

Rezidua urCime naptiklad
e pomoci limit v pdlech
¢ porovnanim koeficientl polynomu %




Racionalni lomena funkce

Rezidua pomoci limit

Pro rezidua plati
i Qp)
kll = p_llglou(p - poou) N(p)
. 1
= Q(poou) p—llglw(p - poou)w
1

- APIRg)

kde

poo,u) H (p pool)

i=1,i#n




Inverzni Laplaceova transformace

Heavisidelv vzorec

Protoze

dostaneme

—1 M _ -1 & oout
¢ [N(p)}_ﬁ Z/o pw] Zkep

Tim jsme dokazali Heavisidelv vzorec pro zpétnou
transformaci racionalni lomené funkce s jednoduchymi poly.




Heavisidellv vzorec

1 [QP)] ¢ Q(Pospn)  psopt

< [5) - 2 NP

AP ] QO) = QPson)  pnt
£ [pN(p)] B N(0)+;poouN’(poou)ep

= F = = = DA




Inverzni Laplaceova transformace

Vicenasobné pdly

Jestlize

N(p) = (p— p1)*(p— p2)* ... (P — pn)™

ma nasobné kofeny, inverzni Laplaceova transformace ma tvar

_ Q(P)] [(1 (2t By 5
£1{— el 1k + Ky R AL
N(p) [T (Br — !

e[ ) @t () 1727
+ eP2 [k thTg ek G 1)

it @t By T
+ Pt {k + Ky 5 +...ky Gy
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Laplaceova transformace — priklad 1

Rozklad na parcialni zlomky

Necht
_Qp) _ p+3

- N(p) (pP—2)2(p+5)(p+7)

Rozklad na parcialni zlomky hledame ve tvaru

Y(p)

ap) K2 K k| ke

(1)

Np) (0-22 p-2 pt5 pi7




Laplaceova transformace — priklad 1

Rozklad na parcialni zlomky

Rovnici vynasobime ¢lenem s nejvy$si mocninou, (p — 2)2:

(p+3)p—27 _
(p—2)2(p+5)(p+7)

= k® 1+ kM(p-2) +

ko(p—2)*  ka(p—2) @

p+5 p+7

a nalezneme limitu pro p — 2

2+3 5 ©
2i5@2+7) 6 M ®




Laplaceova transformace — priklad 1

Rozklad na parcialni zlomky

Po dosazeni za k1(2) obdrzime

p+3 & Kk Kk
(p—22(pp+5)(p+7) (p—-2? p-2 p+5 p+7
Vyraz L odeéteme od obou stran:
Y19 83(p—2)2 '

p+3 s Kk ks

(P—22(p+5)(p+7) (P-28 p-2 p+5 p+7




Laplaceova transformace — priklad 1

Rozklad na parcialni zlomky

Upravime na

502 +3p+14 K L K
63(p-2)2(p+5)(P+7) pP-2 p+5 p+7

Citatel levé strany musi byt délitelny (p — 2) beze zbytku.
Vysledna rovnice je po Uprave

_5p 42 K1) ko ks

83(p_2)(p+5)(p+7) pP-2 pP+5 pi7




Laplaceova transformace — priklad 1

Rozklad na parcialni zlomky

Pro tuto rovnici se vypocet k,, redukuje na pfipad
s jednoduchymi pdly a plati

k(1) — lim —5p+ 2 _ 8
T p-263(p+5)(p+7) 3969
ko — lim . —pP+t2 3
2 7 p-563(p-2)(p+7) 98
—5p+2 37
k3 = lim

7 63(p_2)(p+5) 1134




Laplaceova transformace — priklad 1

Inverzni transformace

Zpétnou transformaci provedeme Heavisideovym vzorcem a
dostaneme

_ 5.2 8 o 3 5 37 g
YD =53 ~3060° 98 T 1134




Laplaceova transformace — priklad 2
RC ¢len

Vystupni napéti uc(t) integracniho RC ¢lanku
R

O—|:'i0
C

. i

Ize popsat diferencialni rovnici prvniho fadu pro y(t) = uc(t)

RC %y(t)+y(t) = uy(t), (4)

w(t)j \uc(t)

kde uq(t) = Up - 1(1) je pfipojené stejnosmerné napéti Up.
PocCateCni hodnota vystupniho napéti je y(0) = U,. %

=] F = = E DA




Matematické naradi Laplace Inverzni Laplace Pfiklady

RC Clen — priklad 2

Postup feseni diferencialni rovnice

© provedeme Laplaceovu transformaci puvodni diferencialni
rovnice pro y(t) a ziskame tak algebraickou rovnici pro
neznamou velicinu Y(p)

@® s pouzitim pocate¢nich podminek nalezneme feseni
algebraické rovnice ve tvaru racionalni lomené funkce

_ Qlp)
@ nalezneme rozklad racionalni lomené funkce na parcialni

zlomky

@ provedeme zpétnou Laplaceovu transformaci a ziskame
tak feSeni pavodni diferencialni rovnice pro y(t) | t > 0

[m} = =



RC Clen — priklad 2

Transformace na algebraickou rovnici

Vstupni naméti je stejnosmérné (konstantni), pro t <0 je
transformace L [Up] = L[Up - 1(1)].

Transformace puvodni diferencialni rovnice na algebraickou,
y(t) — Y(p) je pak

RC[pY(p) — y(0)] + Y(p) = Up- ,15 (5)




RC Clen — priklad 2
Nalezeni reseni

S pouzitim pocatecnich podminek (v tomto pripadé y(0) = Up)
nalezneme feSeni algebraické rovnice ve tvaru racionalni
lomené funkce.

Uy +pUaRC
~ p(1+pRC)

Y(p) (6)




RC Clen — priklad 2
Rozklad na parcialni zlomky

Nalezneme rozklad racionalni lomené funkce (6) na parcialni

zlomky
U + pUARC ki Ko
=777 = — 7
(P)= A +pRC) ~ p T 1% pRC’ @

auréime ky a ko

o SRy
o Uo + pUaRC
kp = p_}l_|r1n/RC(1 + PRC) 5 = —RC(Up — Up).

Ziskame tak tvar Y(p) vhodny pro zpétnou transformaci:

U Up— U,
Y(P)—?—m- (87%

o = = = = 9Dac




RC Clen — priklad 2

Zpétna transformace

Zpétnou transformaci ziskame reSeni plvodni diferencialni
rovnice pro t > 0 ve tvaru

y(t) = Up — (Up — Un)e 7o. 9)
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