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Matematické nářadı́
Motivace

Chceme analyzovat chovánı́ nějakého systému, přı́padně
navrhnout systém, který má přesně specifikované parametry.

Opı́ráme se o
• fyzikálnı́ model, založený na fyzikálnı́ch zákonech
• black-box model, založený na pozorovánı́, identifikaci

Analýza chovánı́ reálného systému je složitý proces (model
představuje jedna či vı́ce diferenciálnı́ch či diferenčnı́ch rovnic
vyššı́ho řádu)⇒ numerické řešenı́.

Jak analýzu zjednodušit?
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Matematické nářadı́
Použitı́

Analýza či návrh systému v časové oblasti (vstupy a výstupy
jsou funkcı́ času) jsou velmi pracné.

Převod do frekvenčnı́ oblasti (vstupy a výstupy jsou funkcı́
komplexnı́ proměnné nazývané úhlová frekvence) nám
• poskytuje fundamentálně odlišný nástroj k pochopenı́

funkce systému,
• často drasticky snı́žı́ složitost matematických výpočtů

potřebných pro analýzu systému.
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Laplaceova transformace
Definice

Laplaceova transformace funkce f (t), která je nanejvýš
polynomiálnı́ho růstu, je definována integrálem

F (p) =

∞∫
0

f (t)e−ptdt

Tento vztah často zapisujeme F (p) = L [f (t)].

Zpětná Laplaceova transformace má tvar integrálu podél křivky
v komplexnı́ rovině

f (t) =
1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

F (p)e ptdp.
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Laplaceova transformace
Vlastnosti: Linearita

Laplaceova transformace je lineárnı́

L

[∑
k

ak fk (t)

]
=

∑
k

akL [fk (t)]

L−1

[∑
m

bmFm(p)

]
=

∑
m

bmL−1 [Fm(p)]
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Laplaceova transformace
Vlastnosti: Změna měřı́tka

Věta o změně měřı́tka

f (t) = L−1 [F (p)] F (p) = L [f (t)]

1
b

f
(

t
b

)
= L−1 [F (bp)]

1
a

F
(p

a

)
= L [f (at)]
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Laplaceova transformace
Vlastnosti: Posunutı́

Věta o posunutı́

L [f (t − τ)] = e−pτL [f (t)]
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Laplaceova transformace
Vlastnosti: Konvoluce

Věta o konvoluci

L

 ∞∫
0

f (t − τ)g(τ)dτ

 = F (p)G(p)
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Laplaceova transformace
Vlastnosti: Obraz derivace

Věta o obrazu derivace funkce f (t)

L [f (t)] = F (p)

L
[

d
dt

f (t)
]

= pF (p)− f (0)

L
[

d
dt

f (t)
]

= p2F (p)− pf (0)− f ′(0)

...

L
[

dn

dtn f (t)
]

= pnF (p)− pn−1f (0)− pn−2f ′(0)− . . .− f (n−1)(0)
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Laplaceova transformace
Vlastnosti: Obraz integrálu

Věta o obrazu integrálu funkce f (t)

L

 t∫
0

f (τ)dτ

 =
1
p

F (p)
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Tabulka Laplaceovy transformace

f (t) = L−1 [F (p)] F (p) = L [f (t)]

δ(t) 1

1(t)
1
p

e−αt 1
p + α

sinωt
ω

p2 + ω2

cosωt
p

p2 + ω2
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Tabulka Laplaceovy transformace

f (t) = L−1 [F (p)] F (p) = L [f (t)]

e−αt sinωt
ω

(p + α)2 + ω2

e−αt cosωt
p + α

(p + α)2 + ω2

tn n!

pn+1

tne−αt n!

(p + α)n+1

t cosωt
p2 − ω2

(p2 + ω2)2

t sinωt
2ωp

(p2 + ω2)2
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Inverznı́ Laplaceova transformace
K čemu to je

Jsme na půli cesty:
• Umı́me převést diferenciálnı́ rovnici na lineárnı́.
• Umı́me si tedy spočı́st Y (p) – Laplaceův obraz hledané

funkce y(t) – jako podı́l dvou polynomů.
• Ale co ted’?

Potřebujeme jednoduchý nástroj, s jehož pomocı́ zvládneme
inverznı́ Laplaceovu transformaci Y (p)→ y(t).

Odvážnı́ ji mohou počı́tat pomocı́ definičnı́ho integrálu. Jde to
jednodušeji?
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Inverznı́ Laplaceova transformace
Nuly a póly

Mějme racionálnı́ lomenou funkci

Y (p) =
Q(p)

N(p)
.

O této funkci řı́káme, že má nulové body (nuly)

p0ν ⇔ Q(p0ν) = 0

a že má póly
p∞µ ⇔ N(p∞µ) = 0.

Znalost polohy pólů je důležitá (nejenom) pro zpětnou
Laplaceovu transformaci.
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Racionálnı́ lomená funkce
Jednoduché a násobné póly

Pokud má racionálnı́ lomená funkce jednoduché póly, potom

N(p) =
n∏

µ=1

(p − p∞µ) = (p − p∞1) (p − p∞2) . . . (p − p∞n)

Situace pro násobné póly, kde

N(p) = (p − p∞1)
β1 (p − p∞2)

β2 . . . (p − p∞n)
βn

je složitějšı́, ale stále řešitelná, jak si ukážeme později.
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Racionálnı́ lomená funkce
Rozklad na parciálnı́ zlomky

Každou racionálnı́ lomenou funkci lze rozložit na součet
parciálnı́ch zlomků ve tvaru

Y (p) =
Q(p)

N(p)
=

n∑
µ=1

kµ
p − p∞µ

=
k1

p − p∞1
+

k2

p − p∞2
+ · · ·+ kn

p − p∞n
,

kde kµ se nazývajı́ rezidua.

Rezidua určı́me napřı́klad
• pomocı́ limit v pólech
• porovnánı́m koeficientů polynomů
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Racionálnı́ lomená funkce
Rezidua pomocı́ limit

Pro rezidua platı́

kµ = lim
p→p∞µ

(p − p∞µ)
Q(p)

N(p)

= Q(p∞µ) lim
p→p∞µ

(p − p∞µ)
1

N(p)

= Q(p∞µ)
1

N ′(p∞µ)

kde

N ′(p∞µ) =
n∏

i=1,i 6=µ
(p − p∞i).
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Inverznı́ Laplaceova transformace
Heavisideův vzorec

Protože

L−1
[

1
p − α

]
= eαt ,

dostaneme

L−1
[

Q(p)

N(p)

]
= L−1

 n∑
µ=1

kµ
p − p∞µ

 =
n∑

µ=1

kµe p∞µt .

Tı́m jsme dokázali Heavisideův vzorec pro zpětnou
transformaci racionálnı́ lomené funkce s jednoduchými póly.
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Heavisideův vzorec

L−1
[

Q(p)

N(p)

]
=

n∑
µ=1

Q(p∞µ)
N ′(p∞µ)

e p∞µt

L−1
[

Q(p)

pN(p)

]
=

Q(0)

N(0)
+

n∑
µ=1

Q(p∞µ)
p∞µN ′(p∞µ)

e p∞µt
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Inverznı́ Laplaceova transformace
Vı́cenásobné póly

Jestliže

N(p) = (p − p1)
β1(p − p2)

β2 . . . (p − pn)
βn

má násobné kořeny, inverznı́ Laplaceova transformace má tvar

L−1
[

Q(p)

N(p)

]
= ep1t

[
k (1)

1 + k (2)
1

t
1!

+ . . . k (β1)
1

tβ1−1

(β1 − 1)!

]
+ ep2t

[
k (1)

2 + k (2)
2

t
1!

+ . . . k (β2)
2

tβ2−1

(β2 − 1)!

]
...

+ epnt
[
k (1)

n + k (2)
n

t
1!

+ . . . k (βn)
n

tβn−1

(βn − 1)!

]
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Laplaceova transformace – přı́klad 1
Rozklad na parciálnı́ zlomky

Necht’

Y (p) =
Q(p)

N(p)
=

p + 3
(p − 2)2(p + 5)(p + 7)

.

Rozklad na parciálnı́ zlomky hledáme ve tvaru

Q(p)

N(p)
=

k (2)
1

(p − 2)2 +
k (1)

1
p − 2

+
k2

p + 5
+

k3

p + 7
(1)
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Laplaceova transformace – přı́klad 1
Rozklad na parciálnı́ zlomky

Rovnici vynásobı́me členem s nejvyššı́ mocninou, (p − 2)2:

(p + 3)(p − 2)2

(p − 2)2(p + 5)(p + 7)
=

= k (2)
1 + k (1)

1 (p − 2) +
k2(p − 2)2

p + 5
+

k3(p − 2)2

p + 7

(2)

a nalezneme limitu pro p → 2

2 + 3
(2 + 5)(2 + 7)

=
5
63

= k (2)
1 (3)
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Laplaceova transformace – přı́klad 1
Rozklad na parciálnı́ zlomky

Po dosazenı́ za k (2)
1 obdržı́me

p + 3
(p − 2)2(p + 5)(p + 7)

=
5
63

(p − 2)2 +
k (1)

1
p − 2

+
k2

p + 5
+

k3

p + 7
.

Výraz
5

63(p − 2)2 odečteme od obou stran:

p + 3
(p − 2)2(p + 5)(p + 7)

−
5
63

(p − 2)2 =
k (1)

1
p − 2

+
k2

p + 5
+

k3

p + 7
.
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Laplaceova transformace – přı́klad 1
Rozklad na parciálnı́ zlomky

Upravı́me na

−5p2 + 3p + 14
63(p − 2)2(p + 5)(p + 7)

=
k (1)

1
p − 2

+
k2

p + 5
+

k3

p + 7
.

Čitatel levé strany musı́ být dělitelný (p − 2) beze zbytku.
Výsledná rovnice je po úpravě

−5p + 2
63(p − 2)(p + 5)(p + 7)

=
k (1)

1
p − 2

+
k2

p + 5
+

k3

p + 7
.
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Laplaceova transformace – přı́klad 1
Rozklad na parciálnı́ zlomky

Pro tuto rovnici se výpočet kµ redukuje na přı́pad
s jednoduchými póly a platı́

k (1)
1 = lim

p→2

−5p + 2
63(p + 5)(p + 7)

= − 8
3969

k2 = lim
p→−5

−5p + 2
63(p − 2)(p + 7)

= − 3
98

k3 = lim
p→−7

−5p + 2
63(p − 2)(p + 5)

=
37

1134
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Laplaceova transformace – přı́klad 1
Inverznı́ transformace

Zpětnou transformaci provedeme Heavisideovým vzorcem a
dostaneme

y(t) =
5

63
te2t − 8

3969
e2t − 3

98
e−5t +

37
1134

e−7t .
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Laplaceova transformace – přı́klad 2
RC člen

Výstupnı́ napětı́ uC(t) integračnı́ho RC článku

e s e
e es ?? C

uC(t)u1(t)

R

lze popsat diferenciálnı́ rovnicı́ prvnı́ho řádu pro y(t) = uC(t)

RC
d
dt

y(t) + y(t) = u1(t), (4)

kde u1(t) = U0 · 1(t) je připojené stejnosměrné napětı́ U0.
Počátečnı́ hodnota výstupnı́ho napětı́ je y(0) = UA.
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RC člen – přı́klad 2
Postup řešenı́ diferenciálnı́ rovnice

1 provedeme Laplaceovu transformaci původnı́ diferenciálnı́
rovnice pro y(t) a zı́skáme tak algebraickou rovnici pro
neznámou veličinu Y (p)

2 s použitı́m počátečnı́ch podmı́nek nalezneme řešenı́
algebraické rovnice ve tvaru racionálnı́ lomené funkce

Y (p) =
Q(p)

N(p)
,

3 nalezneme rozklad racionálnı́ lomené funkce na parciálnı́
zlomky

4 provedeme zpětnou Laplaceovu transformaci a zı́skáme
tak řešenı́ původnı́ diferenciálnı́ rovnice pro y(t) | t ≥ 0
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RC člen – přı́klad 2
Transformace na algebraickou rovnici

Vstupnı́ namětı́ je stejnosměrné (konstantnı́), pro t ≤ 0 je
transformace L [U0] = L [U0 · 1(t)].
Transformace původnı́ diferenciálnı́ rovnice na algebraickou,
y(t)→ Y (p) je pak

RC [ pY (p)− y(0) ] + Y (p) = U0 ·
1
p

(5)
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RC člen – přı́klad 2
Nalezenı́ řešenı́

S použitı́m počátečnı́ch podmı́nek (v tomto přı́padě y(0) = UA)
nalezneme řešenı́ algebraické rovnice ve tvaru racionálnı́
lomené funkce.

Y (p) =
U0 + pUARC
p(1 + pRC)

(6)
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RC člen – přı́klad 2
Rozklad na parciálnı́ zlomky

Nalezneme rozklad racionálnı́ lomené funkce (6) na parciálnı́
zlomky

Y (p) =
U0 + pUARC
p(1 + pRC)

=
k1

p
+

k2

1 + pRC
, (7)

a určı́me k1 a k2

k1 = lim
p→0

U0 + pUARC
(1 + pRC)

= U0,

k2 = lim
p→−1/RC

(1 + pRC)
U0 + pUARC

p
= −RC(U0 − UA).

Zı́skáme tak tvar Y (p) vhodný pro zpětnou transformaci:

Y (p) =
U0

p
− U0 − UA

p + 1/RC
. (8)
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RC člen – přı́klad 2
Zpětná transformace

Zpětnou transformaci zı́skáme řešenı́ původnı́ diferenciálnı́
rovnice pro t ≥ 0 ve tvaru

y(t) = U0 − (U0 − UA)e−
t

RC . (9)
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