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Laplaceova transformace - definice

Laplaceova transformace funkce f(t), která je na-
nejvýš polynomiálńıho r̊ustu, je definována in-
tegrálem

F (p) =

∞
∫

0

f(t)e−ptdt , (1)

který často označujeme F (p) = L [f(t)]. Funkci f(t)
nazýváme vzorem a funkci F (p) Laplaceovým ob-
razem. Zpětná Laplaceova transformace má tvar in-
tegrálu podél křivky v komplexńı rovině p

f(t) =
1

2πi

c+i∞
∫

c−i∞

F (p)eptdp . (2)

Praktické poč́ıtáńı zpětné Laplaceovy transformace
vycháźı z residuové věty, která pro racionálně lomené
funkce v proměnné p vede v operátorovém počtu na
Heavisideovu větu.

Laplaceova transformace - vlastnosti

• Laplaceova transformace je lineárńı

L

{

∑

k

akfk(t)

}

=
∑

k

akL{fk(t)}

L−1

{

∑

m

bmFm(p)

}

=
∑

m

bmL−1 {Fm(p)}

• Věta o změně měř́ıtka

f(t) = L−1 {F (p)} F (p) = L{f(t)}

1

b
f

(

t

b

)

= L−1 {F (bp)}
1

a
F

(p

a

)

= L{f(at)}

• Věta o posunut́ı

L{f(t − τ)} = e−pτL{f(t)}

• Věta o konvoluci

L







∞
∫

0

f(t − τ)g(τ)dτ







= F (p)G(p)

• Věta o obrazu derivace funkce f(t)

L{f(t)} = F (p)

L

{

d

dt
f(t)

}

= pF (p) − f(0)

L

{

d2

dt2
f(t)

}

= p2F (p) − p f(0) − f ′(0)

...

L

{

dn

dtn
f(t)

}

= pnF (p) − pn−1f(0) − pn−2f ′(0)

· · · − p f (n−2)(0) − f (n−1)(0)

• Věta o obrazu integrálu funkce f(t)

L







t
∫

0

f(τ)dτ







=
1

p
F (p)

Inverzńı Laplaceova transformace -

jednoduché póly

O racionálńı lomené funkci
Q(p)

N(p)
ř́ıkáme, že má nu-

lové body p0ν , jestliže Q(p0ν) = 0 a že má póly p∞µ,

jestliže N(p∞µ) = 0. Pokud má funkce
Q(p)

N(p)
jedno-

duché póly, potom

N(p) =
n

∏

µ=1

(p−p∞µ) = (p−p∞1)(p−p∞2) . . . (p−p∞n).

Rozklad racionálńı lomené funkce na parciálńı
zlomky má tvar

Q(p)

N(p)
=

n
∑

µ=1

kµ

p − p∞µ

=
k1

p − p∞1
+

k2

p − p∞2
+ . . .

· · · +
kn

p − p∞n
,

(3)



kde kµ se nazývaj́ı residua a plat́ı

kµ = lim
p→p∞µ

(p − p∞µ)
Q(p)

N(p)

= Q(p∞µ) lim
p→p∞µ

(p − p∞µ)
1

N(p)

= Q(p∞µ) lim
p→p∞µ

1

N(p)

p − p∞µ

= Q(p∞µ)
1

N ′(p∞µ)

(4)

Pro jednoduchost budeme dále psát p∞µ → pµ.
Protože plat́ı

L−1

{

1

p + α

}

= e−αt,

dostaneme

L−1

{

Q(p)

N(p)

}

= L−1







n
∑

µ=1

kµ

p − pµ







=
n

∑

µ=1

kµepµt.

T́ım jsme dokázali tzv.
• Heaviside̊uv vzorec pro zpětnou transformaci ra-
cionálńı lomené funkce s jednoduchými póly

L−1

{

Q(p)

N(p)

}

=
∑

µ

Q(pµ)

N ′(pµ)
epµt

L−1

{

Q(p)

pN(p)

}

=
Q(0)

N(0)
+

n
∑

ν=1

Q(pν)

pνN ′(pν)
epνt

Inverzńı Laplaceova transformace - násobné

póly

Je zřejmé, že v inverzńı transformaci hraj́ı výsadńı
roli póly racionálńı lomené funkce. Proto se v
daľśım můžeme zabývat pouze takovými racionálně
lomenými funkcemi, jejichž čitatel je jednotkový

H(p) =
1

N(p)
.

Jestliže tedy

N(p) = (p − p1)
β1(p − p2)

β2 . . . (p − pn)βn

má násobné kořeny, potom inverzńı Laplaceova trans-
formace má tvar

L−1

{

1

N(p)

}

= ep1t

[

k
(1)
1 + k

(2)
1

t

1!
+ . . . k

(β1)
1

tβ1−1

(β1 − 1)!

]

+ ep2t

[

k
(1)
2 + k

(2)
2

t

1!
+ . . . k

(β2)
2

tβ2−1

(β2 − 1)!

]

· · · + epnt

[

k(1)
n + k(2)

n

t

1!
+ . . . k(βn)

n

tβn−1

(βn − 1)!

]

(5)

kde koeficienty k
(βm)
µ źıskáme následuj́ıćım postu-

pem. Necht’ např́ıklad

N(p) = (p − 2)2(p + 5)(p + 7).

Rozklad na parciálńı zlomky hledáme ve tvaru

1

(p − 2)2(p + 5)(p + 7)

=
k

(2)
1

(p − 2)2
+

k
(1)
1

p − 2
+

k2

p + 5
+

k3

p + 7

(6)

Vynásob́ıme rovnici členem (p − 2)2

(p − 2)2

(p − 2)2(p + 5)(p + 7)

= k
(2)
1 + k

(1)
1 (p − 2) +

k2(p − 2)2

p + 5
+

k3(p − 2)2

p + 7
(7)

a nalezneme limitu pro p → 2,

k
(2)
1 =

1

(2 + 5)(2 + 7)
=

1

7 × 9
(8)

Odečteme-li výraz
1

63(p − 2)2
od obou stran rovnice

(4) dostáváme

1

(p − 2)2(p + 5)(p + 7)
−

1

63(p − 2)2

=
k

(1)
1

p − 2
+

k2

p + 5
+

k3

p + 7

(9)

resp. rovnici

1

63

[

−(p + 14)

(p − 2)(p + 5)(p + 7)

]

=
k

(1)
1

p − 2
+

k2

p + 5
+

k3

p + 7
,

(10)

pro kterou se výpočet kµ redukuje na př́ıpad s jedno-
duchými póly a plat́ı

k
(1)
1 = −

24

72 × 92
,

k2 =
1

2 × 72
,

k3 = −
1

2 × 92
.

(11)



Tabulka Laplaceovy transformace

f(t) = L−1 {F (p)} F (p) = L{f(t)}

f(t) =
1

2πi

c+i∞
∫

c−i∞

F (p)eptdp F (p) =

∞
∫

0

f(t)e−ptdt

δ(t) 1

1(t)
1

p

e−αt 1

p + α

sinωt
ω

p2 + ω2

cos ωt
p

p2 + ω2

e−αt sinωt
ω

(p + α)2 + ω2

e−αt cos ωt
p + α

(p + α)2 + ω2

tn
n!

pn+1

tne−αt n!

(p + α)n+1

t cos ωt
p2 − ω2

(p2 + ω2)2

t sinωt
2ωp

(p2 + ω2)2


