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1 Př́ıklady řešeńı diferenciálńı rovnice s konstatńımi koeficienty

1.1 Diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

Diferenciálńı rovnice pro napět́ı uC(t) integračńıho RC článku jsme odvodili v prvńı přednášce
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uC(t)u1(t)
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ve tvaru diferenciálńı rovnice prvńıho řádu pro y(t) = uC(t)

RC
y(t)

dt
+ y(t) = u1t, (1)

kde u1(t) = U0×1(t) je funkce jednotkového skoku, která určuje připojené stejnosměrné napět́ı U0. Počátečńı
hodnota napět́ı na kondenzátoru je např́ıklad y(0) = UA. Řešeńı diferenciálńı rovnice (1) se skládá ze 4
základńıch krok̊u:

1. provedeme Laplaceovu transformace p̊uvodńı diferenciálńı rovnice a źıskáme tak algebraickou rovnici
pro neznámou veličinu Y (p),

RC [pY (p) − y(0)] + Y (p) =
U0

p
, (2)

2. s použit́ım počátečńıch podmı́nek nalezneme řešeńı algebraické rovnice ve tvaru racionálńı lomené

funkce Y (p) =
Q(p)

N(p)
,

Y (p) =
U0 + pUARC

p(1 + pRC)
, (3)

3. nalezneme rozklad racionálńı lomené funkce na parciálńı zlomky

Y (p) =
U0 + pUARC

p(1 + pRC)
=

k1

p
+

k2

1 + pRC
, (4)

pro hodnoty

k1 = lim
p→0

p
U0 + pUARC

p(1 + pRC)
= U0

k2 = lim
p→−1/RC

(1 + pRC)
U0 + pUARC

p(1 + pRC)
= −RC(U0 − UA)

źıskáme

Y (p) =
U0

p
−

U0 − UA

p + 1/RC
. (5)



Obrázek 1: Principelńı pr̊uběh nab́ıjeńı integračńıho článku s počátečńı podmı́nkou y(0) = 0 a y(0) = 5
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4. provedeme zpětnou Laplaceovu transformaci a źıskáme tak řešeńı p̊uvodńı diferenciálńı rovnice pro
t ≥ 0 ve tvaru

y(t) = U0 − (U0 − UA)e−t/RC . (6)

1.2 Diferenciálńı rovnice druhého řádu

Uvažujme lineárńı spojitý systém, který je posaný diferenciálńı rovnićı

ÿ(t) + 3ẏ(t) + 2y(t) = 5u(t), (7)

kde u(t) = 1(t) je jednotkový skok a počátečńı stav systému je dán stavem výstupu a rychlosti v čase t = 0,
tj. y(0) = −1 a ẏ(0) = 2. Po Laplaceově transformaci diferenciálńı rovnice dostaneme algebraickou rovnici

p2Y (p) − py(0) − ẏ(0) + 3pY (p) − 3y(0) + 2Y (p) =
5

p
. (8)

S použit́ım počátečńıch podmı́nek nalezneme řešeńı algebraické rovnice ve tvaru

Y (p) =
5 − p − p2

p(p + 1)(p + 2)
. (9)

Rozlož́ıme racionálńı lomenou funkci na parciálńı zlomky

Y (p) =
5

2p
−

5

p + 1
+

3

2(p + 2)
. (10)
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Hledané řešeńı je pro t ≥ 0

y(t) =
5

2
− 5e−t +

3

2
e−2t. (11)

Prvńı člen odpov́ıdá ustálenému stavu, daľśı dva členy popisuj́ı přechodový děj.

1.3 Obecné řešeńı diferenciálńı rovnici druhého řádu

Diferenciálńı rovnici
ÿ(t) + 2aẏ(t) + (a2 + b2)y(t) = u(t) (12)

s počátečńımi podmı́nkami ve tvaru

y(0) = c1 a ẏ(0) = c2, (13)

řeš́ıme pomoćı Laplaceovy transformace. Protože plat́ı

L

(

d

dt
y(t)

)

= pY (p) − y(0) (14)

L

(

d2

dt2
y(t)

)

= p2Y (p) − py(0) − ẏ(0) (15)

nalezneme Laplaceovou transformaćı diferenciálńı rovnice jej́ı algebraický tvar

p2Y (p) − py(0) − ẏ(0) + 2a(pY (p) − y(0)) + (a2 + b2)Y (p) = U(p) (16)

Vyřeš́ıme rovnici (16) vzhledem k obrazu výstupńı veličiny Y(p) a dostáváme
(

p2 + 2ap + (a2 + b2)
)

Y (p) = U(p) + py(0) + ẏ(0) + 2ay(0) (17)

nebo

Y (p) =
U(p) + c2 + (p + 2a)c1

(p + a + ib)(p + a − ib)

Přenosová funkce H(p) je definována jako pod́ıl obrazu výstupu k obrazu vstupu
Y (p)

U(p)
pro nulové počátečńı

podmı́nky a tedy

H(p) =
Y (p)

U(p)
=

1

(p + a + ib)(p + a − ib)

Impulsńı odezvu urč́ıme jako inversńı Laplaceovu transformaci přenosové funkce a plat́ı

L−1(H(p)) = L−1

(

1

(p + a)2 + b2

)

=
1

b
e−at sin bt

Přechodovou odezvu s(t) urč́ıme inversńı Laplaceovu transformaci s(t) = L−1(H(p)
1

p
) a plat́ı

L−1

{

1

p((p + a)2 + b2)

}

= L−1

{

1

a2 + b2

[

1

p
−

p + 2a

(p + a)2 + b2

]}

=

= L−1

(

1

a2 + b2

[

1

p
−

p + a

(p + a)2 + b2
−

a

(p + a)2 + b2

])

=
1

a2 + b2

[

1 − e−at cos bt −
a

b
e−at sin bt

]

,

takže plat́ı

L−1

{

1

a2 + b2

[

1

p
−

p + 2a

(p + a)2 + b2

]}

=
1

a2 + b2

[

1 − e−at cos bt −
a

b
e−at sin bt

]
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