Vicek, Prikryl, Kovar, Pénicka

_ Ustav aplikované matematiky
CVUT v Praze, Fakulta dopravni

5. pfrednaska K611MSAP
Gtvrtek 7. kvétna 2009




Obsah prednasky

@ Diskretizace




Diskretizace spoijitého signalu

Jak se ze spojitého systému stane systém diskrétni

Analogové x digitalni zpracovani signall
e dopravni prostredky
o telekomunikacni technologie
e multimédia

Spoijity signal vzorkujeme se vzorkovaci periodou T.
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Postup




Diskretizace systému
Hlavni rysy

Diskretizaci systému
e zjednodusujeme jeho vypocetni model,

e ztracime ale mnoho uziteénych informaci o tom, jak se
systém chova.

Nevhodnou volbou periody vzorkovani mizeme dokonce spojity
stabilni systém transformovat na nestabilni diskrétni systém.
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Diskretizace Nafadi Z-transformace Inverzni Z Priklady

Matematické naradi
Motivace

Analyza ¢i navrh systému v ¢asoveé oblasti (vstupy a vystupy
jsou funkci ¢asu) jsou velmi pracné.

Pfevod do frekvencni oblasti (vstupy a vystupy jsou funkci
komplexni proménné nazyvané uhlova frekvence) nam
e poskytuje fundamentalné odlisny nastroj k pochopeni
funkce systému,

e Casto drasticky snizi slozitost matematickych vypocta
potfebnych pro analyzu systému.

Rekli jsme si, Ze pro analyzu spojitych systém Ize s vyhodou
pouzit Laplaceovy transformace. Pro diskrétni systémy existuje
podobny nastroj — Z-transformace. IR

[m] = =
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Z-transformace

Definice

Jednostranna Z-transformace posloupnosti f(n) je definovana
nekone¢nou fadou

kterou Casto oznacujeme F(z) = Z [f(n)].

Zpétna Z-transformace ma tvar integralu podél uzaviené krivky
C, jez obsahuje vSechny singularni body funkce F(z). Pro
vSechna n=0,1,..., 0o plati

f(n) = 2%” 7{ F(z)z"'dz=z7"[F(2)] .
c




Vlastnosti Z-transformace

Linearita

Z-transformace je linearni:

z akfk(n)] = Z axZ [fk(n)]
k k

> bmFm(2)

Z

Z—1

= > buZ " [Fm(2)]

o = = = = 9Dac




Vlastnosti Z-transformace

Zména méfitka

Pro Z-transformaci plati véta o zméné méfitka vzoru a obrazu:

a"f(n) = 2z '[F(az)]
F(a'z) = z[a"(n)]




Vlastnosti Z-transformace

Posunuti

Véty o posunuti jsou velmi dulezité pro transformaci
diferencnich rovnic na algebraické rovnice v Z-rovine,
podobné, jako je tomu u spojitych systému s vétami o obrazu
derivaci v Laplaceoveé transformaci.

Z[f(n—m)] = z "Z[f(n)] =2z "F(2) lvn-m<o: f(n-m)=0
m—1

Z[f(n+m)] = 2" |Z[f(m] - f(u)z"’]
v=0

m—1
= zM [F(z) -3 f(u)z"’]
v=0




Vlastnosti Z-transformace

Transformace ¢astec¢né sumy

Céaste¢nou sumu posloupnosti f(n) Ize transformovat jako

n—1 1
;)f(u)] = 75

Z

Z[f(m] = F(2)




Vlastnosti Z-transformace

Transformace diferenci

Prom=1,2,...,c0 adiference m-tého fadu

A%f(n) = f£(n),
A'f(n) = f(n+1)—f(n),
A™f(n) = A[Am—W(n)}

plati tato véta o transformaci diferenci:

Z[Nf(n)} = (z—1)F(2) - /(0)z

z [Azf(n)} = (z—12F(2) - f(0)z(z — 1) + A F(0)z




Vlastnosti Z-transformace

Obraz konvoluce

Podobné, jako ve spojitém pripadég, i pro Z-transformaci plati
tato véta o transformaci konvolucni sumy:

Zn m)g(m

Z[f(n)xg(n)] = F(2)- G(2)




Vlastnosti Z-transformace

Derivace obrazu

Jednoduchd derivace obrazu F(z) se na vzoru f(n) projevi jako
nasobeni proménnou n:

2 nf(n)] = 24F2)

dz




Tabulka Z-transformace

f(n) = 271 [F(2)] | F(2) = Z[f(n)]
a(n) 1
]
1(n) 1—z1
n 1
. 1—a-z71
1
n (1—z1)2
n-a"! z
(1—az1)y?

o = = = = 9Dac
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Inverzni Z-transformace

Definice

Zpétna Z-transformace ma tvar integralu podél uzavrené krivky
C, ktera obsahuje vSechny singularni body funkce Y(z). Pro
vSechnan=0,1,..., 00 plati

y(n) = %fé Y(2)z2" 'dz = 27" [Y(2)].




Inverzni Z-transformace
Vypocet

Poté, co jsme vyresili algebraickou rovnici a ziskali
transformovany obraz feSeni Y(z), je tfeba tento obraz prevést
zpét do roviny diskrétniho ¢asu na hledanou funkci y(n).

V zasadé Ize pouzit dva postupy:
¢ zpétna transformace pomoci definicniho integralu,

e rozklad feseni na soucet parcialnich zlomku a pouziti
tabulek pro zpétnou transformaci primitivnich funkci.

Pro praktické nasazeni je samoziejmeé vyrazné vhodnéjsi druha
varianta.




Inverzni Z-transformace

Metoda vypocétu pomoci parcialnich zlomk

Predpokladejme, ze Y(z) = % je racionalni lomenou funkci.
O racionalni lomené funkci % fikame, Ze ma nulové body

Zou, jestlize Q(zp,) = 0 a Ze ma poly Z.,, jestlize N(z,,) = 0.
Q(2)

Pokud ma funkce NZ) jednoduché pdly, potom

N
N2 = [0 -2oouz™") = (1=20c1Z (1= 20227 ") ... (1= Zoonz ™)
p=1




Inverzni Z-transformace

Rozklad racionalni lomené funkce na parcialni zlomky

Q(2)
N(z)

kde




Inverzni Z-transformace
Koeficienty &,




Inverzni Z-transformace

Rozklad racionalni lomené funkce na parcialni zlomky

Pro jednoduchost budeme déle psat z.,, — 2. Pro |az~ | < 1

plati
Z‘ﬂ ! ] z1 Zaz”]=a”

1—az1

dostaneme
Q(p)
[( } lz1zz] Z“

Tim jsme (jiz podruhé) dokazali vzorec pro zpétnou
transformaci racionalni lomené funkce s jednoduchymi pdly.
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Nabidka — poptavka




Vyska splatek

Popis problému

Jedna ze zakladnich uloh urokového poctu resi, jaka musi byt
vySe mésicni splatky m, pokud si puj¢ime sumu S na dobu N
mésicu s fixnim roénim Urokem p procent a mésic¢nim Groceni.

Oznacime-li y(n) vySi nesplaceného Gvéru po n mésicich,
obdrzime pro mésicni Urok . = p/12 dluzné Castky

y(0) = S

y() = y(0)-(1+p)—m

y@) = y()-(0+p)—m

y(n+1) = y(n)-(T+p)—m




Vyska splatek

Popis problému

Mate-li pocit, Ze na tento problém staci pouzit vzoreCek pro
soucet prvnich N prvk( aritmetické posloupnosti, mate pravdu.

My si ale na této jednoduché diferencni rovnici budeme
ilustrovat feSeni pomoci Z-transformace.




Vyska splatek

Z-transformace diferen¢ni rovnice

Za prepokladu y(0) = S dostaneme z rovnice

y(n+1)=y(n)-(1+p)—m-1(n)
s pouzitim Z-transformace algebraickou rovnici

1

z-Y(z)—z-S:Y(z)-(1+u)—m-m

a z ni po vynasobeni z~'

—1

z
1—z1

Y(2) [1 ~ (1 +u)z‘1] —S-m-




Vyska splatek

Z-transformace diferen¢ni rovnice

Pravou stranu jesté upravime

_ S—(S+m)z!
Y(2) [1 —(1+p)z 1] = E _2_1)
a vyjadifime Y(z)
S—(S+mz!

Y(z) =

(1-0+wzh(-2z7)




Vyska splatek

Rozklad na parcialni zlomky

Rozklad na parcialni zlomky ve tvaru

K ko
L A ey B
najdeme jako
_ S—(S+m)-1 m
1
-1 ... k= = —,
‘ B Y () R R
1
» 1 _S—(S+m)-m_8_m
— — ... Ko = ] = .
1+}L 1—m K




Vyska splatek

Reseni diferenéni rovnice

Nesplacena ¢astka po n mésicich je tedy

m m n
Y(n)=;+(3—(;)~(1+u) -

Pro pavodni dlohu je y(N) = 0 a tedy
0=m+(Su—m)-(1+p)P,

a po troSe Uprav

N
o on(d+u)™
(1 + )N -1




Diskretizace Naradi Z-transformace Inverzni Z Pfiklady

Nabidka — poptavka

Popis problému

Mikroekonomicky model variace ceny vlivem nabidky a
poptavky popisuje pomoci dvou diferenénich rovnic vyvoj ceny
zboZi jako funkce nabidky tohoto zbozi na trhu (1. rovnice) a
poptavky po tomto zbozi (2. rovnice).

Rovnice nabidky fika, ze nabidka dnes zavisi na vcerejsi cené
a to tak, ze nabidka stoupa s rostouci cenou. Pro C > 0 plati

n(k) = Cc(k — 1) + Ax(k). (1)

Rovnice poptavky tika, ze poptavka dnes zavisi na dnesni cené
a to tak, ze poptavka klesa s rostouci cenou. Pro D > 0 plati

p(k) = —Dc(k) + Bx(k).

[m] = =



Nabidka — poptavka

Diferencni rovnice

Rovnost nabidky a poptavky
n(k) = p(k) 3)

pak vede na diferen¢ni rovnici prvniho fadu

(k) + setk— 1) = 2 xiw). @




Nabidka — poptavka

Transformace proménnych

Pro jednoduchost oznacime

D

Diferen¢ni rovnice ma v oznaceni c(k) = y(k) tvar

y(K) +y(k —1) = ax(k)




Nabidka — poptavka

Z-transformace diferenc¢ni rovnice

Za prepokladu x(k) = 1(k) dostaneme z rovnice

y(k) +vy(k = 1) = ax(k)

s pouzitim Z-transformace algebraickou rovnici
1 «

Y(2)+yz7 Y(2) = 17—

s freSenim v roviné Zve tvaru

«

Y(z)=

(1-z (A +yz7Y)




Nabidka — poptavka

Rozklad na parcialni zlomky

Rozkladem na parcialni zlomky

o ki ko

Y(z) = 1—z (A +~z ) 1-z1 3 +yz=1’
kde
ki = Im( -z YY) =-2
1= 1m g
ke = lim (1442 ")Y(z)= -2

z——y 1+~




Nabidka — poptavka

Rozklad na parcialni zlomky

Zpétna transformace funkce

« 1 0%
=5 (e o)

vede na feseni diferen¢ni rovnice

y(k) (1= =) 100,

. (6%
14y

které v pfipadé stabilniho trhu v = g < 1 urcuje limitni velikost
ceny
a B-A

li k) =
kl—>moo C( )

14y C+D




Nabidka — poptavka

Reseni

Pro nasledujici obrazek byly zvoleny hodnoty
A=100,B=120,C=3,D=4.
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