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Modelovánı́ systémů a procesů
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Diskretizace spojitého signálu
Jak se ze spojitého systému stane systém diskrétnı́

Analogové × digitálnı́ zpracovánı́ signálů
• dopravnı́ prostředky
• telekomunikačnı́ technologie
• multimédia

Spojitý signál vzorkujeme se vzorkovacı́ periodou T .
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Diskretizace systému
Hlavnı́ rysy

Diskretizacı́ systému
• zjednodušujeme jeho výpočetnı́ model,
• ztrácı́me ale mnoho užitečných informacı́ o tom, jak se

systém chová.

Nevhodnou volbou periody vzorkovánı́ můžeme dokonce spojitý
stabilnı́ systém transformovat na nestabilnı́ diskrétnı́ systém.
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Matematické nářadı́
Motivace

Analýza či návrh systému v časové oblasti (vstupy a výstupy
jsou funkcı́ času) jsou velmi pracné.

Převod do frekvenčnı́ oblasti (vstupy a výstupy jsou funkcı́
komplexnı́ proměnné nazývané úhlová frekvence) nám
• poskytuje fundamentálně odlišný nástroj k pochopenı́

funkce systému,
• často drasticky snı́žı́ složitost matematických výpočtů

potřebných pro analýzu systému.

Řekli jsme si, že pro analýzu spojitých systémů lze s výhodou
použı́t Laplaceovy transformace. Pro diskrétnı́ systémy existuje
podobný nástroj – Z-transformace.
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Z-transformace
Definice

Jednostranná Z-transformace posloupnosti f (n) je definována
nekonečnou řadou

F (z) =
∞∑

n=0

f (n)z−n,

kterou často označujeme F (z) = Z [f (n)].
Zpětná Z-transformace má tvar integrálu podél uzavřené křivky
C, jež obsahuje všechny singulárnı́ body funkce F (z). Pro
všechna n = 0,1, . . . ,∞ platı́

f (n) =
1

2πi

∮
C

F (z)zn−1dz ≡ Z−1 [F (z)] .
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Vlastnosti Z-transformace
Linearita

Z-transformace je lineárnı́:

Z

[∑
k

ak fk (n)

]
=

∑
k

akZ [fk (n)]

Z−1

[∑
m

bmFm(z)

]
=

∑
m

bmZ−1 [Fm(z)]
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Vlastnosti Z-transformace
Změna měřı́tka

Pro Z-transformaci platı́ věta o změně měřı́tka vzoru a obrazu:

a−nf (n) = Z−1 [F (az)]

F (a−1z) = Z
[
anf (n)

]
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Vlastnosti Z-transformace
Posunutı́

Věty o posunutı́ jsou velmi důležité pro transformaci
diferenčnı́ch rovnic na algebraické rovnice v Z-rovině,
podobně, jako je tomu u spojitých systémů s větami o obrazu
derivacı́ v Laplaceově transformaci.

Z [f (n −m)] = z−mZ [f (n)] = z−mF (z) |∀n−m<0: f (n−m)=0

Z [f (n + m)] = zm

[
Z [f (n)]−

m−1∑
ν=0

f (ν)z−ν
]

= zm

[
F (z)−

m−1∑
ν=0

f (ν)z−ν
]
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Vlastnosti Z-transformace
Transformace částečné sumy

Částečnou sumu posloupnosti f (n) lze transformovat jako

Z

[
n−1∑
ν=0

f (ν)

]
=

1
z − 1

Z [f (n)] =
1

z − 1
F (z)
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Vlastnosti Z-transformace
Transformace diferencı́

Pro m = 1,2, . . . ,∞ a diference m-tého řádu

∆0f (n) = f (n),

∆1f (n) = f (n + 1)− f (n),

∆mf (n) = ∆
[
∆m−1f (n)

]
platı́ tato věta o transformaci diferencı́:

Z
[
∆1f (n)

]
= (z − 1)F (z)− f (0)z

Z
[
∆2f (n)

]
= (z − 1)2F (z)− f (0)z(z − 1) + ∆1f (0)z
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Vlastnosti Z-transformace
Obraz konvoluce

Podobně, jako ve spojitém přı́padě, i pro Z-transformaci platı́
tato věta o transformaci konvolučnı́ sumy:

Z [f (n) ∗ g(n)] = Z

[ ∞∑
m=0

f (n −m)g(m)

]
= F (z) ·G(z)
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Vlastnosti Z-transformace
Derivace obrazu

Jednoduchá derivace obrazu F (z) se na vzoru f (n) projevı́ jako
násobenı́ proměnnou n:

Z [nf (n)] = z
dF (z)

dz
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Tabulka Z-transformace

f (n) = Z−1 [F (z)] F (z) = Z [f (n)]

δ(n) 1

1(n)
1

1− z−1

an 1
1− a · z−1

n
z−1

(1− z−1)2

n · an−1 z−1

(1− az−1)2
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Inverznı́ Z-transformace
Definice

Zpětná Z-transformace má tvar integrálu podél uzavřené křivky
C, která obsahuje všechny singulárnı́ body funkce Y (z). Pro
všechna n = 0,1, . . . ,∞ platı́

y(n) =
1

2πi

∮
C

Y (z)zn−1dz ≡ Z−1 [Y (z)] .
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Inverznı́ Z-transformace
Výpočet

Poté, co jsme vyřešili algebraickou rovnici a zı́skali
transformovaný obraz řešenı́ Y (z), je třeba tento obraz převést
zpět do roviny diskrétnı́ho času na hledanou funkci y(n).

V zásadě lze použı́t dva postupy:
• zpětná transformace pomocı́ definičnı́ho integrálu,
• rozklad řešenı́ na součet parciálnı́ch zlomků a použitı́

tabulek pro zpětnou transformaci primitivnı́ch funkcı́.

Pro praktické nasazenı́ je samozřejmě výrazně vhodnějšı́ druhá
varianta.
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Inverznı́ Z-transformace
Metoda výpočtu pomocı́ parciálnı́ch zlomků

Předpokládejme, že Y (z) =
Q(z)

N(z)
je racionálnı́ lomenou funkcı́.

O racionálnı́ lomené funkci
Q(z)

N(z)
řı́káme, že má nulové body

z0ν , jestliže Q(z0ν) = 0 a že má póly z∞µ, jestliže N(z∞µ) = 0.

Pokud má funkce
Q(z)

N(z)
jednoduché póly, potom

N(z) =
N∏
µ=1

(1−z∞µz−1) = (1−z∞1z−1)(1−z∞2z−1) . . . (1−z∞Nz−1)
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Inverznı́ Z-transformace
Rozklad racionálnı́ lomené funkce na parciálnı́ zlomky

Q(z)

N(z)
=

N∑
µ=1

kµ
1− z∞µz−1

=
k1

1− z∞1z−1 +
k2

1− z∞2z−1 + · · ·+ kN

1− z∞Nz−1 ,

kde
kµ = lim

z→z∞µ

(1− z∞µz−1)
Q(z)

N(z)
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Inverznı́ Z-transformace
Koeficienty kµ

kµ = lim
z→z∞µ

(1− z∞µz−1)
Q(z)

N(z)

= Q(z∞µ) lim
z→z∞µ

(1− z∞µz−1)
1

N(z)

= Q(z∞µ) lim
z→z∞µ

1
N(z)

1− z∞µz−1

= Q(z∞µ)
1

N ′(z∞µ)
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Inverznı́ Z-transformace
Rozklad racionálnı́ lomené funkce na parciálnı́ zlomky

Pro jednoduchost budeme dále psát z∞µ → zµ. Pro |az−1| < 1
platı́

Z−1
[

1
1− az−1

]
= Z−1

[ ∞∑
n=0

anz−n

]
= an

dostaneme

Z−1
[

Q(p)

N(p)

]
= Z−1

 N∑
µ=1

kµ
1− zµz−1

 =
N∑
µ=1

kµzn
µ.

Tı́m jsme (již podruhé) dokázali vzorec pro zpětnou
transformaci racionálnı́ lomené funkce s jednoduchými póly.
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Výška splátek
Popis problému

Jedna ze základnı́ch úloh úrokového počtu řešı́, jaká musı́ být
výše měsı́čnı́ splátky m, pokud si půjčı́me sumu S na dobu N
měsı́ců s fixnı́m ročnı́m úrokem p procent a měsı́čnı́m úročenı́.

Označı́me-li y(n) výši nesplaceného úvěru po n měsı́cı́ch,
obdržı́me pro měsı́čnı́ úrok µ = p/12 dlužné částky

y(0) = S
y(1) = y(0) · (1 + µ)−m
y(2) = y(1) · (1 + µ)−m

...
y(n + 1) = y(n) · (1 + µ)−m
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Výška splátek
Popis problému

Máte-li pocit, že na tento problém stačı́ použı́t vzoreček pro
součet prvnı́ch N prvků aritmetické posloupnosti, máte pravdu.

My si ale na této jednoduché diferenčnı́ rovnici budeme
ilustrovat řešenı́ pomocı́ Z-transformace.
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Výška splátek
Z-transformace diferenčnı́ rovnice

Za přepokladu y(0) = S dostaneme z rovnice

y(n + 1) = y(n) · (1 + µ)−m · 1(n)

s použitı́m Z-transformace algebraickou rovnici

z · Y (z)− z · S = Y (z) · (1 + µ)−m · 1
1− z−1

a z nı́ po vynásobenı́ z−1

Y (z)
[
1− (1 + µ)z−1

]
= S −m · z−1

1− z−1
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Výška splátek
Z-transformace diferenčnı́ rovnice

Pravou stranu ještě upravı́me

Y (z)
[
1− (1 + µ)z−1

]
=

S − (S + m)z−1

1− z−1

a vyjádřı́me Y (z)

Y (z) =
S − (S + m)z−1

(1− (1 + µ)z−1)(1− z−1)
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Výška splátek
Rozklad na parciálnı́ zlomky

Rozklad na parciálnı́ zlomky ve tvaru

Y (z) =
k1

1− z−1 +
k2

1− (1 + µ)z−1

najdeme jako

z−1 → 1 . . . k1 =
S − (S + m) · 1
1− (1 + µ) · 1

=
m
µ
,

z−1 → 1
1 + µ

. . . k2 =
S − (S + m) · 1

1+µ

1− 1
1+µ

= S − m
µ
.
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Výška splátek
Řešenı́ diferenčnı́ rovnice

Nesplacená částka po n měsı́cı́ch je tedy

y(n) =
m
µ

+ (S − (
m
µ

) · (1 + µ)n.

Pro původnı́ úlohu je y(N) = 0 a tedy

0 = m + (Sµ−m) · (1 + µ)N ,

a po troše úprav

m =
Sµ(1 + µ)N

(1 + µ)N − 1
.
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Nabı́dka – poptávka
Popis problému

Mikroekonomický model variace ceny vlivem nabı́dky a
poptávky popisuje pomocı́ dvou diferenčnı́ch rovnic vývoj ceny
zbožı́ jako funkce nabı́dky tohoto zbožı́ na trhu (1. rovnice) a
poptávky po tomto zbožı́ (2. rovnice).

Rovnice nabı́dky řı́ká, že nabı́dka dnes závisı́ na včerejšı́ ceně
a to tak, že nabı́dka stoupá s rostoucı́ cenou. Pro C > 0 platı́

n(k) = Cc(k − 1) +Ax(k). (1)

Rovnice poptávky řı́ká, že poptávka dnes závisı́ na dnešnı́ ceně
a to tak, že poptávka klesá s rostoucı́ cenou. Pro D > 0 platı́

p(k) = −Dc(k) + Bx(k). (2)
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Diskretizace Nářadı́ Z-transformace Inverznı́ Z Přı́klady Výška nesplaceného úroku Nabı́dka – poptávka

Nabı́dka – poptávka
Diferenčnı́ rovnice

Rovnost nabı́dky a poptávky

n(k) = p(k) (3)

pak vede na diferenčnı́ rovnici prvnı́ho řádu

c(k) +
C
D

c(k − 1) =
B −A
D

x(k). (4)
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Diskretizace Nářadı́ Z-transformace Inverznı́ Z Přı́klady Výška nesplaceného úroku Nabı́dka – poptávka

Nabı́dka – poptávka
Transformace proměnných

Pro jednoduchost označı́me

C
D
≡ γ , B −A

D
≡ α.

Diferenčnı́ rovnice má v označenı́ c(k) ≡ y(k) tvar

y(k) + γy(k − 1) = αx(k)
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Diskretizace Nářadı́ Z-transformace Inverznı́ Z Přı́klady Výška nesplaceného úroku Nabı́dka – poptávka

Nabı́dka – poptávka
Z-transformace diferenčnı́ rovnice

Za přepokladu x(k) ≡ 1(k) dostaneme z rovnice

y(k) + γy(k − 1) = αx(k)

s použitı́m Z-transformace algebraickou rovnici

Y (z) + γz−1Y (z) =
α

1− z−1

s řešenı́m v rovině Zve tvaru

Y (z) =
α

(1− z−1)(1 + γz−1)
.
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Diskretizace Nářadı́ Z-transformace Inverznı́ Z Přı́klady Výška nesplaceného úroku Nabı́dka – poptávka

Nabı́dka – poptávka
Rozklad na parciálnı́ zlomky

Rozkladem na parciálnı́ zlomky

Y (z) =
α

(1− z−1)(1 + γz−1)
=

k1

1− z−1 +
k2

1 + γz−1 ,

kde

k1 = lim
z→1

(1− z−1)Y (z) =
α

1 + γ
,

k2 = lim
z→−γ

(1 + γz−1)Y (z) =
αγ

1 + γ
.
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Diskretizace Nářadı́ Z-transformace Inverznı́ Z Přı́klady Výška nesplaceného úroku Nabı́dka – poptávka

Nabı́dka – poptávka
Rozklad na parciálnı́ zlomky

Zpětná transformace funkce

Y (z) =
α

1 + γ

(
1

(1− z−1)
+

γ

1 + γz−1

)
vede na řešenı́ diferenčnı́ rovnice

y(k) =
α

1 + γ

(
1− (−γ)k+1

)
1(k),

které v přı́padě stabilnı́ho trhu γ =
C
D
< 1 určuje limitnı́ velikost

ceny

lim
k→∞

c(k) =
α

1 + γ
=

B − A
C + D

.
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Diskretizace Nářadı́ Z-transformace Inverznı́ Z Přı́klady Výška nesplaceného úroku Nabı́dka – poptávka

Nabı́dka – poptávka
Řešenı́

Pro následujı́cı́ obrázek byly zvoleny hodnoty
A = 100,B = 120,C = 3,D = 4.
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