
Stabilita a vnitřńı popis systémů
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1. Stabilita LTI systémů

LTI systém klasifikujeme jako stabilńı, jestliže
reálná část pól̊u přenosové funkce ℜ(p∞µ) < 0 a jako
nestabilńı, jestliže reálná část pól̊u přenosové funkce
ℜ(p∞µ) > 0.
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Obrázek 1: Nestabilńı a stabilńı odezvy př́ıslušné po-
lohám pól̊u ℜ(p∞1) = β > 0 a ℜ(p∞2) = −α < 0

2. Dynamické vlastnosti

Na dynamických vlastnostech a časových odezvách
výsledného systému se pod́ılej́ı póly [p1∞µ, p2∞µ]
d́ılč́ıch přenosových funkćı

H1(p) =
Q1(p)

N1(p)
H2(p) =

Q2(p)

N2(p)
. (1)

Pro výsledný

• kaskádńı systém se poloha pól̊u neměńı, protože
součin přenosových funkćı

H1(p).H1(p) =
Q1(p)Q2(p)

N1(p)N2(p)

má shodné rozložeńı pól̊u s p̊uvodńımi sub-
systémy;

• paralelńı systém se poloha pól̊u neměńı,
protože součet přenosových funkćı

H1(p) + H1(p) =
Q1(p)N2(p) + Q2(p)N1(p)

N1(p)N2(p)

má shodné rozložeńı pól̊u s p̊uvodńımi sub-
systémy;

• zpětnovazebńı se poloha pól̊u významně měńı,
nebot’ plat́ı

H1(p)

1 + H1(p)H2(p)
=

Q1(p)N2(p)

N1(p)N2(p) + Q1(p)Q2(p)
(2)

Této vlastnosti záporné zpětné vazby se využ́ıvá
v oblasti ř́ızeńı (control theory) pro stabilizaci
systémů.

Př́ıklad

Naš́ım úkolem je nalézt přenosovou funkci systému,
který je tvořen tak, že k nestabilńımu systému
druhého řádu

H1(p) =
p2 + 3p + 2

p2 − p + 1

je zapojen zesilovaćı člen se ześıleńım B. Systém je
uzavřen zápornou zpětnou vazbou.
Výsledek

H(p) = B
p2 + 3p + 2

(B + 1)p2 + (3B − 1)p + 2B + 1
.

3. Vnitřńı popis dynamického systému

A,B,C,D H(p)
Stavový model lineárńıho časově invariantńıho
systému

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

převedeme pomoćı Laplaceovy na algebraické rovnice
rovnice tvaru

pX(p) − x(0) = AX(p) + BU(p) (3)

Y (p) = CX(p) + DU(p) (4)

Rovnici (6) uprav́ıme do tvaru

(p1 − A) X(p) = x(0) + BU(p)

a vypoč́ıtáme

X(p) = (p1 − A)−1
x(0) + (p1 − A)−1

BU(p).



Přenosová funkce je definována pro nulovou po-
čátečńı podmı́nku x(0) = 0. Po dosazeńı do rovnice
(7) dostáváme

Y (p) = C (p1 − A)−1
BU(p) + DU(p)

=
[

C (p1 − A)−1
B + D

]

U(p)
(5)

protože plat́ı Y (p) = H(p)U(p) je přenosová funkce

H(p) = C (p1 − A)−1
B + D . (6)

Pokud se jedná o ryźı systém, který nemá žádnou
př́ımou vazbu ze vstupu na výstup a tedy D = 0,
potom

H(p) = C (p1 − A)−1
B (7)

4. Př́ıklad - přenos a stavové rovnice

Uvažujme systém se dvěma vstupy a dvěma výstupy,
které jsou popsány soustavou dvou diferenciálńıch
rovnic

y′′1(t) + 4y′1(t) − 3y2(t) = u1(t)

y′1(t) + y′2(t) + y1(t) + 2y2(t) = u2(t)

Naš́ım úkolem je vypoč́ıtat přenosovou funkci. Řešeńı
se sestává ze dvou podstatných krok̊u:

1. Nalezeńı stavového popisu, který př́ısluš́ı
výchoźım rovnićım.

2. Nalezeńı přenosové funkce pomoćı
H(p) = C (p1 − A)−1

B + D.

Řešeńı

Stavový vektor je dán volbou

x1(t) = y1(t)

x2(t) = y′1(t)

x3(t) = y2(t)

ze které vyplývá popis ve stavovém tvaru, tj. dife-
renciálńı rovnicemi prvńıho řádu
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u1(t)
u2(t)
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(8)
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y1(t)
y2(t)

]

=

[

1 0 0
0 0 1
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x1(t)
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 (9)

Přenosovou matici H(p), pro kterou muśı platit
Y (p) = H(p)U(p)

[

Y1(p)
Y2(p)

]

=

[

H11(p) H12(p)
H21(p) H22(p)

] [

U1(p)
U2(p)

]

(10)

odvod́ıme pomoćı vztah̊u (10). Nejprve sestav́ıme
matici

(p1 − A) =





p −1 0
0 p + 4 −3
1 1 p + 2 .



 (11)

Determinant této matice je

det (p1 − A) = p3 + 6p2 + 11p + 3.

Tento polynom, bude jmenovatelem všech čtyř d́ılč́ıch
přenos̊u Hij(p). Adjungovaná matice k (p1 − A) je
dána subdeterminanty této matice a plat́ı

adj (p1 − A) =





p2 + 6p + 11 p + 2 3
−3 p(p + 2) 3p

−(p + 4) −(p + 1) p(p + 4)



 .

Po vynásobeńı zleva matićı C a zprava matićı B

dostáváme matici 2 × 2, jej́ıž jednotlivé prvky jsou
polynomy v proměnné p a odpov́ıdaj́ı čitateli jednot-
livých

C adj (p1 − A) B =

[

p + 2 3
−(p + 1) p(p + 4)

]

.

Výsledná přenosová matice je

H(p) =

[

p + 2 3
−(p + 1) p(p + 4)

]

p3 + 6p2 + 11p + 3
.
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