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Diferené¢ni rovnice a rekurentni relace

Na rekurentni formule muzeme nahlizet jako na dife-
ren¢ni rovnice. Slavna Fibonacciho éisla (Leonardo z
Pisy zvany Fibonacci, 1170-1250)

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55. ..

se odvozuji tak, ze nasledujici ¢islo je souttem dvou
predchozich ¢isel. Fibonacciho posloupnost byla po-
prvé popsidna k popsani rustu populace kraliku
(za ponékud idealizovanych podminek). Cislo f(n)
popisuje velikost populace po n mésicich, pokud
predpokladame, ze

e Prvni mésic se narod{ jediny par.

e Noveé narozené pary jsou produktivni od druhého
meésice svého zivota.

e Kazdy meésic zplodi kazdy produktivni par jeden
dalsi par.

e Kralici nikdy neumiraji, nejsou nemocni atd.

Uvedenou vlastnost muzeme zapsat ve tvaru reku-
rentni formule

fln+2) = f(n+1)+ fn). (1)

Jestlize polozime f(0) = 1, f(1) = 1, fesime re-
kurentni formuli obvyklymi metodami. Pomoci z-
transformace nalezneme

2 [F(z) = £(0) =27 f(1)] -
—2[F(z) - f(0)] = F(2) =0
(2)

a po upravée

F(2) [#* =2 =1] = 22f(0) + 2£(1) — 2f(0)  (3)

Dosadime poc¢atecni hodnoty posloupnosti f(0) = 1,
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Zpétnou z-transformaci odbrzime feSeni ve tvaru

n+l _ _n+l
s Z_

fln) = =
Zy — 2-

1-}-\/5 n+1 1_\/5 n+1 (5)
2 B 2

Obrazek 1. Fibonacciho spirdla v prirodé

Vypocet n-tého Fibonacciho ¢isla piimym dosa-
zenim do vysSe uvedeného explicitniho vzorce je sice
rychld metoda, avsak vzhledem ke zna¢né zaokrouh-
lovaci chybé, ktera se projevi pfi vypoctu za pouziti
¢isel v plovouci fadovou carkou je pro vétsi n ne-
pouzitelnd. Nejcastéjsim zpusobem vypoctu je re-
kurentni vypocet, ve kterém se zacind s hodnotami
f(0) a f(1) a postupné se vycisluji dalsi ¢leny po-
sloupnosti, pficemz v paméti sta¢i udrzovat hodnotu
dvou poslednich ¢lenti. Pro velmi vysoké hodnoty n



je mozno pouzit nasledujici vzorec, vyuzivajici mati-
cové operace:

E tﬂn - [f (fn@l)

f(n)

f(n—1) (6)

Diferen¢ni rovnice a ortogonalni polynomy

Na rekurentni relace pro vypocet klasickych orto-
gondlnich polynomt muzeme nahlizet jako na dife-
ren¢ni rovnice. Pro Cebysevovy polynomy mé reku-
rentni formule tvar

fn-‘r?(m) - 2$fn+1(x) + fn(x) =0.

Jestlize zavedeme oznaceni

(7)

folw) =1 fi(z) =Ti(z) ==, (8)

obdrzime Cebysevovy polynomy I. druhu Tj,(z),
jestlize zavedeme oznadceni

folx) =1 fi(z) = (9)
obdrzime Cebysevovy polynomy II. druhu U, (z).
Ukazeme jak pomoci z-transformace fesime dife-
renéni rovnici (7). S pouzitim pocateénich podminek
odvodime formule pro Cebysevovy polynomy Tj,(x),
Un(x). Pouzijeme vzorec pro posunuti
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Transformaci F'(z ~"™ diferenéni rovnice

an

dostavame

22F(2) =22 fo(x)—z2f1(x) =22 [2F(2) — 2fo(z)|+F

resp.

F(z)[1- 221 + 2_2] =[1- sz_l] folx)+=
(12)

Pro poc¢éteéni podminky (8) obdrzime
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(13)
zatimco pro pocatecni podminky (9) je
F(z)= Un(
(Z) U(Z) 1 — 2.%'2’_1 + 22 Z
(14)

V teorii ortogonalnich polynomu se funkce 7(z) a
U(z) nazyvaji vytvorujici funkce. Pély téchto funkei
se nachézeji v bodech 219 =z £V 22 — 1 Rozkladem
na parcialni zlomky potom nalezneme
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Zpétna z-transformace déava znamou algebraickou
formuli pro CebySevovy polynomy prvniho druhu
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vede na znémou algebraickou formuli pro Cebysevovy
polynomy druhého druhu
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