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Model fakulta - prémiovy Ukol Cislo 1

Na zakladé zprav o Cinnosti CVUT z let 2005 - 2009, které
naleznete na strankach http://www.cvut.cz , sestavte model

zahajeni 4-letého bakalarského a 2-letého magisterského
studia na fakulté dopravni v roce 2004/2005. Stavovy model
nastavte tak, aby odpovidal poctu studentti zapsanych do
prvnich ro¢nikl a poctu absolventi tak, jak je naleznete ve
zpravach o Cinnosti. Model sestavte v SIMULINKu a prokazte
Ciselnou shodu s Gdaji uvednymi v téchto zpravach.




Prémiovy Ukol Cislo 1

Prvnich pét Gspésnych fesiteldl obdrzi 2 body zapocitavané ke
zkousSce. Konec soutéZe je 31. bfezna t.r.




Dlvody pro pouziti

Laplaceova transformace vyznamné zjednoduSuje nékteré
operace, napfr.

e derivace = nasobeni proménnou p
e integrace = déleni proménnou p

e diferencialni rovnice n-tého fadu s konstantnimi koeficienty
= algebraické rovnice n-tého fadu

¢ konvoluce f(t) x g(t) = nasobeni F(p)G(p)




Laplaceova transformace - definice

Laplaceova transformace funkce f(t), ktera je nanejvys
polynomialniho ristu

f(t) = ag + art + apt? + --- + apt"

je definovana integralem

F(p) = /f(t)e_p‘dt = LI (t)].
0

Funkeci f(t) nazyvame vzorem a funkci F (p) Laplaceovym
obrazem.




Laplaceova transformace - definice

Zpétna Laplaceova transformace ma tvar integralu podél kfivky
v komplexni roviné p
1 C+ioo
f(t) = =— F(p)eP'dp = L1 [F(p)].
=5 | F)Mdp =Lt [F(p)
c—ioo
Praktické pocitani zpétné Laplaceovy transformace vychazi z

residuové véty, ktera pro racionalné lomené funkce v proménné
p vede v operatorovém poctu na Heavisideovu vétu! .

10liver Heaviside 1850-1925 o




Laplaceova transformace - vlastnosti

e Laplaceova transformace je linearni

L[Zakfk(t)] = Y allk®)] =) aFx(p)
k k k
£t [Z bmFm(p)]

Z bmL ™" [Fm(p)] = Z brmfm (t)




Laplaceova transformace - vlastnosti

e Véta 0 zméné méritka
_ 1 Py
F(p)=LIFO] = ZF (%)= LIf(at)
DUkaz: substituci at = 7

L[f(at)] = 7f(at)e‘ptdt = 7f(7-)e—§T%d7- _ 1 (E)
0 0

a a

QED?

fet

2Quod erat demonstrandum - zavéreéna formule diikazusEukleidovich = o




Laplaceova transformace - vlastnosti

e Véta 0 zméné meéfitka
_ 1./t _
(O =cFEL 5 () = £ Fp)

VSechny integralni transformace (Laplace, Fourier, Wavelets)
podléhaji Hesienbergové principu neurcitosti.

freq freq

time time

Obrazek: Casové-kmitottové rozlieni %




Laplaceova transformace - vlastnosti

e Véta o posunuti
LIft—7)] = e P L[f(t)]

DuUkaz: substitucit — 7 =

o0 [e.o]

L[ft—7)] = / f(t —7)e Pldt = / f(9)e P+Idy

-T

0
-0 e}
= P / f(0)e P'di + e P / F(9)eP'dy
—r 0

oo

= e‘pT/f(ﬁ)e‘p”dﬁ =e PF(p)

° fet

QED B, @ zrEr B DAl




Laplaceova transformace - vlastnosti

e VVéta o konvoluci
LIf(t)xg(t)] =L {/f(t T)g(T)dT] = F(p)G(p)
0

Dlkaz: se snaze provadi v diskrétnim case

DUsledek

£ly® = [Tnex - ndr| « ¥ ) =HEXE)




Laplaceova transformace - vlastnosti

e Véta o obrazu derivace funkce

E[f(t)] = F(p)

f(t) = pF(p) —f(0+)
- -
£ ;jtzf(t) = p2F(p) - pf(0+) — F'(0+)
ﬁ_gt:f(t)_ = p"F(p) — p"L(0+) — p"2/(0+) - — F("D(04)




Laplaceova transformace - vlastnosti

e Véta o obrazu derivace funkce
Diikaz: integrovanim per partés

E[%f(t)] = Ooo gt (t)e Pdt

— [f(t)e™]> — (-p) /0 Ti(n)e Pt
= —f(0+)+ pF(p).

Opakovanim tohoto procesu ziskame postupné

d2 ,
£ | §10] = P?F(p) - pi(04) - F(04)

QD o




Laplaceova transformace - vlastnosti

e Véta o obrazu integralu funkce

t
c [/f(f)dT] - %F(p)
0

Diikaz: integrovanim per partés

ch(T)dT] - /OOO (/tf(f)df) Pl
0
- = [/f ydre~ P‘} / f(t)e P'dt
= BF(p)- %




Laplaceova transformace - tabulky

f(t) = L1 [F(p)] F(p) = L[f(t)]
c+ioco 00
f(t) = zim E(p)e™dp | F(p) = /f(t)e—ptdt
c—ioco 0
5(t) 1
1
1(t) P

o = = = T Dace




Laplaceova transformace - tabulky

f(t) =L [F(p)] F(p) = LIf(t)]
e—at 1
p+a
. w
Sin wt m
p
cos wt m




Laplaceova transformace - tabulky

f(t) = L7 [F(p)]

F(p) = LIf(1)]

e sinwt %
(p+a)+w

e~ coswt %
(p+a)+w

tn

n!
er-l




Laplaceova transformace - tabulky

f(t) = L1 [F(p)] F(p) = L[f(1)]
tne—at n!
(P +a)*
2 _ 2
t cos wt (|c[>)2+7wi’)2
. 2w
tsinwt ﬁ




Laplaceova transformace - priklad 1

Integrac¢ni RC ¢lanek

Ul(t)

Diferencialni rovnici jsme si jiz odvodili

rcduc(t)

+uc(t) = ug(t).

dt




Laplaceova transformace - priklad 1

1 . .
Proa = RC a vstupni uy(t) = Upl(t) je

dy (t)

T + ay(t) = OéUol(t).

ProtoZe je to diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty,
mlZeme pouZit Laplaceovu transformaci a jeji viastnosti

L {d{j—f) +ay(t) = anl(t)} :

a obdrZime algebraickou rovnici pro neznamou Y (p)

1
pPY (p) —y(0) +aY(p) = aUp—.
P Je

o = = = T Dace




Laplaceova transformace - priklad 1

Rovnici upravime tak, Ze neznama bude na levé strané a
vSechny znamé konstanty na strané pravé

(P+a)Y(p) = an% +y(0).

a nalezneme feSeni v roviné p

aUg y(0) _Uo Yo Jry(o)
p(p+a) p+a p pt+ta pta

Y(p) =

S pomoci tabulek pak mizeme nalézt prot > 0 feSeni

y(t) =Uo(1—e™) +y(0)e™




Laplaceova transformace - priklad 1

uc()
o

L I
[ 5 10 15
t

Obrazek: Prlibéh nabijeni v zavislosti na hodnoté pocate¢niho stavu,
tedy zbytkového napéti y(0) = OV ay(0) = 4V




Laplaceova transformace - priklad 2

UvaZuijte LTI systém, ktery je prot > 0 popsan namérenymi
hodnotami vstupu x(t) = et + e =3t a vystupu y(t) = te =3,
Jak nalezneme impulsni odezvu?




Laplaceova transformace - priklad 2

Protoze plati

B 1 1 p+2

X(p) = P+l p+3 “(p+rL(p+3)
1

Y(p) = (p+1)2

aprotoZze Y (p) = H(p)X(p) je

Y (p)

_1
2

H(p) = p+1 )_1[ 2 1 ]

P+2)p+3) 2|p+3 p+2]

X(p)




Laplaceova transformace - priklad 2

S pomoci tabulek pak mizeme nalézt prot > 0 feSeni
h(t) =e=3 — Je2.

05

0.4

0.3

0.2

01

h)

oF

-0l

-0.2F

-03F

-0.4[

05 . . . | . 1 H H H
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t
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