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Zpétna Laplaceova transformace-definice

Jiz jsme si fekli, zpétna Laplaceova transformace ma tvar
integralu podél kfivky v komplexni roviné p
Ct+ioco

f(t) = % / F(p)eP'dp = L7 [F(p)].

c—ico

Pro racionalni lomené funkce v proménné p budeme
postupovat jinak.
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Zpétna Laplaceova transformace

Q(p)

O racionalni lomené funkci N fikame, Ze ma nulové body

Pov, jestlize Q(po,) = 0 a Ze ma poly p,, jestlize N(poo,) = 0.

Q(p)
N(p)

Pokud ma funkce =—— jednoduché poly, potom

n

N(p) = H(p - poou) = (p - pool)(p - pooZ) ce (p - poon)~

p=1




Zpétna Laplaceova transformace

Priklad a) Jestlize
N(p) = p° +3p?+6p+4=(p+1)(p*>+2p +4)
urCete rozklad na kofenové Cinitele.
Je samoziejmeé
N(p) = (P+1)(p*+2p+4) = (P +1)(p+1+2V3)(p+1-1V3)

takZe plati

3
N(p) =[] (P —pu) = (P —P1)(P — P2)(P — P3)-




Zpétna Laplaceova transformace

Poly v tomto pfipadé jsou

pp = -1
P2 = —1—2\/§
ps = ~1+41V/3

aplati N(py) = N(-1) = 0 atd.

Z tohoto prikladu plyne prvni krok, ktery musime pfi zpétné
Laplaceoveé transformaci provést: nalezeni kofend polynomu ve
jmenovateli racionalni funkce N(p)




Zpétna Laplaceova transformace

Rozklad racionalni lomené funkce na parcialni zlomky ma tvar

Q(p) _ Z Ky
N(p) p=1 p—- poo,u
k k k
— 1 + 2 4ot n
P—Pc1 P — P2 P — Poon
k1 ko Kn

= + +
P—P1 P—P2 P — Pn

kde k,, se nazyvaji residua...




Zpétna Laplaceova transformace

... a plati
k= lim (p— poou)%
= Q(Pocn)  fim (p — poou)ﬁ
= QPocu) M —F53
P — Pocy
= Q(pmu)m

o = E E T 9Dac



Zpétna Laplaceova transformace

Pro jednoduchost budeme dale psat p..,, — p,,. ProtoZe plati

£ [p - a] -e

dostaneme

2 [QP)] _ pa [ K | Ny ebt
- [N(p)]_ﬁ {Zp—pulzk“ep'




Zpétna Laplaceova transformace

Tim jsme dokazali tzv. Heavisidellv vzorec pro zpétnou
transformaci racionalni lomené funkce s jednoduchymi poly

ot {N(p)] Z N (o (Py) eput




Zpétna Laplaceova transformace - jak na to?

Jestlze N(p) = (p — p1)”*(p — p2)*2... (p — pn)’ ma nasobné
kofeny s nasobnosti 3;, musime predchozi postup modifikovat,
protoze plati

1
£ [e_at} p+a
cel = 6 i!a)z
21
L [tze‘”‘] = brap




Zpétna Laplaceova transformace - nasobné poly

Je ziejmé, Ze v inverzni transformaci hraji vysadni roli poly
racionalni lomené funkce. Proto se v dalSim mlzeme zabyvat
pouze takovymi racionalné lomenymi funkcemi, jejichz Citatel je
jednotkovy

H(p)zw-

Jestlize tedy

N(p) = (p — p2)™(p — P2)2...(p — pn)™

ma nasobné koreny, potom inverzni Laplaceova transformace
ma tvar...




Zpétna Laplaceova transformace - nasobné poly

1 t th-1
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Zpétna Laplaceova transformace - nasobné poly

Koeficienty k,(f'") mlZeme ziskat nasledujicim postupem.

Necht napfiklad
N(P) = (P —2)*(p+5)(p + 7).
Rozklad na parcialni zlomky hledame ve tvaru

1 kP kY kg

P-220+5(p+7) (-2 p-2 p+5 p+7




Zpétna Laplaceova transformace - nasobné poly

Vynasobime rovnici lenem (p — 2)?

(p—2)?
(P—2)2(p+5)(p+7)

=k +kMp-2)+

ko(p —2)%  ks(p—2)?
_l’_
p+5 p+7

a nalezneme limitu pro p — 2,

1 (2)

(245)(2+7) K




Zpétna Laplaceova transformace - nasobné poly

Odecteme-li vyraz m od obou stran plvodni rovnice
dostavame
1 B 1
(P—22%(p+5)(p+7) 63(p—2)>

kW Lk ke

p-2 p+5 p+7
resp. rovnici

1 —(p + 14) k:{l) k2 k3

63 (p-2(p+5p+7)] p-2 pi5 pr7




Zpétna Laplaceova transformace - nasobné poly

pro kterou se vypocet k,, redukuje na pfipad s jednoduchymi

poly a plati
4
(1 _ 2
k(" = T72 492
1
ke 2x 72’7
ks = 1

S 2x92°




Laplaceova transformace - priklad 1

Priklad 1
UvaZzujme linearni spojity systém, ktery je posany diferencialni
rovnici

y(t) +3y(t) + 2y(t) = 5u(t),

kde u(t) = 1(t) je jednotkovy skok a pocatecni stav systému je
dan hodnotamiy(t) ay(t) vcaset =0,t.y(0)=-1a
y(0)=2.

Mame nalézt feSeni y (t).




Laplaceova transformace - priklad 1

Po Laplaceove transformaci diferencialni rovnice dostaneme
algebraickou rovnici

p2Y () — py(0) — ¥(0) + 3pY (p) — 3y (0) + 2 (p) = g

S pouzitim pocatecnich podminek nalezneme feSeni
algebraické rovnice ve tvaru

5—p—p?

Y(p)=

p(p+1)(p+2)




Laplaceova transformace - priklad 1

Rozlozime racionalni lomenou funkci na parcialni zlomky

5 5 3

YR = o1t 2

Hledané feSenije prot > 0

_5 —t 3—2t
y(t)_2 5e +2e .

Prvni €len odpovida ustalenému stavu, dalsi dva ¢leny popisuji
prechodovy dgj.




Obecné resSeni diferencialni rovnici druhého radu

Priklad 2
Diferencialni rovnici

Y (t) +2ay(t) + (a% +b?)y(t) = u(t)
s pocatecnimi podminkami ve tvaru

y(0)=c1 a y(0)=c,

feSime pomoci Laplaceovy transformace.




Obecné resSeni diferencialni rovnici druhého radu

ProtoZe plati
L(%y(t)) = pY(p) —y(0)
2
c (%y(t)) — p2Y(p) - py(0) — y(0)

nalezneme Laplaceovou transformaci diferencialni rovnice jeji
algebraicky tvar

p2Y (p)—py(0)—y(0)+2a(pY (p)—y(0))+(a*+b?)Y (p) = U(p).




Obecné resSeni diferencialni rovnici druhého radu

VyreSime predchozi rovnici vzhledem k obrazu vystupni
veli¢iny Y(p) a dostavame

(p?+2ap + (a2 + b)) Y (p) = U(p) + Py (0) +Y(0) +2ay(0)

nebo

U(p) +c2 + (p + 2a)cy
(p+a+ib)(p+a—ib)

Y(p) =




Obecné resSeni diferencialni rovnici druhého radu

Pfenosova funkce H(p) je definovana jako podil obrazu vystupu

k obrazu vstupu % pro nulové pocatecni podminky a tedy
Y (p) 1

") =Tp) = prard)pra_)




Obecné resSeni diferencialni rovnici druhého radu

Impulsni odezvu urcime jako zpétnou Laplaceovu transformaci
prenosové funkce a plati

L-Y(H(p)) = £ (W} _ %e—a* sin bt




Obecné resSeni diferencialni rovnici druhého radu

Pfechodovou odezvu s(t) ur€ime zpétnou Laplaceovu

transformaci s(t) = E—l(H(p)%) a plati

o (p((p+z:)2+b2)) £ (ahlrb2 [% - (IOJIE:;F)ZZ"jlr bZD -

_ o1 1 1 p+a B a

B a2+b2|p (p+a2+b2 (p+a)?+b2
1

a2+ b?

[1 —e ¥ cosht — %e‘at sin bt} )




Obecné resSeni diferencialni rovnici druhého radu

Pfechodovou odezvu s(t) ur¢ime zpétnou Laplaceovu
transformaci

= 1 1  p+2a a
az+b2|p (p+ap@+b?])

1 —at a —at o
Z1b? [1—e cosht — —e smbt]

b




Zpétna Laplaceova transformace - pfiklad 3

Ukazte, ze
2 7a2
-1 zp(p2+2 ) ~| = cos®at
(p* +a%)(p* + 92%)

E 051
v
8 of

o 1 2 3 N 6 7 8

Obrazek: Priibéh funkce cos® at pro a = /2. %

o < =» «=» T 9Dar




Zpétna Laplaceova transformace - pfiklad 3

Pouzijeme-li vztah
cos3at = 4cos®at — 3cosat,

mame podle tabulek

3 — _ p 3p
L [4cos at} = L[cos3at + 3cosat] = 0+ 922 + 2t az
ktery snadno upravime do tvaru
p 3p 3p? + 27a% + p? + a? p? +7a?

pProa prral P (p?ra?)(p? o) " (p?+a?)(p 9a%)

QED
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