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Inverznı́ matice - přı́klad matice 2 × 2

Pro matici 2 × 2

A =

[

a11 a12

a21 a22

]

je inverznı́ matice

A−1 =
1

a11a22 − a12a21

[

a22 −a12

−a21 a11

]

přičemž násobenı́m snadno ověřı́me, že

A A−1 =

[

1 0
0 1

]
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Inverznı́ matice pomocı́ Cramerova pravidla

Algebraickým doplňkem k prvku aik v matici n × n

A =











a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

an1 an2 . . . ann











je subdeterminant ∆ik , který vznikne vyškrtnutı́m i-tého řádku a
k-tého sloupce. Prvky inverznı́ matice jsou potom

A−1
ℓ m =

(−1)ℓ+m∆m ℓ

∆
,

kde det(A) = ∆.
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Přenosová funkce a vnitřnı́ popis - přı́klad 1

Uvažujme systém se dvěma vstupy a dvěma výstupy, které jsou
popsány soustavou dvou diferenciálnı́ch rovnic

ÿ1(t) + 4ẏ1(t) − 3y2(t) = u1(t)

ẏ1(t) + ẏ2(t) + y1(t) + 2y2(t) = u2(t)

Máme nalézt přenosovou matici Hij(p) o rozměru 2 × 2,
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Přenosová funkce a vnitřnı́ popis - přı́klad 1

Stavový vektor je dán volbou

x1(t) = y1(t)

x2(t) = ẏ1(t)

x3(t) = y2(t)

ze které vyplývá popis ve stavovém tvaru, tj. diferenciálnı́
rovnicemi prvnı́ho řádu.
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Přenosová funkce a vnitřnı́ popis - přı́klad 1





ẋ1(t)
ẋ2(t)
ẋ3(t)



 =





0 1 0
0 −4 3

−1 −1 −2









x1(t)
x2(t)
x3(t)



+





0 0
1 0
0 1





[

u1(t)
u2(t)

]

[

y1(t)
y2(t)

]

=

[

1 0 0
0 0 1

]





x1(t)
x2(t)
x3(t)
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Přenosová funkce a vnitřnı́ popis - přı́klad 1

Přenosovou matici H(p), pro kterou musı́ platit
Y (p) = H(p)U(p)

[

Y1(p)
Y2(p)

]

=

[

H11(p) H12(p)
H21(p) H22(p)

] [

U1(p)
U2(p)

]

odvodı́me pomocı́ vztahů (3)
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Přenosová funkce a vnitřnı́ popis - přı́klad 1

Nejprve sestavı́me matici

(p1 − A) =





p −1 0
0 p + 4 −3
1 1 p + 2 .





Determinant této matice je

det (p1 − A) = p3 + 6p2 + 11p + 3.

Tento polynom, bude jmenovatelem všech čtyř dı́lčı́ch přenosů
Hij(p).
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Přenosová funkce a vnitřnı́ popis - přı́klad 1

Adjungovaná matice k (p1 − A) je dána subdeterminanty této
matice a platı́

adj (p1 − A) =





p2 + 6p + 11 p + 2 3
−3 p(p + 2) 3p

−(p + 4) −(p + 1) p(p + 4)





.
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Přenosová funkce a vnitřnı́ popis - přı́klad 1

Po vynásobenı́ zleva maticı́ C a zprava maticı́ B dostáváme
matici 2 × 2, jej́ıž jednotlivé prvky jsou polynomy v proměnné p
a odpovı́daj́ı čitateli jednotlivých přenosů.

C adj (p1 − A) B =

[

p + 2 3
−(p + 1) p(p + 4)

]

.
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Přenosová funkce a vnitřnı́ popis - přı́klad 1

Výsledná přenosová matice je

H(p) =

[

p + 2 3
−(p + 1) p(p + 4)

]

p3 + 6p2 + 11p + 3
.
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Přenosová funkce a vnitřnı́ popis - přı́klad 2

u(t)

x3(t)

y(t) = x1(t)

vozidlo

pérovánı́ (ks)
tlumič (kd)

pneumatika (kt)

cesta

mj

Mk
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Přenosová funkce a vnitřnı́ popis - přı́klad 2

Na obrázku je model zavěšenı́ kola vozidla a jeho odpruženı́ s
koeficienty tuhosti kt, ks a kd. Jestliže platı́ pohybové rovnice

M ẍ3(t) + kt [x3(t) − u(t)]− ks [x1(t) − x3(t)] − kd [ẋ1(t)− ẋ3(t)] = 0

m ẍ1(t) + ks [x1(t) − x3(t)] + kd [ẋ1(t)− ẋ3(t)] = 0

nalezněte stavový popis s použitı́m vektoru stavových
proměnných [x1(t) x2(t) x3(t) x4(t)] .

Nalezněte přenosovou funkci H(p) =
Y (p)
U(p)

, která

charakterizuje chovánı́ vozidla v závislosti na povrchu vozovky .

prof. Miroslav Vlček K611MSAP – 8. přednáška



Přenosová funkce a vnitřnı́ popis - přı́klad 2

Zvoĺıme

x1(t) = y(t) , ẋ1(t) = x2(t) ,

x3(t) , ẋ3(t) = x4(t)

a dostáváme soustavu rovnic

ẋ1(t) = x2(t) ,

ẋ2(t) = −

ks

m
[x1(t)− x3(t)]−

kd

m
[ẋ1(t)− ẋ3(t)] ,

ẋ3(t) = x4(t)

ẋ4(t) = −

kt

M
[x3(t) − u(t)] +

ks

M
[x1(t)− x3(t)] +

kd

M
[ẋ1(t) − ẋ3(t)]
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Přenosová funkce a vnitřnı́ popis - přı́klad 2

Rovnice převedeme na stavový popis















ẋ1(t)

ẋ2(t)

ẋ3(t)

ẋ4(t)















=



















0 1 0 0

−

ks

m
−

kd

m
ks

m
kd

m
0 0 0 1

ks

M
kd

M
−

ks + kt

M
−

kd

M

































x1(t)

x2(t)

x3(t)

x4(t)















+



















0

0

0

kt

M



















u(t)
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Přenosová funkce a vnitřnı́ popis - přı́klad 2

a

y =
[

1 0 0 0
]















x1(t)

x2(t)

x3(t)

x4(t) .
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Přenosová funkce a vnitřnı́ popis - přı́klad 2

Máme matice stavového popisu ve tvaru

A =



















0 1 0 0

−

ks

m
−

kd

m
ks

m
kd

m
0 0 0 1

ks

M
kd

M
−

ks + kt

M
−

kd

M



















B =



















0

0

0

kt

M



















a
C =

[

1 0 0 0
]
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Přenosová funkce a vnitřnı́ popis - přı́klad 2

a platı́ H(p) = C (p1 − A)−1B t.j.

H(p) =
1
∆

[

1 0 0 0
]

×















∗ ∗ ∗ −∆41

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗















×



















0

0

0

kt

M



















=

=
(kd p + ks) kt

(M p2 + kt) (m p2 + kd p + ks) + m (kd p + ks)p2

kde ∗ označuj́ı prvky inverznı́ matice, které nemusı́me pro
přenosovou funkci počı́tat a ∆ je determinant ∆ = det (p1 − A).
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Kaskádnı́ řazenı́

H(p) = H1(p).H2(p)

Pro výslednou přenosovou funkci kaskádnı́ho řazenı́ dvou
subsystémů platı́

H(p) =
Y1(p)
U(p)

.

Y (p)
Y1(p)

=
Y1(p)
U1(p)

.

Y (p)
U2(p)

= H1(p).H2(p)

H1(p) H2(p)- - - - -
U(p) U1(p) Y1(p)U2(p) Y2(p) Y (p)

H(p) = H1(p)× H2(p)
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Paralelnı́ řazenı́

H(p) = H1(p) + H2(p)

Pro výslednou přenosovou funkci paralelnı́ho řazenı́ dvou
subsystémů platı́

H(p) =
Y1(p)
U(p)

+
Y2(p)
U(p)

= H1(p) + H2(p)
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Zpětnovazebnı́ řazenı́

H(p) =
H1(p)

1 + H1(p).H2(p)

H2(p)

H1(p)�
��
+
−

- ---

�

6

-
U(p) Y (p)Y1(p)

U2(p)Y2(p)

U1(p)
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Zpětnovazebnı́ řazenı́

Pro výslednou přenosovou funkci zpětnovazebnı́ho řazenı́ dvou
subsystémů odvodı́me postupně

na výstupu Y1(p) = Y (p) = U2(p)

na vstupu U1(p) = U(p)− Y2(p) .

Nynı́ vyjádřı́me výstupnı́ Y1(p) a Y2(p) pomocı́ dı́lčı́ch
přenosových funkcı́ a dostaneme

Y (p) = H1(p)U1(p)

= H1(p) (U(p)− Y2(p))

= H1(p) (U(p)− H2(p)U2(p))

= H1(p) (U(p)− H2(p)Y (p))
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Zpětnovazebnı́ řazenı́

Vyjádřı́me nakonec

Y (p) + H1(p)H2(p)Y (p) = H1(p)U(p)

a je

H(p) =
Y (p)
U(p)

=
H1(p)

1 + H1(p)H2(p)
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Zpětnovazebnı́ řazenı́

Přenos systému s jednoduchou zápornou zpětnou vazbou je
dán poměrem přenosu přı́mé větve ku přenosu celé rozpojené
smyčky zvětšenému o 1.

Pokud je zpětný signál na vstupu přičı́tán, hovořı́me o kladné
zpětné vazbě s znaménko ve jmenovateli je opačné

H(p) =
Y (p)
U(p)

=
H1(p)

1 − H1(p)H2(p)
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Dynamické vlastnosti spojovaných subsystémů

Na dynamických vlastnostech a časových odezvách se podı́lej́ı
póly dı́lčı́ch přenosových

[

p1∞µ,p2∞µ

]

funkcı́. Pro výsledný

• kaskádnı́ systém se poloha pólů neměnı́

• paralelnı́ systém se poloha pólů neměnı́

• zpětnovazebnı́ se poloha pólů významně měnı́
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Domácı́ úkol

Opakujte si Laplaceovu transformaci...

... nebot’ přijde dalšı́ test!
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