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Diferencni rovnice

any(n+N)+an_1y(n+N—1)+...apy(n)
=byu(n+N)+by_su(n+N —1)+...bou(n)




Diferencni rovnice

Pokud chceme nalézt odpovidajici pfenosovou funkci, musime
mit na pameéti, Ze vSechny pocatecni podminky

y(0) =y(1) = =y(N-1) =0

u(0)=u(l)=---=u(N-1)=0

jsou nulové!




Diferencni rovnice a prenosova funkce

Potom z-transformace je jednoducha

(aNZN + aN_]_ZN_l

+..a0)Y(2)
= (bNZN + bN_lZN_l +... bo)U(Z)




Pfenosovoa funkce

Pfenosova funkce je potom H(z) = % a ma tvar racionalni
lomené funkce v proménné z—1
N
by_mz™™
H(z) = 20 = oz) ®

- N(2)

N
n=0

Vztah mezi pfenosovou funkci H(z) a impulsni odezvou h(n) je
dan z transformaci




Vnejsi a vnitfni popis

Naleznéte pfenosovou funkci H(z) diskrétniho LTI systému
popsaného stavovymi rovnicemi

x(n+1) = Mx(n)+ Nu(n)
y(n) = Cx(n)

PFi odvozeni pouZzijte z-transformaci ! Ktera matice ve stavovém
popisuje je rozhodujici pro stabilitu feSeni ?




VnéjSi a vnitini popis

S pomoci vztaht pro z-transformaci transformujeme rovnice

x(n+1) = Mx(n)+ Nu(n)
y(n) = Cx(n)

na

z(X(z) —x(0)) = MX(z)+NU(z)
Y(z) = CX(z).




Reseni diferenénich rovnic

ProtoZe prenosova funkce je definovana pro x(0) = 0,
obdrzime z prvni rovnice

X(z) =(z1-M)"INU(z)
a dosazenim do druhé rovnice je
Y(z) = C(z1-M)INU(z).

Pfenosova funkce H(z) je tedy

H(z) = C(z1-M)"IN.




Pfrevod spojitého systému na diskrétni

Spojity systém popsany stavovymi rovnicemi

x(t) = Ax(t)+Bu(t), 3)
y(t) = Cx(t)+Du(t), 4)

mlZeme prevést na ekvivalentni diskrétni systém tak, Ze Cas t
nahradime diskrétnimi €asovymi okamziky t = nT, kde T je
vzdalenost mezi nasledujicimi ¢asovymi okamziky.




Pfrevod spojitého systému na diskrétni

VSechny veli¢iny méfime pouze v €ase t = nT a proto
X(t) = x(nT) — x(n),
y(t) =y(nT) —y(n),
u(t) =u(nT) — u(n).

Derivaci stavu x(t) nahradime v prvnim priblizeni prvni
diferenci

%(t) ~ x((n+1)T) —x(nT)

- %(x(n +1)—x(n)). ()

T




Pfrevod spojitého systému na diskrétni

Dosazeni do (1) a (2) dostaneme po Gpravé diskrétni tvar
stavovych rovnic

x(n+1) = (1+TA)x(n)+TBu(n) (6)
y(n) = Cx(n)+Du(n) )

resp.
x(n+1) = Mx(n)+Nu(n) (8)

y(n) = Cx(n)+Du(n) (9)




Bilinearni transformace

Odvozeni bilinearni transformace, kterou miizeme prevést
popis spojiteho systému na diskrétni, Ize odvodit nékolika
ekvivalentnimi zplisoby. Regeni diferencialnich rovnic
numerickou integraci lichobéZnikovou metodou vede na
bilinearni transformaci zplisobem, ktery je pouzivan v teorii
fizeni. Zde je velmi Casto spojovana se jménem Tutsinova
transformace 1.

tJohnson J. R.: Introduction to Digital Signal Processing, %
Prentice-Hall Inc., 1989 o < =, «z» T Haco



Bilinearni transformace

Vzorkovani analogového signalu a Laplaceova transformace
vzorkovaci funkce vede na ekvivalenci

z7lre T, (10)

Komplexni kmitoCet p Ize ziskat Gpravou vztahu (10)

p:%lnz. (12)




Bilinearni transformace

Abychom se vyhnuli transcendentnim funkcim pfi vyjadfovani
prenosovych vlastnosti, rozvineme pravou stranu rovnice (11) v
fadu, pficemz v dalSich Gvahach vezmeme v Gvahu jen prvni
¢len rozvoje. Plati

Inz = —

z-1 (z—1)2+(z—1)3_m

1 2 3
z-1 1z-1,

_ - 12
(5 (12)
z—-1 1z-1 1z-1

= 2 - 34 = 54,
z+1+3(z+1) +5(z+1) * ]




Bilinearni transformace

Po dosazeni do vztahu (11) vZdy prvnich ¢lent rozvoje funkce
Inz ziskame tfi transformace z — p, které jsou v literatufe
oznacovany jako FD (forward difference), BD (backward
difference) a bilinearni transformace.




Bilinearni transformace

VSimnéme si jakym zplisobem bilinearni transformace
transformuje imaginarni osa kmitoGtQ:

21— e—ij 2 eij/Z o e—ij/Z

Q= T1redwr T goT/2 geT/2
.2 sin(wT/2) .2 wT
= =7 /7 _i= —_— 13
T Cos(wT j2) ~IT 1" (13)

Z rovnice (13) mlZeme vyvodit, Ze kmitoCtové osy jsou
vzajemneé zkreslené a plati

2 wT
— Ztan" . 14
Q T tan = (14)




Bilinearni transformace

spojity cas

diskrétni €as

d
YO =x0

nT

4y /nT (t)dt
—y(t)dt = x(t
n—1)T dty( ) (n—1)T

integrace diferencialni rovnice

(o) —y((n — ) = 7 XEAOZ DD

numericka integrace

Y@@ -2 = TX@@ 2

z-transformace

pY (p) = X(p)

Laplaceova transformace

21-z71

?ﬁY(Z) =X(z)




Bilinearni transformace

A p-rovina 413(2)

. /\z-ro_v»ina
0 R(p) '1\ Jl Rz)

Obrazek: Zobrazeni roviny p na rovinu z pfi transformaci
21—zt
P=T17771-




Bilinearni transformace

e
_ 2 QT

//"3

B
« -0
— H : T
= Ha(o)t Qp = 2tan( "
Nl = _ 2 wsT
I N Qs = =tan( =5

N e =3

Qs TS0

Obrazek: Zkresleni kmito€tovych os pfi bilinearni transformaci

analogového dolni propusti na €islicovou dolni propust.

o F = = =
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