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Základńı diskrétńı signály

Vznik diskrétńıch signál̊u

• přirozeně např. pr̊uměrné denńı teploty, denńı
kurzy, počty student̊u

• vzorkováńım spojitých signál̊u např. naměřeńı
teploty každou hodinu, měřeńım pr̊utoku

Diskrétńı jednotkový impuls je v diskrétńı oblasti
definován vztahem:

δ(n) =

{

1 pro n = 0
0 pro n 6= 0 .

(1)

Jednotkový skok je v diskrétńı oblasti značen 1(n)
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Obrázek 1: Diskrétńı signály a) jednotkový im-
puls, b) posunutý jednotkový impuls, c) jednot-
kový skok.

a definován vztahem

1(n) =

{

1 pro n ≥ 0
0 pro n < 0

(2)

Funkci jednotkového skoku použ́ıváme při popisu
kauzálńıho systému nebo při definici diskrétńı po-
sloupnosti pro n > 0.
Pokud spojitý sinusový signál f(t) = sin ωt s pe-
riodou T = 2π/ω vzorkujeme s periodou T0 > 0,
źıskáme diskrétńı sinusový signál

f [n] = f(nT ) = sin ωnT0 , (3)

kde n = 0, ±1, ±2, . . . Diskrétńı signál f(n) je
periodický, jestliže existuje kladné celé č́ıslo N ta-
kové, že plat́ı

f(n) = f(n + N) = f(n + 2N) = . . . = f(n + kN)
(4)

pro všechna n z intervalu (−∞, ∞) a pro libovolné
celé k.Potom N se nazývá perioda diskrétńıho
signálu. Spojitá sinusovka sin ωt je periodická
pro libovolné ω. Vzorkovaná sinusová posloup-
nost však nemuśı být nutně periodická pro každé
ω a pro každou vzorkovaćı periodu T0. Funkce
sin ωnT0 je periodická jen tehdy, pokud existuje
celé č́ıslo k, pro které

N =
2kπ

ωT0

(5)

je celé kladné č́ıslo.

Vstup a výstup

Odezvu systému na jednotkový impuls δ(n)
budeme nazývat impulsńı odezvou a pro obecný
popis systémové funkce T [∗] plat́ı

h(n) = T [δ(n)] & h(n,m) = T [δ(n − m)] .
(6)

Jednotkový skok 1(n) je posloupnost jedniček od
počátku časové osy n = 0, kterou můžeme zapsat
pomoćı součtu

1(n) =
n

∑

m=0

δ(n − m) = (7)

= δ(n) + δ(n − 1) + δ(n − 2) + . . . ,

Odezva systému na jednotkový skok 1(n) se
nazývá přechodová odezva s(n) a plat́ı

s(n) = T [1(n)] = T
[

n
∑

m=0

δ(n − m)

]

=
n

∑

m=0

T [δ(n − m)]

=
n

∑

m=0

h(n,m) . (8)

Postupná úprava rovnice (8) je umožněna právě
d́ıky linearitě systému, kterou budeme studovat



pro obecný vstupńı signál

x(n) =
∞
∑

m=−∞

x(m)δ(n − m) . (9)

Na obrázku 1 je podrobně znázorněna souvis-
lost mezi posloupnost́ı jedniček, které tvoř́ı bázi
pro diskrétńı signály, jehož každá komponenta je
vyjádřena součinem x(m)δ(n − m). Př́ıklad po-
sloupnosti př́ıslušné jednotkovému skoku

1(n) =
25
∑

m=0

δ(n − m)

a odpov́ıdaj́ıćı posloupnost konečného signálu

x(n) =
25
∑

m=0

x(m)δ(n − m)
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Obrázek 2: Posloupnost jednotkového skoku 1(n)
a př́ıslušná posloupnost signálu x(n)

Lineárńı a nelineárńı

Řekli jsme si, že systém neńı nic jiného, než
černá skř́ıňka black box, kterou se velmi často
pokouš́ıme nejprve identifikovat a poté reprodu-
kovat. Při identifikaci se nejprve ptáme, zda se
jedná o systém lineárńı, potom pro vstupńı x(n)
a výstupńı y(n) signál plat́ı princip superpozice

y(n) = T [x(n)] = T
[

∞
∑

m=−∞

x(m)δ(n − m)

]

=
∞
∑

m=−∞

x(m)T [δ(n − m)]

=
∞
∑

m=−∞

x(m)h(n,m) (10)

• Př́ıklad lineárńıho systému

Kombinace dvou r̊uzných vstupńıch signál̊u
x(n) = a1x1(n) + a2x2(n)

a1 [y1(n) + ay1(n − 1)] = a1x1(n)

a2 [y2(n) + ay2(n − 1)] = a2x2(n) (11)

dává lineárńı kombinaci výstupńıch signál̊u a
pro y(n) = a1y1(n) + a2y2(n) plat́ı

y(n) + ay(n − 1) = x(n) . (12)

• Př́ıklad nelineárńıho systému - numerický

výpočet odmocniny

y(n) =
1

2

[

y(n − 1) +
x(n − 1)

y(n − 1)

]

. (13)

Odmocnina z č́ısla 10 je s přesnost́ı na 10 de-
setinných mı́st rovna

√
10 = 3.16227766017.

Pro x(n−1) ≡ x(0) = 10 dostáváme postupně
y(1) = 3 y2(1) = 9
y(2) = 3.165 y2(2) = 10.017225
y(3) = 3.162278 y2(3) = 10.00000214928
y(4) = 3.1622776601 y2(3) = 9.999999999568
...

...

Časově invariantńı, stacionárńı, konvoluce

Pokud se jedná o systém časově invariantńı,
jsou všechny události v čase závislé pouze na
časovém intervalu (rozd́ılu časových událost́ı) n−
m, nikoliv na každém časovém okamžiku n a m
samostatně.

dneska . . . y(n) = T [x(n)]

včera . . . y(n − 1) = T [x(n − 1)] (14)

...

potom také rovnice (6) pro impulsńı odezvu přejde
z maticového tvaru na prostý vektorový zápis

h(n,m) → h(n − m) = T [δ(n − m)] . (15)

V d̊usledku časové invariance dostáváme z rovnice
(10) konvolučńı sumu

y(n) =
∞
∑

m=−∞

h(n−m)x(m) =
∞
∑

k=−∞

h(k)x(n−k) ,

(16)
která bývá občas značená

y(n) = h(n) ∗ x(m) = x(n) ∗ h(n) . (17)



• Př́ıklad časově invariantńıho systému

Uvažujme mikroekonomický systém variace
ceny popsaný diferenčńı rovnici

y(n) + ay(n − 1) = x(n) . (18)

Protože jej́ı koeficienty nezáviśı na čase, tj. a
neńı funkćı n, zachovává tato rovnice tvar při
záměně n → n − m tvar. Impulsńı odezva je
potom

h(n) = (−a)n1(n) (19)

Pokud se budeme ptát na přechodovou ode-
zvu, obdrž́ıme

s(n) =
n

∑

m=0

h(n − m) =
n

∑

k=0

h(k) (20)

= 1(n)
n

∑

k=0

(−a)k = 1(n)
1 − (−a)n+1

1 − (−a)

• Př́ıklad časově proměnného systému

Uvažujme diferenčńı rovnici

y(n) + ny(n − 1) = x(n) . (21)

Protože koeficient u y(n−1) záviśı na čase, ne-
zachovává tato rovnice tvar při záměně n →
n − m tvar. Impulsńı odezva je potom

h(n) = (−1)nn!1(n) (22)

Kauzálńı, př́ıčinný systém

Výstupńı signál y(n) kauzálńı systému záviśı
pouze na současných a minulých hodnotách
vstupńıho signálu {x(n), x(n − 1), x(n − 2), . . .}
takže v konvolučńı sumě (16)

y(n) =
∞
∑

k=−∞

h(k)x(n − k) (23)

=
−1
∑

k=−∞

h(k)x(n − k) +
∞
∑

k=0

h(k)x(n − k)

muśıme položit všechny členy impulsńı odezvy
h(k) = 0 pro k < 0. Konvolučńı suma pro lineárńı,
časově invariantńı a kauzálńı systém má tvar

y(n) =
∞
∑

k=0

h(k)x(n − k) . (24)

V mnoha př́ıpadech z reálného prosťred́ı máme
jednoznačně definovaný počátek pozorováńı.

Jestliže tedy budeme uvažovat vstupńı a
výstupńı signály, které jsou nulové pro n ≤ 0 a
x(n) 6= 0, y(n) 6= 0 pouze pro n ≥ 0, potom plat́ı

y(n) =
n

∑

k=0

h(k)x(n−k) =
n

∑

k=0

x(k)h(n−k) . (25)

Lineárńı časově invariantńı kauzálńı analo-

gový systém

Podobně můžeme postupovat v analogovém
př́ıpadě a odvodit pro lineárńı časově invariantńı
systém konvolučńı integrál

y(t) =

∫

∞

−∞

x(τ)h(t− τ)dτ =

∫

∞

−∞

h(τ)x(t− τ)dτ .

(26)
Uvedený integrál opět nazýváme konvolućı a velmi
často ho označujeme jako

y(t) = h(t) ∗ x(t) . (27)

Funkce h(t) se nazývá impulsńı odezva. Jedná se
o výstupńı signál filtru, na jehož vstupu se uplatńı
Dirac̊uv impuls x(t) = δ(t). Plat́ı totiž

y(t) =

∫

∞

−∞

h(τ)δ(t − τ)dτ = h(t) . (28)

Z d̊uvod̊u kauzality, která vyjadřuje zachováńı
př́ıčinné posloupnosti událost́ı při transformaci
signálu ze vstupu na výstup, požadujeme

h(t) 6= 0 pro t ≥ 0 , (29)

h(t) = 0 pro t < 0 . (30)

Potom přirozeně můžeme konvolučńı integrál (26)
psát ve tvaru

y(t) =

∫

∞

0

h(τ)x(t − τ)dτ . (31)


