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Abstrakt4

Na rozd́ıl od př́ıklad̊u na Laplaceovu transformaci, které snad v LS 2012/2013 vykrys-5

talizovaly do podoby, kdy je lze doporučit student̊um k samostudiu, je toto psańı ve velmi6

vývojové fázi. Prośım proto o pečlivou kontrolu všech výpočt̊u.7
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Q1: Má smysl použ́ıvat záporné mocniny z a ukazovat výpočty v z−1?11

Q2: Prozat́ım bych ignoroval cvičebnice DÚ a tohle vypracoval paralelně. Doplit a12

sloučit až poté.13

T1: Doplnit p̌ŕıklad na p̌revod y[n-2]...y[n] na y[n]...y[n+2]. Počátečńı podḿınky.14

T2: Doplnit diskusi násobeńı všeho posunutého jednotkovým skokem.15

T3: LK doplńı něrešené p̌ŕıklady na zpětnou Z-transformaci s výsledky.16

17

Milé kolegyně, miĺı kolegové, tyto sady př́ıklad̊u nejsou nutně zcela správně, mohou se v nich18

vyskytnout chyby, kterých jsme se při přepisu dopustili. Kdo nějakou chybu odhaĺı jako prvńı,19

dostane (nejvýše jeden) bod za aktivitu.20

1 Rozklad na parciálńı zlomky21

Př́ıpad rozkladu na parciálńı zlomky v př́ıpadě jednoduchých pól̊u je podrobně vysvětlen v přednáškách22

a v doprovodných studijńıch materiálech pro základńı matematické kurzy. Osvěžme si ale př́ıpad,23

kdy se v racionálńı lomené funkci objev́ı pól násobný. Necht’ např́ıklad24

N(z) = 6(
1− 1

4z
−1
)2 (

1 + 1
2z
−1
) (

1− 1
6z
−1
) . (1)

Rozklad na parciálńı zlomky v tomto př́ıpadě hledáme ve tvaru25

N(z) = k
(2)
1(

1− 1
4z
−1
)2 + k

(1)
1

1− 1
4z
−1 + k2

1 + 1
2z
−1 + k3

1− 1
6z
−1 . (2)
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1.1 Heavisideova metoda rozkladu26

Pokud k řešeńı použijeme Heavisideovu variantu rozkladu, bude náš postup rozdělen do dvou27

krok̊u: Nejprve z rovnice (1) separujeme část, obsahuj́ıćı pouze jednoduché póly, tedy28

N(z) = 6(
1− 1

4z
−1
)
 1(

1− 1
4z
−1
) (

1 + 1
2z
−1
) (

1− 1
6z
−1
)
 = 6(

1− 1
4z
−1
) ·Q(z) (3)

a identifikujeme všechny jednoduché póly racionálńı lomené funkce Q(z),29

Q(z) = q1

1− 1
4z
−1 + q2

1 + 1
2z
−1 + q3

1− 1
6z
−1 =

= 1
1− 1

4z
−1 +

1
2

1 + 1
2z
−1 +

−1
2

1− 1
6z
−1 .

V daľśım kroku se vrát́ıme k rovnici (3), dosad́ıme za Q(z), roznásob́ıme jednotlivé sč́ıtance,30

č́ımž źıskáme konečný výsledek pro parciálńı zlomek k
(2)
1

(1− 1
4 z

−1)2 . Muśıme ovšem ještě naj́ıt póly31

dvou zbývaj́ıćıch racionálńıch lomených funkćı s jednoduchými póly,32

N(z) = 6(
1− 1
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−1
) ·Q(z) = 6(
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) ( 1
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=
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) =
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1
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1.2 Př́ımý rozklad pomoćı limit33

V př́ıpadě určováńı koeficient̊u k(1)
1 , k

(2)
1 , k2 a k3 pomoćı limit nedokážeme určit hodnotu koefici-34

entu k(1)
1 . Budeme proto postupovat tak, že pomoćı limity urč́ıme nejprve k(2)

1 a výraz následně35

uprav́ıme tak, abychom se násobného pólu zbavili.36

Začneme t́ım, že rovnice (1) a (2) vynásob́ıme členem
(
1− 1

4z
−1
)2

,37

6
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a nalezneme limitu pro z → 1
4 ,38

6(
1 + 4

2

) (
1− 4

6

) = 6
3 · 1

3
= 6 = k

(2)
1 .

Nyńı muśıme do rovnice (2) dosadit známou hodnotu k
(2)
1 a osamostatnit neznámé na pravé39
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straně rovnice. Odečteme-li výraz 6
(1− 1

4 z
−1)2 od obou stran rovnice (2), dostáváme40
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Pokud jsme poč́ıtali správně, bude polynom v čitateli racionálńı lomené funkce, tedy výraz41

−2z−1 + 1
2z
−2, dělitelný

(
1− 1

4z
−1
)
. Opravdu tomu tak je a po vyděleńı nám vyjde rovnice42

−2z−1(
1− 1

4z
−1
) (

1 + 1
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−1
) (
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6z
−1
) = k

(1)
1
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1 + 1
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1− 1
6z
−1 ,

pro kterou se výpočet k(1)
1 , k2 a k3 redukuje již na př́ıpad s jednoduchými póly, jenž znáte43

z literatury a předchoźıho studia. Celkem snadno proto dopočteme k(1)
1 = −8, k2 = 2 a k3 = 6,44

a obdrž́ıme stejný výsledek, jako v předchoźım odstavci,45

N(z) = 6(
1− 1

4z
−1
)2 −

8
1− 1

4z
−1 + 2

1 + 1
2z
−1 + 6

1− 1
6z
−1 .

2 Řešeńı diferenčńı rovnice druhého řádu46

Diferenčńı rovnici47

y[n+ 2]− 2a y[n+ 1] + a2y[n] = u[n+ 2] (4)

s počátečńımi podmı́nkami ve tvaru48

y[0] = c1 a y[1] = c2

řeš́ıme pomoćı Z-transformace. Protože plat́ı49

Z {y[n+ 1]} = z Y (z)− z y[0],
Z {y[n+ 2]} = z2Y (z)− z2y[0]− z y[1],
Z {u[n+ 2]} = z2U(z)− z2u[0]− z u[1],

nalezneme Z-transformaćı diferenčńı rovnice (4) jej́ı algebraický tvar50

z2Y (z)− z2y[0]− z y[1]− 2a (z Y (z)− z y[0]) + a2 Y (z) = z2U(z)− z2u[0]− z u[1]. (5)

Rovnici (5) řeš́ıme pro obraz výstupńı veličiny Y (z) a dostáváme51 (
z2 − 2az + a2

)
Y (z) = z2U(z) + z2(y[0]− u[0]) + z (y[1] + 2ay[0]− u[1])52
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neboli53

Y (z) = z2U(z) + z2(y[0]− u[0]) + z (y[1] + 2ay[0]− u[1])
z2 − 2az + a2 =54

= z2U(z) + z2(y[0]− u[0]) + z (y[1] + 2ay[0]− u[1])
(z − a)2 .55

56

Bez znalosti vstupńıho signálu nelze posloupnost y[n] jednoznačně určit – můžeme ale určit57

přenosovou funkci systému a jeho impulsńı a přechodovou odezvu.58

Připomeňme, že přenosová funkce diskrétńıho systému H(z) matematicky popisuje závis-59

lost mezi vstupem a výstupem systému. V př́ıpadě Z-transformace je definována jako pod́ıl60

obrazu výstupu k obrazu vstupu61

H(z) = Y (z)
U(z) = Z {y[n]}

Z {u[n]}

pro nulové počátečńı podmı́nky (tedy pro y[0] = 0, y[1] = 0, u[0] = 0 a u[1] = 0) a pro systém62

popsaný rovnićı (4) má tvar63

H(z) = Y (z)
U(z) = z2

z2 − 2az + a2 = z2

(z − a)2 . (6)

Impulsńı odezva diskrétńıho systému h[n] je dána inverzńı Z-transformaćı přenosové64

funkce a plat́ı pro ni65

h[n] = Z−1 {H(z)} = Z−1
{

z2

(z − a)

}
= (n+ 1)an = an + nan.

Přechodovou odezvu s[n] urč́ıme inverzńı Z-transformaćı výrazu Z {1[n]}·H(z) – připomeňme,66

že pro přechodovou odezvu plat́ı67

s[n] =
n∑

m=0
h[m] =

n∑
m=0

1[m− n]h[m],

což je konvolučńı integrál a jeho Z-obrazem je násobeńı obraz̊u obou posloupnost́ı, účastńıćıch68

se konvoluce. Máme tedy69

S(z) = Z {1[n]} ·H(z) = z

z − 1 ·H(z) = z3

(z − 1) (z − a)2 . (7)

Rozkladu výsledné racionálńı lomené funkce na parciálńı zlomky vad́ı fakt, že polynomy v čitateli70

i jmenovateli jsou shodného (třet́ıho) řádu. Podle toho, co o rozkladu na parciálńı zlomky v́ıme,71

bychom měli nejprve zlomek podělit a rozklad poč́ıtat pouze ze zbytku po děleńı. Vzhledem72

k tomu, že výpočet prob́ıhá v kladných mocninách z, muśı být ovšem výsledkem rozkladu73

racionálńı lomené funkce (7) na parciálńı zlomky takové zlomky, jež obsahuj́ı obvykle alespoň74

člen z v čitateli, přičemž polynomy v čitateli i jmenovateli jsou opět shodného řádu, což neńı75

standardńı výsledek rozkladu na parciálńı zlomky. Připomeňme také, že při výpočtu v kladných76

mocninách z je obvykle čitatel zlomku dělitelný z.77

Potřebného tvaru pro rozklad proto dosáhneme transformaćı S(z) na S(z)/z před rozkladem78

a následným vynásobeńım z po provedeńı rozkladu. T́ımto postupem zajist́ıme, že rozkládaná79

racionálńı lomená funkce bude splňovat podmı́nky pro smysluplný rozklad na parciálńı zlomky a80
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že po zpětném přenásobeńı budou parciálńı zlomky ve tvaru obraz̊u elementárńıch tabulkových81

funkćı.82

Postupně vyjde83

S(z)
z

= z2

(z − 1) (z − a)2 =

=
(

z

(z − 1)(z − a)

)
z

z − a
=
( 1

1−a
z − 1 +

a
a−1
z − a

)
z

z − a
=

=
( 1

1−az

(z − 1)(z − a)

)
+

a
a−1z

(z − a)2 =

= 1
z − 1 −

a

z − a
+ a

a− 1
z

(z − a)2 .

Před zpětnou transformaćı vynásob́ıme celou rovnici z a obdrž́ıme84

s[n] = Z−1 {S(z)} =

= Z−1
{

z

z − 1

}
− aZ−1

{
z

z − a

}
+ a

a− 1 Z
−1
{

z

(z − a)2

}
=

= 1[n]− a · an + a

a− 1 · na
n−1 =

= 1[n]− an+1 + 1
a− 1 · na

n.

3 Stavový (vnitřńı) popis85

Na přednášce jsme si odvozovali vztah pro přenosovou funkci H(z) ryźıho diskrétńıho LTI86

systému. Připomeňme, že ryźı systém je takový systém, v němž vstup neovlivňuje př́ımo výstup87

– v rovnici pozorováńı (rovnici pro výstup) je matice D stavového popisu nulová. Uvažujme88

nyńı obecný diskrétńı LTI systém, jenž je popsán stavovými rovnicemi89

x[n+ 1] = M x[n] + N u[n]
y[n] = C x[n] + D u[n]

Při odvozeńı přenosové funkce postupujeme analogicky s postupem z přednášek. Nejprve
celou soustavu rovnis stavového popisu podrob́ıme Z-transformaci,90

zX(z) + zx[0] = M X(z) + N U(z)
Y(z) = C X(z) + D U(z)

z prvńı rovnice pro x[0] = 0 vyjádř́ıme X(z)91

X(z) = (z1−M)−1N U(z)

a dosad́ıme do obrazu rovnice pozorováńı92

Y(z) = C (z1−M)−1N U(z) + D U(z).

Přenos stavově popsaného obecného diskrétńıho LTI systému je tedy93

H(z) = C (z1−M)−1N + D (8)
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Ověřme si nyńı, že pokud převedeme vněǰśı popis diskrétńıho systému (4) na popis stavový94

(vnitřńı), bude výsledná přenosová funkce totožná s přenosovou funkćı (6).95

V př́ıpadě systému, popsaného rovnićı (4), nelze př́ımo použ́ıt na přednáškách demonstro-96

vaný postup převodu vněǰśıho popisu na stavový popis. Muśıme vyj́ıt z alternativńıho zápisu s97

posuny doleva,98

y[n] = 2a y[n− 1]− a2y[n− 2] + u[n], y[−2] = c1, y[−1] = c2 (9)
který sice popisuje nekauzálńı systém, nekauzality se ale v pr̊uběhu daľśıch úprav zbav́ıme.99

opravdu? Všimněte si, že rovnice (9) silně připomı́ná rovnici pozorováńı (rovnici pro výstup)100

stavového popisu systému s př́ımou vazbou vstupu na výstup.101

Převod zaháj́ıme volbou stavových proměnných, v př́ıpadě rovnice (9) voĺıme102

x1[n] ≡ y[n− 1] = 2a y[n− 2]− a2y[n− 3] + u[n− 1],
x2[n] ≡ y[n− 2] ≡ x1[n− 1],

y[n− 3] ≡ x2[n− 1],

z čehož po dosazeńı dostaneme103

x1[n] = 2a x1[n− 1]− a2x2[n− 1] + u[n− 1]
x2[n] = x1[n− 1],

a po posunu n→ n+ 1 nakonec104

x1[n+ 1] = 2a x1[n]− a2x2[n] + u[n]
x2[n+ 1] = x1[n].

Jak jsme se zmı́nili výše, rovnici pozorováńı źıskáme dosazeńım za stavové proměnné do (9),105

y[n] = 2a x1[n]− a2x2[n] + u[n],
Z rovnic odečteme prvky jednotlivých matic stavového popisu (pro úplnost dodáváme, že106

počátečńı podmı́nky jsou dány vektorem x[0] = (c2, c1)T, systém je tedy opět kauzálńı opravdu? )107

M =
[
2a −a2

1 0

]
, N =

[
1
0

]
, C =

[
2a −a2

]
, D =

[
1
]
.

Pro přehlednost si předpoč́ıtáme matici (z1−M)−1,108

z1−M =
[
z − 2a a2

−1 z

]

(z1−M)−1 = 1
(z − a)2

[
z −a2

1 z − 2a

]
a dosad́ıme do rovnice (8),109

H(z) = C (z1−M)−1N + D =
[
2a −a2

] 1
(z − a)2

[
z −a2

1 z − 2a

] [
1
0

]
+ 1 =

=
[
2a −a2

] 1
(z − a)2

[
z
1

]
+ 1 =

= 2az − a2

(z − a)2 + (z − a)2

(z − a)2 = 2az − a2 + z2 − 2az + a2

(z − a)2 ,

H(z) = z2

(z − a)2 .

Opravu tedy plat́ı, že pokud rovnici vněǰśıho popisu systému převedeme na stavový popis,110

přenosová funkce z̊ustává zachována. Stavový popis modeluje systém se stejnými vlastnostmi,111

jako p̊uvodńı model vněǰśıho popisu.112
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4 Př́ıklady na Z-transformaci113

V této části ukážeme použit́ı Z-transformace v analýze diskrétńıch LTI systémů. Jelikož přeno-114

sové funkce těchto systémů jsou ve tvaru racionálńı lomené funkce, ukážeme řešeńı impulsńı a115

přenosové odezvy pro všechny možnosti kombinaćı pól̊u. Součást́ı problematiky je i řešeńı116

lineárńıch diferenčńıch rovnic.117

Př́ıklad 4.1 (jednoduché póly). Mějme přenosovou funkci diskrétńıho systému:118

H(z) = 1
1− 5

6z
−1 + 1

6z
−2 (10)

Nalezněte impulsńı odezvu tohoto systému.119

Řešeńı:120

Přenosovou funkci (10) je možno rozložit na parciálńı zlomky tvaru121

H(z) = 1(
1− 1

2z
−1
) (

1− 1
3z
−1
) = k1

1− 1
2z
−1 + k2

1− 1
3z
−1 , (11)

kde k1 a k2 jsou konstanty, které jsme se v základńım kursu algebry naučili určovat např́ıklad122

pomoćı limit v pólech (tak zvaným ”zakrývaćım pravidlem“).123

Tyto konstanty lze ale také dopoč́ıtat ze soustavy rovnic, vyplývaj́ıćı z nutné podmı́nky rov-124

nosti koeficient̊u shodných polynom̊u na pravé i levé straně rovnice (obdobný zp̊usob jsme si jǐz125

ukazovali u spojitých systém̊u). Vyjdeme z rovnice (11), kterou přeṕı̌seme na126

1(
1− 1

2z
−1
) (

1− 1
3z
−1
) = k1

1− 1
2z
−1 + k2

1− 1
3z
−1 . (12)

Vynásobeńım pravé i levé strany rovnice (12) výrazem
(
1− 1

2z
−1
) (

1− 1
3z
−1
)

źıskáme poly-127

nomiálńı rovnici128

1 + 0 · z−1 = k1

(
1− 1

3z
−1
)

+ k2

(
1− 1

2z
−1
)
,

kde porovnáńım koeficient̊u polynom̊u u z0 a z−1 na pravé i levé straně obdrž́ıme následuj́ıćı129

vztahy pro neznámé parametry k1 a k2:130

1 = k1 + k2,

0 = −1
3k1 −

1
2k2.

Výsledkem řešeńı jsou hodnoty koeficient̊u k1 = 3, k2 = −2. Rovnici (10) m̊užeme tedy zapsat131

ve tvaru132

H(z) = 3
1− 1

2z
−1 −

2
1− 1

3z
−1 . (13)

Pomoćı věty o linearitě a tabulek Z-transformace lze jednoduše vypoč́ıtat zpětnou Z-transformaci133

přenosové funkce, udávaj́ıćı impulsńı odezvu systému,134

h[n] = 3
(1

2

)n
− 2

(1
3

)n
. (14)

�135
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Př́ıklad 4.2 (násobné póly). Mějme přenosovou funkci diskrétńıho systému:136

H(z) = z

z3 − 7z2 + 16z − 12 (15)

Nalezněte jeho impulsńı odezvu.137

Řešeńı:138

Přenosovou funkci (15) lze rozepsat na parciálńı zlomky:139

H(z)
z

= 1
(z − 2)2(z − 3) = k1

z − 2 + k2
(z − 2)2 + k3

z − 3 , (16)

kde k1, k2 a k3 jsou konstanty, které je nutno dopoč́ıtat.140

Je vidět, že systém popsaný přenosovou funkćı (16) má jeden pól jednoduchý a jeden pól141

násobný. Jak bylo uvedeno dř́ıve, při násobném pólu muśı být každý násobek zvlášt’ zopakován142

s rozd́ılnou konstantou.143

Budeme postupovat podle postupu, naznačeného v odstavci 1.2 pro záporné mocniny z.144

Vynásobeńım pravé i levé strany rovnice (16) výrazem (z − 2)2 dostáváme rovnici145

1
z − 3 = k1(z − 2) + k2 + k3(z − 2)2

z − 3 . (17)

Limitujme rovnici (17) v bodě z → 2. Výsledkem je vypočteńı konstanty k2 = −1.146

Dvojnásobný pól odstrańıme z rovnice (16), pokud od jej́ı pravé i levé strany odečteme výraz147

k2/(z − 2)2. Výsledkem této operace je rovnice148

1
(z − 2)(z − 3) = k1

z − 2 + k3
z − 3 , (18)

která jǐz obsahuje pouze jednoduché póly. Vynásobeńım obou stran rovnice (18) výrazem (z −149

2)(z − 3) źıskáme polynomiálńı rovnici150

1 = k1(z − 3) + k3(z − 2),

z ńı̌z lze jednoduše vypoč́ıtat konstanty k1 = −1 a k3 = 1. Přenosovou funkci (15) lze tedy151

přepsat do tvaru152

H(z)
z

= −1
z − 2 + −1

(z − 2)2 + 1
z − 3

a odtud153

H(z) = − z

z − 2 −
z

(z − 2)2 + z

z − 3 . (19)

Nyńı jǐz m̊užeme pomoćı slovńıku Z-transformace zapsat impulsńı odezvu systému jako154

zpětnou Z-transformaci přenosové funkce ve tvaru (19) následovně:155

h[n] = −2n − n 2n−1 + 3n = 3n −
(

1 + n

2

)
2n.

�156

Př́ıklad 4.3 (komplexně sdružené póly). Mějme přenosovou funkci diskrétńıho systému:157

H(p) = z2 + 3z
z2 − 2z + 4 . (20)

Nalezněte jeho impulsńı odezvu.158
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Řešeńı:159

Systém, popsaný přenosovou funkćı (20), má jednu dvojici komplexně sdružených pól̊u (kvad-160

ratický člen ve jmenovateli je v reálném oboru nerozložitelný). U komplexně sdruženého pólu161

bud’ poč́ıtáme s komplexńımi póly, potom ale koeficienty rozkladu vycháźı též komplexńı, anebo162

poč́ıtáme v reálném oboru, ve jmenovateli s nerozložitelným kvadratickým členem. Zpětná Z-163

transformace komplexně sdruženého pólu je potom založena na aplikaci jednoho či v́ıce ze čtveřice164

tabulkových výraz̊u165

Z {an sinnϑ} = az sinϑ
z2 − 2az cosϑ+ a2 (21)

Z {an cosnϑ} = z2 − az cosϑ
z2 − 2az cosϑ+ a2 (22)

Z {an sinhnϕ} = az sinhϕ
z2 − 2az coshϕ+ a2 (23)

Z {an coshnϕ} = z2 − az coshϕ
z2 − 2az cosϕ+ a2 . (24)

Jmenovatel rovnic (21)–(24) je vždy ve tvaru z2 − 2azψ(·) + a2, kde za funkci ψ(·) voĺıme bud’166

cosϑ a nebo coshϕ.167

Srovnáńım absolutńıho členu jmenovatele funkce H(z) se jmenovatelem rovnic (21)–(24)168

źıskáme hodnotu parametru a = ±2. Srovnáńım koeficient̊u u prvńı mocniny z dostaneme −2 =169

−2aψ(·) = ±4ψ(·), tedy ψ(·) = ±1/2. Vzhledem k tomu, že obor funkčńıch hodnot funkce cosϑ170

je interval 〈−1; +1〉, zat́ımco obor funkčńıch hodnot coshϕ je 〈−∞;−1〉 ∪ 〈1;∞〉, nacháźı se171

ve jmenovateli racionálńı lomené funkce (20) funkce cosϑ a rozklad povede na tabulkový vzorec172

(21) či (22), př́ıpadně na jejich lineárńı kombinaci.173

Hodnota cosϑ = ±1/2 odpov́ıdá ϑ = π/4 + kπ/2, k ∈ Z. Vzhledem k periodicitě goniomet-174

rických funkćı bychom měli dále pracovat se dvěma hodnotami parametru a (a1 = −2, a2 = 2)175

a celkem čtyřmi hodnotami parametru ϑ, které jsou vždy po dvojićıch spojeny s odpov́ıdaj́ıćı176

hodnotou a (ϑ11 = π/4, ϑ12 = 7π/4, ϑ21 = 3π/4 a ϑ22 = 5π/4). Naštěst́ı lze dokázat, že všechna177

čtyři řešeńı jsou rozd́ılnými parametrizacemi jediné funkce, a lze tedy nadále poč́ıtat jen s a = 2178

a ϑ = π/4.179

Přenosovou funkci (20) budeme rozkládat na součet parciálńıch zlomk̊u ve tvaru180

H(z) = k1
az sinϑ

z2 − 2az cosϑ+ a2 + k2
z2 − az cosϑ

z2 − 2az cosϑ+ a2 = k1
z

z2 − 2z + 4 + k2
z2 − z

z2 − 2z + 4 .

Srovnáńım s čitatelem p̊uvodńıho zlomku snadno nahlédneme, že k1 = 4 a k2 = 1 a že tedy181

H(z) = z2 + 3z
z2 − 2z + 4 = 4 · z

z2 − 2z + 4 + z2 − z
z2 − 2z + 4 .

Nyńı jǐz jednoduše aplikujeme vzorce (21) či (22) a impulsńı odezvu systému popsaného přenosovou182

rovnićı (20) obdrž́ıme ve tvaru183

h[n] = 2n+2 sin nπ4 + 2n cos nπ4 .

�184

Př́ıklad 4.4 (komplexně sdružené póly). Nalezněte jeho impulsńı odezvu diskrétńıho systému,185

jehož přenosová funkce je186

H(z) = 3z3 − 3z + 18
z3 + 27 . (25)

Řešeńı:187

Systém popsaný přenosovou funkćı (25) má jeden pól jednoduchý a jeden pól komplexně sdružený.188
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Jak jsme jǐz uvedli v př́ıkladu 4.3, u komplexně sdruženého pólu bud’ poč́ıtáme s komplexńımi189

póly, potom ale koeficienty rozkladu vycháźı též komplexńı, anebo poč́ıtáme v reálném oboru, ve190

jmenovateli s nerozložitelným kvadratickým členem. V tom př́ıpadě muśı být v čitateli př́ıslušného191

parciálńıho zlomku uveden lineárńı člen, aby byl zachován řád systému:192

H(p) = 3z3 − 3z + 18
(z2 − 3z + 9)(z + 3) = k1z + k2

z2 − 3z + 9 + k3
z + 3 (26)

kde k1, k2 a k3 jsou konstanty, které je nutno dopoč́ıtat. Vynásobeńım pravé i levé strany rovnice193

(26) výrazem (z2 − 3z + 9)(z + 3) dostáváme rovnici194

3z3 − 3z + 18 = (k1z + k2)(z + 3) + k3 (z2 − 3z + 9). (27)

Dosazeńım hodnoty z = −3 z rovnice vymiźı člen (k1z + k2) a po vyřešeńı dostaneme hodnotu195

koeficientu k3 = −2. Porovnáńım koeficient̊u u mocniny z2 polynom̊u na pravé a levé straně196

rovnice (27) źıskáme rovnost 3 = k1 + k3, porovnáńım jejich absolutńıch člen̊u rovnost 18 =197

3k2 + 9k3. Odtud jednoduše vypoč́ıtáme hodnoty koeficient̊u k1 = 1, k2 = 0. Přenosovou funkci198

(25) lze tedy zapsat ve tvaru199

H(z) = z

z2 − 3z + 9 −
2

z + 3
Nyńı jǐz m̊užeme použ́ıt vzorec (21) s hodnotami parametr̊u a = 3 a ϑ = π/4, provést zpětnou200

Z-transformaci a vyjádřit impulsńı odezvu systému jako201

h[n] = 2
3 · 3

n sin nπ4 + 2 ·
(

(−3)n−1 + 1
3 δ[n]

)
. (28)

�202

Př́ıklad 4.5 (přechodová odezva). Mějme přenosovou funkci diskrétńıho systému203

H(z) = z

z − 2 .

Nalezněte jeho přechodovou odezvu.204

Řešeńı:205

Přechodová odezva je definována jako odezva systému na jednotkový skok. V operátorovém zápisu206

m̊užeme tuto odezvu zapsat207

S(z) = H(z) z

z − 1
kde S(z) je Z-obraz přechodové odezvy s[n] a z/(z − 1) je Z-obraz jednotkového skoku 1[n].208

Jednoduchou úpravou je možno vyjádřit funkci S(z) následovně:209

S(z) = z2

(z − 1)(z − 2) = z

(
k1
z − 1 + k2

z − 2

)
= 2z
z − 2 −

z

z − 1 ,

což je jǐz varianta racionálńı lomené funkce s jednoduchými póly. Zapǐsme proto rovnou výsledek:210

s[n] = 2n+1 − 1[n].

�211

Př́ıklad 4.6 (řešeńı diferenčńı rovnice s posunem doleva). Mějme diferenčńı rovnici:212

y[n+ 2] + y[n+ 1] + 1
4y[n] = (−1)n (29)
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a definované počátečńı podmı́nky:213

y[0] = 4, y[1] = −8.

Nalezněte výstupńı posloupnost y[n].214

Řešeńı:215

Označme Y (z) = Z {y[n]}. Pomoćı tabulek pro Z-transformaci převedeme diferenčńı rovnici216

(29) na rovnici algebraickou, z ńı̌z je možno vyjádřit Y (z) následovně:217

z2Y (z)− 4z2 + 8z + zY (z)− 4z + 1
4Y (z) = z

z + 1 ,

Y (z) = z

(z + 1)(z + 1
2)2 + 4z(z − 1)

(z + 1
2)2 ,

Y (z) = 4z2 − 3
(z + 1)(z + 1

2)2 .

Rozkladem na parciálńı zlomky dostaneme218

Y (z) = 4z
z + 1 −

4z
(z + 1

2)2

což po zpětné Z-transformaci vede na časové řešeńı diferenčńı rovnice ve tvaru:219

y[n] = 4(−1)n + 8n
(
−1

2

)n
.

�220

Př́ıklad 4.7 (diferenčńı rovnice s posunem doprava). Mějme diferenčńı rovnici221

y[n− 2] + 2y[n− 1]− 3y[n] = (−1)n (30)

a definované počátečńı podmı́nky222

y[0] = 0, y[0] = 0.

Nalezněte výstupńı posloupnost y[n].223

Řešeńı:224

Označme Y (z) = Z {y[n]}. Pomoćı tabulek pro Z-transformaci převedeme diferenčńı rovnici225

(30) na rovnici algebraickou, z ńı̌z je možno vyjádřit Y (z) následovně:226

z−2Y (z) + 2z−1Y (z)− 3Y (z) = 1
1 + z−1 ,

Y (z) = 1
(1 + z−1)(z−2 + 2z−1 − 3) ,

Y (z) = −1
(1 + z−1)(1− z−1)(3 + z−1) .

Rozkladem na parciálńı zlomky dostaneme227

Y (z) = −
1
4

1 + z−1 −
1
8

1− z−1 +
1
8

1 + 1
3z
−1

a po zpětné Z-transformaci źıskáme časové řešeńı diferenčńı rovnice ve tvaru228

y[n] = −1
4(−1)n − 1

8 + 1
8

(
−1

3

)n
.

�229
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Př́ıklad 4.8 (posun obrazu). Nalezněte f [n], máte-li dáno230

F (z) = 1
z2 + 2z + 2 .

Řešeńı:231

Obraz posloupnosti F (z) nelze rozložit na parciálńı zlomky s reálnými kořeny. Řešeńı tedy bu-232

deme obdobně jako v př́ıkladech 4.3 a 4.4 hledat jako kombinaci goniometrických nebo hyperbo-233

lických funkćı. Jmenovatele obrazu budeme hledat ve tvaru z2−2az ψ(·)+a2, kde ψ(·) představuje234

bud’ cosϑ nebo coshϕ. Správnou variantu urč́ıme podle toho, jaký nám vyjde obor funkčńıch235

hodnot.236

Nejprve urč́ıme konstantu a237

a2 = 2,
a = ±

√
2.

Nyńı urč́ıme, zda ψ(·) představuje funkci goniometrickou nebo hyperbolickou238

−2aψ(·) = 2,

ψ(·) = −1
a

= ± 1√
2
.

Z výsledku je zřejmé, že absolutńı hodnota ψ(·) bude vždy menš́ı, než 1, a proto v tomto př́ıpadě239

reprezentuje ψ(·) funkci cosϑ a je tedy240

cosϑ = −1
a

= ± 1√
2
.

Tato rovnice má pro každé a dvě řešeńı, celkem tedy máme 4 řešeńı ve tvaru241

1. a1 =
√

2, ϑ11 = 3
4π + 2kπ,242

2. a1 =
√

2, ϑ12 = 5
4π + 2kπ,243

3. a2 = −
√

2, ϑ21 = 1
4π + 2kπ,244

4. a2 = −
√

2, ϑ22 = 7
4π + 2kπ,245

kde k ∈ Z.246

Nyńı bychom měli obdobně porovnávat čitatele. Ten však neobsahuje žádné z jako tabulkové247

výrazy, a proto použijeme posun obrazu, pro který plat́ı248

F (z) = z−1G(z) = z−1 z

z2 + 2z + 2 ,

f [n] = g[n− 1].

Jmenovatel posunutého obrazu z̊ustává zachován, takže nyńı už jen zbývá naj́ıt posloupnost249

g[n] ve tvaru250

g[n] = an sinnϑ,

jej́ımž obrazem v Z-transformaci je251

G(z) = az sinϑ
z2 − 2az cosϑ+ a2 .

Pro každé ze 4 výše uvedených řešeńı pro a a ϑ najdeme konstanty C, které bude třeba vytknout252

před výrazem. Řešeńım jednoduché rovnice C a sinϑ = 1 tedy źıskáme:253
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1. c1 = 1
a1 sinϑ11

= 1,254

2. c2 = 1
a1 sinϑ12

= −1,255

3. c3 = 1
a2 sinϑ13

= −1,256

4. c4 = 1
a2 sinϑ14

= 1.257

Nyńı jsme jǐz schopni na základě znalosti posloupnosti g[n] vypsat všechna mořešeńı f [n] =258

g[n− 1], která vedou na stejné posloupnosti:259

1. f1[n] = (
√

2)(n−1) sin (n− 1)ϑ1, kde ϑ1 = 3
4π + 2kπ,260

2. f1[n] = −(
√

2)(n−1) sin (n− 1)ϑ2, kde ϑ2 = 5
4π + 2kπ,261

3. f1[n] = −(−
√

2)(n−1) sin (n− 1)ϑ3, kde ϑ3 = 1
4π + 2kπ,262

4. f1[n] = (−
√

2)(n−1) sin (n− 1)ϑ4, kde ϑ4 = 7
4π + 2kπ,263

kde opět k ∈ Z. �264

Př́ıklad 4.9 (rozklad v mocninnou řadu). Nalezněte x[n], je-li265

X(z) = ln(1 + az−1) (31)

Řešeńı:266

Stač́ı si vzpomenout, že Taylor̊uv rozvoj funkce ln(1 + x) je267

ln(1 + x) = x− x2

2 + x3

3 −
x4

4 + · · · =
∞∑
n=0

(−1)n+1xn

n

a že rovnici (31) m̊užeme tedy přepsat na268

X(z) =
∞∑
n=0

(−1)n+1an

n
z−n,

což je definičńı vztah pro Z-transformaci. Z tohoto zápisu je jǐz zřejmé, že269

x[n] = (−1)n+1an

n
.

�270

Př́ıklad 4.10 (periodická posloupnost). doplnit nějaký jiný p̌ŕıklad, než jsou ty, uvedené271

ve cvičebnici domáćı p̌ŕıpravy?272

Řešeńı:273

�274

Př́ıklad 4.11 (doplněńı). Určete impulsńı odezvu z přenosové funkce275

H(z) = z2 − z
z2 + 2z + 2 . (32)

Řešeńı:276

Přenosová funkce má komplexńı póly, proto by jej́ı jmenovatel měl odpov́ıdat výrazu277

z2 − 2az cosϑ+ a2
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a z rovnosti koeficient̊u polynom̊u vyplývá278

2a cosϑ = −2,
a2 = 2.

Máme tedy279

a =
√

2,

cosϑ = − 1√
2

= −
√

2
2 ,

ϑ = −π/4.

�280

Př́ıklad 4.12 (diference). Určete přenosovou funkci systému popsaného diferencemi281

2∆2y[n]−∆y[n] = u[n]. (33)

Řešeńı:282

Z přednášek si pamatujeme, že283

Z {∆f [n]} = (z − 1)F (z)− f [0]z,

Z
{

∆2f [n]
}

= (z − 1)2F (z)− f [0] z(z − 1) + ∆f [0]z.

Po dosazeńı do (33) dostaneme algebraickou rovnici284

2
[
(z − 1)2Y (z)− f [0] z(z − 1) + ∆y[0]z

]
− [(z − 1)Y (z)− f [0]z] = U(z)

která se za nulových počátečńıch podmı́nek redukuje na285

2(z − 1)2Y (z)− (z − 1)Y (z) = U(z)

a odtud jǐz snadno286

H(z) = Y (z)
U(z) = 1

2 (z − 1)2 − (z − 1)
= 1

2z2 − 3z + 1 .

�287

Př́ıklad 4.13 (rozklad kvadratického členu). Nalezněte f [n], je-li288

F (z) = a

(z − a)2 .

Řešeńı:289

Nejprve výraz uprav́ıme,290

a

(z − a)2 = a− z + z

(z − a)2 = a− z
(z − a)2 + z

(z − a)2 = z

(z − a)2 −
1

z − a
.

Z tabulek Z-transformace v́ıme, že291

Z−1
{

z

(z − a)2 −
1

z − a

}
= nan−1 −

(
an−1 − 1

a
δ[n]

)
= (n− 1)an−1 + 1

a
δ[n].

�292
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4.1 Neřešené př́ıklady293

1. S použit́ım Z-transformace řešte homogenńı diferenčńı rovnici294

y[n+ 2] + y[n+ 1]− 1
2y[n] = 0

při počátečńıch podmı́nkách y[0] = 0, y[1] = 3.295

řešeńı: [ ??? ]296

2. S použit́ım Z-transformace řešte diferenčńı rovnici297

y[n+ 2] + y[n] = sin 2n

při počátečńıch podmı́nkách y[0] = 0, y[1] = 0.298

řešeńı: [ ??? ]299

3. S použit́ım Z-transformace řešte diferenčńı rovnici300

y[n+ 1] = (1 + r)y[n]

s počátečńı podmı́nkou y[0] = 100 a parametrem r = 0,1.301

řešeńı:
[
y[n] = 100 ( 1

10)n
]

302

4. S použit́ım Z-transformace řešte diferenčńı rovnici303

y[n+ 1]− 3y[n] = 4n

s počátečńı podmı́nkou y[0] = 2.304

řešeńı: [ y[n] = 3n + 4n ]305

5. bacha, toto má nenulové y[-1], což studenty neuč́ıme306

S použit́ım Z-transformace řešte diferenčńı rovnici307

y[n]− 6y[n− 1] + 9y[n− 2] = 0

při počátečńıch podmı́nkách y[−1] = 1, y[−2] = 0.308

řešeńı: [ y[n] = (6 + 3n)3n ]309

6. S použit́ım Z-transformace řešte diferenčńı rovnici310

y[n+ 1]− 5y[n] = 5n+1

s počátečńı podmı́nkou y[0] = 0.311

řešeńı: [ y[n] = n 5n ]312

7. S použit́ım Z-transformace řešte soustavu diferenčńıch rovnici313

x[n+ 1] =
√

2
2 x[n]−

√
2

2 y[n]

y[n+ 1] =
√

2
2 x[n]−

√
2

2 y[n]

při počátečńıch podmı́nkách x[0] = 1 a y[0] = 0.314
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řešeńı:
[
x[n] = cos(π4n), y[n] = sin(π4n)

]
315

8. Nalezněte f[n], pokud316

F (z) = 2z2 − z
2z2 − 2z + 2

řešeńı:
[
f [n] = cos(π3n),

]
317

9. Nalezněte f[n], pokud318

F (z) = 3z2 + 5
z4

řešeńı: [ f [n] = 3δ[n− 2] + 5δ[n− 4], ]319

10. S použit́ım Z-transformace řešte diferenčńı rovnici320

y[n+ 2]− 3y[n+ 1]− 4y[n] = 2n(−1)n

při počátečńıch podmı́nkách y[0] = 0 a y[1] = 1.321

řešeńı:
[

1
5n

2(−1)n − 7
25n(−1)n − 23

125(−1)n + 23
1254n

]
322

11. S použit́ım Z-transformace řešte diferenčńı rovnici323

y[n+ 2]− 5y[n+ 1] + 4y[n] = 4n2 1
2
n

při počátečńıch podmı́nkách y(0) = −1, y[1] = 1.324

řešeńı (neověřeno): [ ??? ]325

12. Nalezněte f [n], pokud326

F (z) =
(

1− 1
2z
−1
)(

1− 3
4z
−1
)(

1− 2
3z
−1
)
.

řešeńı: [ ??? ]327

13. LK doplńı p̌ŕıklad na zpětnou Z-trf328

Nalezněte f [n], pokud329

F (z) = ?
? .

řešeńı: [ ??? ]330

14. Určete základńı periodu N0 diskrétńı harmonické posloupnosti y[n] = cos 5
7πn.331

řešeńı: [N0 = 14 ]332

15. Zjistěte, zda je posloupnost y[n] = 2 sin (n2 ) + 3 tan2 (n6 ) periodická. Jestliže ano, určete333

jej́ı fundamentálńı periodu.334

řešeńı: [ ano,N0 = 12π ]335
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