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Diferenčńı rovnice a rekurentńı relace

Na rekurentńı formule můžeme nahĺıžet jako na dife-
renčńı rovnice. Slavná Fibonacciho č́ısla (Leonardo z
Pisy zvaný Fibonacci, 1170-1250)

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55 . . .

se odvozuj́ı tak, že následuj́ıćı č́ıslo je součtem dvou
předchoźıch č́ısel. Fibonacciho posloupnost byla po-
prvé popsána k popsáńı r̊ustu populace kráĺık̊u
(za poněkud idealizovaných podmı́nek). Č́ıslo f(n)
popisuje velikost populace po n měśıćıch, pokud
předpokládáme, že

• Prvńı měśıc se narod́ı jediný pár.

• Nově narozené páry jsou produktivńı od druhého
měśıce svého života.

• Každý měśıc zplod́ı každý produktivńı pár jeden
daľśı pár.

• Kráĺıci nikdy neumı́raj́ı, nejsou nemocńı atd.

Uvedenou vlastnost můžeme zapsat ve tvaru reku-
rentńı formule

f(n + 2) = f(n + 1) + f(n). (1)

Jestliže polož́ıme f(0) = 1, f(1) = 1, řeš́ıme re-
kurentńı formuli obvyklými metodami. Pomoćı z-
transformace nalezneme

z2
[

F (z) − f(0) − z−1 f(1)]−
− z [F (z) − f(0)] − F (z) = 0

(2)

a po úpravě

F (z)
[

z2 − z − 1
]

= z2f(0) + zf(1) − zf(0) (3)

Dosad́ıme počátečńı hodnoty posloupnosti f(0) = 1,
f(1) = 1 a pro

z± =
1 ±

√
5

2

máme nakonec

F (z) =
z2

z2 − z − 1
=

1

1 − z−1 − z−2

=
1

z+ − z−

[

z+

1 − z+z−1
− z−

1 − z−z−1

] (4)

Zpětnou z-transformaćı odbrž́ıme řešeńı ve tvaru

f(n) =
zn+1
+ − zn+1

−

z+ − z−

=

(

1 +
√

5

2

)

n+1

−
(

1 −
√

5

2

)

n+1

√
5

(5)

Obrázek 1. Fibonacciho spirála v př́ırodě

Výpočet n-tého Fibonacciho č́ısla př́ımým dosa-
zeńım do výše uvedeného explicitńıho vzorce je sice
rychlá metoda, avšak vzhledem ke značné zaokrouh-
lovaćı chybě, která se projev́ı při výpočtu za použit́ı
č́ısel v plovoućı řádovou čárkou je pro větš́ı n ne-
použitelná. Nejčastěǰśım zp̊usobem výpočtu je re-
kurentńı výpočet, ve kterém se zač́ıná s hodnotami
f(0) a f(1) a postupně se vyč́ısluj́ı daľśı členy po-
sloupnosti, přičemž v paměti stač́ı udržovat hodnotu
dvou posledńıch člen̊u. Pro velmi vysoké hodnoty n



je možno použ́ıt následuj́ıćı vzorec, využ́ıvaj́ıćı mati-
cové operace:

[

1 1
1 0

]n

=

[

f (n + 1) f (n)
f (n) f (n − 1)

]

(6)

Diferenčńı rovnice a ortogonálńı polynomy

Na rekurentńı relace pro výpočet klasických orto-
gonálńıch polynomů můžeme nahĺıžet jako na dife-
renčńı rovnice. Pro Čebyševovy polynomy má reku-
rentńı formule tvar

fn+2(x) − 2xfn+1(x) + fn(x) = 0 . (7)

Jestliže zavedeme označeńı

f0(x) = 1 f1(x) = T1(x) = x , (8)

obdrž́ıme Čebyševovy polynomy I. druhu Tn(x),
jestliže zavedeme označeńı

f0(x) = 1 f1(x) = U1(x) = 2x , (9)

obdrž́ıme Čebyševovy polynomy II. druhu Un(x).
Ukážeme jak pomoćı z-transformace řeš́ıme dife-
renčńı rovnici (7). S použit́ım počátečńıch podmı́nek
odvod́ıme formule pro Čebyševovy polynomy Tn(x),
Un(x). Použijeme vzorec pro posunut́ı

Z [f(n + m)] = zm

[

Z [f [n]] −
m−1
∑

ν=0

f(ν)z−ν

]

= zm

[

F (z) −
m−1
∑

ν=0

f(ν)z−ν

]

.

(10)

Transformaćı F (z) =
∞

∑

n=0

fn(x)z−n diferenčńı rovnice

dostáváme

z2F (z)−z2f0(x)−zf1(x)−2x [zF (z) − zf0(x)]+F (z) = 0 ,

(11)
resp.

F (z)
[

1 − 2xz−1 + z−2
]

=
[

1 − 2xz−1
]

f0(x)+z−1f1(x) .

(12)
Pro počátečńı podmı́nky (8) obdrž́ıme

F (z) ≡ T (z) =
1 − xz−1

1 − 2xz−1 + z−2
=

∞
∑

n=0

Tn(x)z−n ,

(13)
zat́ımco pro počátečńı podmı́nky (9) je

F (z) ≡ U(z) =
1

1 − 2xz−1 + z−2
=

∞
∑

n=0

Un(x)z−n.

(14)
V teorii ortogonálńıch polynomů se funkce T (z) a
U(z) nazývaj́ı vytvořuj́ıćı funkce. Póly těchto funkćı
se nacházej́ı v bodech z1,2 = x±

√
x2 − 1 Rozkladem

na parciálńı zlomky potom nalezneme

T (z) =
k1

1 − z1z−1
+

k2

1 − z2z−1
=

=
1

2

1

1 − z1z−1
+

1

2

1

1 − z2z−1
.

(15)

Zpětná z-transformace dává známou algebraickou
formuli pro Čebyševovy polynomy prvńıho druhu

Tn(x) =
1

2
zn

1 +
1

2
zn

2 =

=
1

2

[

(x +
√

x2 − 1)n + (x −
√

x2 − 1)n

]

.

(16)

Obdobně rozklad funkce U(z)

U(z) =
k1

1 − z1z−1
+

k2

1 − z2z−1
=

=
z1

z1 − z2

1

1 − z1z−1
− z2

z1 − z2

1

1 − z2z−1

(17)

vede na známou algebraickou formuli pro Čebyševovy
polynomy druhého druhu

Un(x) =
zn+1

1
− zn+1

2

z1 − z2

=

=
(x +

√
x2 − 1)n+1 − (x −

√
x2 − 1)n+1

√
x2 − 1

.

(18)

2


