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Matematické algoritmy (11MAG)

Jan Přikryl
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1 Prvoč́ısla

Známe dvě skupiny přirozených č́ısel n ∈ N.

Prvoč́ıslo

Prvoč́ıslem nazýváme takové přirozené č́ıslo n ∈ N, které je beze zbytku dělitelné právě dvěma
r̊uznými přirozenými č́ısly a to jedničkou a samo sebou.

Č́ıslo 1 tedy neńı prvoč́ıslo.

Č́ıslo složené

Celé č́ıslo r̊uzná od jedné, jež neńı prvoč́ıslem, nazýváme složené č́ıslo.

Vlastnosti prvoč́ısel:
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

101 102 103 104 105 106 107 108 109 110
111 112 113 114 115 116 117 118 119 120

Tabulka 1: Seznam prvoč́ısel (vyznačena červeně) od 2 do 120.

• Pro prvoč́ıslo p plat́ı p | a · b ⇒ (p | a) ∨ (p | b).

• Každé složené č́ıslo lze jednoznačně vyjádřit jako součin prvoč́ısel.

Př́ıklad 1. ¡2-¿[Vzorový rozklad] Např́ıklad 42 = 2 · 21 = 2 · 3 · 7.

• Pokud p je prvoč́ıslo a a ∈ Z : 0 < a < p, pak p | (ap − a).

• Ke všem celým kladným č́ısl̊um a ∈ Z : a > 0 lze nalézt prvoč́ıslo p : a < p ≤ 2a.

Př́ıklad 2. ¡4-¿ Necht’ a = 42. Nerovnici p : 42 < p ≤ 84 splňuj́ı prvoč́ısla 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,
73, 79, a 83.

Uměli byste pokračovat dál?

Označme π(N) počet prvoč́ısel ≤ N .

Poč́ıtejme zkusmo hustotu prvoč́ısel %N v intervalu 〈1, N〉:

• v deśıtce č́ısel je π(10) = 4 prvoč́ısla, tedy

%10 =
π(10)

10
=

4

10
= 0,4

• ve stovce č́ısel je π(100) = 25 prvoč́ısel, tedy

%100 =
π(100)

100
=

25

100
= 0,25

• v tiśıcovce č́ısel je π(1000) = 168 prvoč́ısel, tedy

%1000 =
π(1000)

1000
=

168

1000
= 0,168

V roce 1792 si mladý C. F. Gauss všiml, že π(N) je přibližně rovna pod́ılu N/ lnN .

N 10 102 103 104 105 106

%N 0,400 0,250 0,168 0,123 0,096 0,078

1/ lnN 0,434 0,217 0,145 0,108 0,086 0,072

N/ lnN 4,3429 21,715 144,76 1085,7 8685,9 72382

π(N) 4 25 168 1229 9592 78498

Matematici někdy ṕı̌śı, že

π(N) ∼ N

lnN

a ř́ıkaj́ı, že π(N) se asymptoticky bĺıž́ı k N/ lnN .
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Návrh 3. Nejedná se o náhodný jev, při dostatečně velkém N je hustota prvoč́ısel v intervalu
〈1, N〉 rovna

lim
N→∞

%N =
1

lnN

Gaussovi bylo tehdy patnáct let. Důkaz tohoto tvrzeńı přǐsel až o 100 let později.

Definice 4 (Prvoč́ıselná věta).

lim
N→∞

π(N)
N

ln(N)

= 1

1.1 Vlastnosti prvoč́ısel

Prvoč́ısel je nekonečně mnoho:

• Předpokládejme, že existuje největš́ı prvoč́ıslo a označme jej pM

• Sestroj́ıme součin všech prvoč́ısel až do pM :

N = 2 · 3 · 7 · · · pM =
M∏
i=1

pi

• Č́ıslo N + 1 nemůže být dělitelné ani jedńım z prvoč́ısel pi, jež děĺı N .

• To znamená, že N + 1 je bud’ prvoč́ıslo, nebo č́ıslo složené, jež má ve svém rozkladu jiné
prvoč́ıslo pN > pM .

• Spolu s Eukleidem jsme dospěli ke sporu!

• Muśı tedy platit, že prvoč́ısel je nekonečně mnoho.

Eukleid̊uv d̊ukaz je klasický existenčńı d̊ukaz: Řeš́ı pouze otázku existence nekonečné množiny
prvoč́ısel, neřeš́ı otázku jak nalézt všechna prvoč́ısla.

Goldbachova hypotéza ř́ıká, že každé sudé č́ıslo větš́ı než 2 lze vyjádřit jako součet dvou
prvoč́ısel, např́ıklad

8 = 3 + 5

10 = 3 + 7

12 = 5 + 7

14 = 3 + 11

16 = 5 + 11

18 = 7 + 11

Experimentálně prověřeno do hodnot 2× 1017
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1.2 Zaj́ımavosti

Párová prvoč́ısla: jejich rozd́ıl je 2 (např́ıklad 17 a 19), největš́ı dosud známé prvoč́ıselné páry
jsou

16 869 987 339 975 · 2171960 ± 1

100 314 512 544 015 · 2171960 ± 1

Odhaleńı chyby matematického koprocesoru originálńıho Intel Pentium P5 (The Intel FDIV
Bug).

Thomas Nicely, Lynchburg College, Virginia (1994): Numerický výpočet součtu harmonické
řady s párovými prvoč́ısly.

O jaké řady jde:

• harmonická řada
∞∑
n=1

1

n
→∞

• prvoč́ıselná harmonická řada
∞∑
∀p

1

p
→∞

Obě tyto řady diverguj́ı.

Oproti tomu

∞∑
∀p2

1

p2
=

1

3
+

1

5
+

1

7
+ · · ·+ 1

29
+

1

31
+ . . .

= 1,902160583104

konverguje.

V červnu 1994 Thomas Nicely obdržel po povýšeńı starého poč́ıtače na P5 hodnotu

1,9021605778

lǐśıćı se od p̊uvodńıch výpočt̊u na i486 – a v ř́ıjnu oznámil chybu v FPU Pentia.

Tim Coe, Vitesse Semiconductor, Southern California

c =
4195835

3145727
=

5 · 7 · (23 · 34 · 5 · 37 + 1)

3 · 220 − 1
=

= 1,33382044 . . .

FPU v Pentiu P5 však dávala hodnotu

c =
4195835

3145727
=

5× 7× 119881

13× 241979
= 1,33373906 . . .

Chyba nastává při reprezentaci č́ısel typu Mn = 2n − 1, což jsou tak zvaná Mersennova č́ısla.
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1.3 Mersennova č́ısla

Marin Mersenne (1588-1648) uveřejnil ve své knize Cogitata Physica-Mathematica (1644) tvr-
zeńı, že č́ısla tvaru

2n − 1

jsou prvoč́ısly pro n = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127, 257 a jsou č́ısla složená pro ostatńı přirozená
č́ısla n ≤ 257.

Definice 5 (Mersennovo prvoč́ıslo). Jestliže 2n − 1 je prvoč́ıslo, pak se nazývá Mersennovo
prvoč́ıslo.

Lze dokázat, že pokud je 2n − 1 prvoč́ıslo, je i n prvoč́ıslem.

Prvoč́ıselný charakter Mersennových č́ısel nebylo snadné dokázat:

• Euler (1750): 231 − 1 je prvoč́ıslo.

• Lucas (1876): 2127 − 1 je prvoč́ıslo.

• Pervouchine (1883): Mersenne zapomněl na 261 − 1.

• Powers (?) ukázal, že existuj́ı daľśı č́ısla, která Mersenne neuvedl: 289 − 1 a 2107 − 1.

Mersenn̊uv interval n ≤ 257 byl úplně prozkoumán v roce 1947 a bylo dokázáno, že správné
tvrzeńı obsahuje 12 exponent̊u:

n = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127.
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K dnešńımu dni bylo nalezeno celkem 47 Mersennových prvoč́ıselM521,M607,M1 279, . . . ,M42 643 801,M43 112 609.
Č́ısla ovšem nejdou popořadě, k dnešńımu dni v́ıme pouze, že známe prvńıch 41 Mersennových
prvoč́ısel.

Př́ıklad 6 (GIMPS (The Great Internet Mersenne Prime Search)). Paralelizované hledáńı jehly
v kupce sena:

• Distribuovaný výpočet ve volných cyklech procesoru

• Zat́ım posledńı nalezené Mersennovo prvoč́ıslo má 12837064 cifer a bylo nalezeno 12. dubna 2009
ve tvaru

242 643 801 − 1.

• Zat́ım největš́ı bylo nalezeno 23. srpna 2008 ve tvaru

243 112 609 − 1.

• http://www.mersenne.org/

1.4 Fermatova č́ısla

Pro nezáporné n ≥ 0 nazýváme n-tým Fermatovým č́ıslem výraz

Fn = 22
n

+ 1.

Je známo, že Fn je

• prvoč́ıslem pro 0 ≤ n ≤ 4 a

• č́ıslem složeným pro 5 ≤ n ≤ 23.

Fermat se p̊uvodně domńıval, že Fn jsou obecně prvoč́ısla.

Jak vlastně rozhodneme, na jaké součinitele rozložit složené č́ıslo N?

1.5 Faktorizace prvoč́ısel

Definice 7 (Základńı věta artimetiky). Každé přirozené č́ıslo větš́ı než 1 lze jednoznačně rozložit
na součin prvoč́ısel.

Nalezeńı rozkladu malých č́ısel na prvoč́ısla je relativně jednoduché:

Zkouška děleńım

Pro výpočet prvoč́ıselných součinitel̊u č́ısla N stač́ı otestovat všechna prvoč́ısla pi <
√
N .

Prvočinitele źıskáme např́ıklad použit́ım Eratosthenova śıta.

Náročnost faktorizace výrazně roste s délkou prvoč́ısla.

Praktické d̊usledky:

• (+) kryptografie (šifrováńı veřejným kĺıčem, RSA),
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Metody proséváńı:

• Eratosthenovo śıto

• (Generické—Speciálńı) proséváńı č́ıselného pole

• Pollardova ρ-metoda

• Rozklad na řetězové zlomky

Pro rozklad velkých č́ısel na prvoč́ıselné součinitele se použ́ıvaj́ı celoč́ıselné vlastnosti eliptických
křivek

y2 = x3 + a x+ b

Na stránkách

http://www.alpertron.com.ar/ECM.HTM

můžete ověřit účinnost těchto matematických metod.

• Euler (1732) nalezl rozklad

F5 = 641 · 6 700 417 = 4 294 967 297.

• Žádné daľśı prvoč́ıslo tvaru Fn = 22
n

+ 1 neńı pro n ≥ 24 známo.

Dějiny faktorizace

Rozklad Fermatových č́ısel se od doby Eulera stal velkou soutěž́ı o vhodné algoritmy.

Samostatný mikrokosmos numerické matematiky: Fn roste v počtu cifer závratně rychle – al-
goritmus vhodný pro faktorizaci Fn nemuśı být použitelný pro Fn+1.

V roce 1880 Landry zveřejnil součin

F6 = 274 177 · p14.

Algoritmus, kterým Landry k tomuto výsledku dospěl, nebyl nikdy publikován.

V roce 1970 Morrison a Brillhart nalezli pomoćı metod řetězových zlomk̊u součin

F7 = 59 649 589 127 497 217 · p22.
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V letech 1877–1970 bylo objeveno několik nevelkých součinitel̊u Fermatových č́ısel ve tvaru
k · 2n+2 + 1 pro n ≥ 9.

Western, 1903

Např́ıklad již v roce 1903 Western nalezl

F9 = 2 424 833× C148,

kde C148 je celé 148-ciferné č́ıslo.

V roce 1980 Brent a Pollard nalezli součin

F8 = 1238926361552897× p62

Pollardovou ρ-metodou.

V roce 1990 skupina matematik̊u a poč́ıtačových odborńık̊u kolem Pollarda použila v́ıce než
700 pracovńıch stanic rozmı́stěných po celém světě a odvodili metodou SNFS (Special Number
Field Sieve) pro

F9 = 2 424 833× p49 × p99.

V ř́ıjnu 2003 John Cosgrave se spolupracovńıky na St. Patrick’s College nalezli součinitele
Fermatova č́ıslu

F2478782 = (3× 22478785 + 1) · k.

Faktorizace:

• neńı kompletńı pro všechna Fermatova č́ısla, o kterých v́ıme, že jsou rozložitelná (F1 až
F32),

• např́ıklad pro F12 neńı znám součinitel C1187 o velikosti 1187 cifer,

• podobně pro F13, F15, . . . , F19, F25, . . . , F32 chyb́ı součinitele r̊uzných ciferných délek,

• pro F20, . . . , F24 součinitele neznáme v̊ubec.

n Fn = 22
n

+ 1

0 3
1 5
2 7
3 257
4 65 537
5 641 · 6 700 417
6 274 177 · 67 280 421 310 721
7 59 649 589 127 497 217 · 5 704 689 200 685 129 054 721
8 1 238 927 497 217 · p62
9 2 424 833 · p49 · p99

V tabulce označuje pk k-ciferné prvoč́ıslo. Např́ıklad F6 = 274 177 ·67 280 421 310 721 = 274 177 ·
p14.

Euklidova č́ısla
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Č́ısla definovaná rekurenćı
en = e1 e2 e3 . . . en−1 + 1

nazýváme Euklidova č́ısla.

Prvńı čtyři Euklidova č́ısla

e1 = 1 + 1 = 2

e2 = 2 + 1 = 3

e3 = 2× 3 + 1 = 7

e4 = 2× 3× 7 + 1 = 43

jsou prvoč́ısla.

Daľśı Euklidova č́ısla až na e6

e5 = 2 · 3 · 7 · 43 + 1 = 1 807 = 13 · 139 (1)

e6 = 2 · 3 · 7 · 43 · 1 807 + 1 = 3 263 443 (2)

e7 = 547 · 607× 1 033 · 31 051 (3)

e8 = 29 881 · 67 003 · 9 119 521 · 6 212 157 481 (4)

jsou složená č́ısla. Pro všechna č́ısla e9 . . . e17 je dokázáno, že jsou to složená č́ısla.

Fakt 8. Euklidova č́ısla jsou nesoudělná č́ısla, protože jejich nejvěťśı společný dělitel je roven
1:

gcd(em, en) = 1.

2 Nejvyšš́ı společný dělitel

V celoč́ıselné aritmetice děĺıme se zbytkem: je

a = qb+ r.

Pro dvojici celých č́ısel a a b má smysl hledat nejvyšš́ı celé č́ıslo d, které obě č́ısla děĺı beze
zbytku.

Nejvyšš́ı společný dělitel

Nejvyšš́ı společný dělitel dvou nenulových celých č́ısel a ∈ Z a b ∈ Z je největš́ı nenulové
přirozené č́ıslo d ∈ Z− 0 takové, že d|a ∧ d|b.

Zapisujeme gcd(a, b) = d.

Nesoudělná č́ısla

Č́ısla a ∈ Z a b ∈ Z nazýváme nesoudělná (relative primes), pokud gcd(a, b) = 1.
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2.1 Euklid̊uv algoritmus

Původně formulován geometricky cca 300 př.n.l. Eukleidés hledal nejdeľśı úsečku, která by se
beze zbytku vešla do dvou deľśıch úseček.

Metoda nalezeńı největš́ıho společného dělitele (NSD ≡ GCD Greatest Common Divisor)
spoč́ıvá v jednoduchém pozorováńı, že největš́ı společný dělitel dvou č́ısel a > b je shodný s
největš́ım společným dělitelem č́ısel a− b, b.

Tento poznatek již stač́ı k sestaveńı algoritmu.

Algorithm 1 Zápis postupu výpočtu největš́ıho společného dělitele č́ısel a a b Euklidovým
algoritmem.

Require: a, b ∈ Z
Ensure: gcd(a, b)

repeat
if a < b then
c← a; a← b; b← c;

end if
a← a− b;

until a = 0
return b

Důkaz

1. Necht’ a a b jsou nenulová celá č́ısla, jejichž gcd() poč́ıtáme.

2. Pokud a > b, plat́ı a = b+ r, kde r = a− b.

3. Pokud existuje d takové, že d|a a d|b, pak také d|r, protože pro a = s · d a b = t · d bude
r = (s− t) · d.

4. Je tedy gcd(a, b) = gcd(b, r) a stač́ı tedy hledat gcd(b, r).

5. Hodnota r postupně klesá a výpočet v konečném počtu krok̊u skonč́ı stavem r = 0.

3 Závěr

• Modulárńı aritmetika a zbytkové tř́ıdy

• Malá Fermatova věta

• Modulárńı inverze

• Č́ınská věta o zbytćıch
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