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4 Typy úloh 10

1 Úvod do numerické matematiky

Pro detailněǰśı obeznámeńı s pojmy, uváděnými ńıže, doporučuji konzultovat monografii Micha-
ela T. Heathe [2], př́ıpadně nějaká z mnoha skript o numerické matematice, která v posledńıch
letech vyšla – např́ıklad [1] (části tohoto skripta jsou dostupné i on-line).

1.1 Matematické modelováńı

Termı́nem matematické modelováńı označujeme proces tvorby matematického modelu,
jenž popisuje námi zkoumaný systém pomoćı matematických pojmů a jim odpov́ıdaj́ıćıho zápisu.
Připomeňme si, že jako systém chápeme část prostřed́ı, kterou lze vńımat odděleně od jej́ıho
okoĺı. Systém od okoĺı odděluje nějaká hranice, at’ už fyzická, či myšlenková.

Abychom mohli zkoumat chováńı nějakého systému, můžeme
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• provádět experimenty anebo

• popsat systém matematicky – sestavit jeho matematický model.

Matematické modely mohou v závislosti na použitém matematickém aparátu nabývat mnoha
r̊uzných forem. Nejčastěji se setkáme s diskrétńımi dynamickými systémy, statistickými modely,
spojitými modely založenými na diferenciálńıch rovnićıch, či s modely využ́ıvaj́ıćımi poznatk̊u
teorie her. Na fakultě jste se s mnoha př́ıstupy k matematickému modelováńı zajisté již setkali.
Uved’me jeden př́ıklad za všechny: V rámci předmětu Modelováńı systém̊u a proces̊u [4] jsme
si ukazovali r̊uzné modely, popisuj́ıćı chováńı systémů ve spojitém či diskrétńım čase a popis
systémů těmito modely dělili na vněǰśı a vnitřńı (stavový) popis.
Př́ıklad 1 (Závaž́ı na pružině). Netlumené kmity závaž́ı na pružině popisuje homogenńı dife-
renciálńı rovnice harmonických kmit̊u

d2y(t)
dt2 + ω2y(t) = 0.

V této rovnici označuje y(t) polohu závaž́ı v čase t a ω určuje úhlovou frekvenci kmit̊u. Počátečńı
podmı́nky této diferenciálńı rovnice potom udávaj́ı počátečńı výchylku závaž́ı od rovnovážné
polohy a jeho počátečńı zrychleńı.
Př́ıklad 2 (Model vývoje dluhu). Finančńı model vývoje zadlužeńı může mı́t tvar diferenčńı
rovnice

y[n+ 1] = (1 + α[n]) · y[n]− u[n].

Zde je y[n] posloupnost výšky dluhu (hodnota y[0] bude odpov́ıdat výšce p̊uvodńı p̊ujčky), α[n]
je v čase proměnná úroková mı́ra a u[n] označuje posloupnost splátek dluhu.

Ke zkoumáńı matematických model̊u systémů jsme použ́ıvali Matlab a Simulink.

V př́ı̌st́ıch přednáškách si stručně pov́ıme

• co vlastně poč́ıtač muśı umět, aby dokázal s dostatečnou přesnost́ı poč́ıtat s matema-
tickými modely reálného světa,

• jaké matematické algoritmy se ve vybraných př́ıpadech použ́ıvaj́ı a

• proč neńı dobré poč́ıtači vždycky slepě věřit.

1.2 Numerická matematika

Reálný problém, který se snaž́ıme vyřešit – např́ıklad nastaveńı tuhosti odpružeńı podvozku
nového modelu automobilu, nebo optimálńı alokaci sklad̊u zásilkového obchodu –, můžeme
zkoumat experimentálńı cestou, porovnáváńım r̊uzných řešeńı a měřeńım výsledk̊u bez detailńı
znalosti jeho modelu. Pokud ale potřebujeme určité záruky, že jsme danou úlohu vyřešili ko-
rektně a chceme dodat našemu zp̊usobu řešeńı d̊uvěryhodný základ, použijeme na vyřešeńı
problému nějaký matematický model (o něm jsme se už zmiňovali výše). Kdo je zdrojem
tohoto modelu, neńı v tento okamžik až tak d̊uležité: v př́ıpadě fyzikálńıch úloh to patrně bude
někdo, kdo dokáže matematicky popsat fyzikálńı stránku řešené úlohy, v př́ıpadě chemických
proces̊u pak to bude někdo znalý potřebné fyzikálńı chemie.

V procesu řešeńı matematického modelu zpravidla nemůžeme postupovat př́ımo, muśıme se
obrátit k jeho nahrazeńı jednodušš́ı úlohou, tak zvaným poč́ıtačovým modelem. To je p̊uvodńı
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Obrázek 1: Pozice numerické úlohy a numerických metod v kontextu matematického modelováńı.
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model upravený tak, že jej lze v konečném čase spoč́ıtat na poč́ıtači. Výsledky poč́ıtačového mo-
delu jsou ale pouze přibližné (i když většinou dostatečně přesné) a slouž́ı jako přibĺıžeńı neboli
aproximace výsledk̊u, které by byly přesným řešeńım uvažovaného matematického modelu.
Dobré poč́ıtačové modely nám zároveň poskytuj́ı informaci o přesnosti źıskaných výsledk̊u.

Takováto přibližná metoda řešeńı se v praxi použ́ıvá velmi často, zapotřeb́ı j́ı neńı sṕı̌se v malém
počtu př́ıpad̊u. Jako př́ıklad nám můžou sloužit početné modely technických systémů založené
na diferenciálńıch rovnićıch. Úlohy pro diferenciálńı rovnice můžeme sice někdy řešit analyticky
(tedy na paṕı̌re, užit́ım standardńıho matematického aparátu), ale u většiny diferenciálńıch
rovnic takové analytické řešeńı neńı možné a muśıme se spokojit s jeho aproximaćı.
Př́ıklad 3 (Přibližná metoda řešeńı). Soustavu parciálńıch diferenciálńıch rovnic nelze zpravi-
dla řešit př́ımo (podobně, jako jsme to zmiňovali u obyčejné diferenciálńı rovnice). Pokud ale
nahrad́ıme parciálńı derivace diferencemi a celou p̊uvodńı doménu úlohy rozděĺıme na śıt’ ro-
vinných či objemových element̊u (použijeme postup, jenž se nazývá metoda konečných prvk̊u),
lze p̊uvodńı soustavu převést na soustavu algebraických rovnic, lineárńıch nebo nelineárńıch
– to je v našem př́ıpadě ta jednodušš́ı matematická úloha, uvedená na Obrázku 1. Soustavu
lineárńıch rovnic můžeme být schopni vyřešit přesně např́ıklad Gaussovou eliminaćı, ale tento
proces je pro velké soustavy velmi pomalý a v mnoha př́ıpadech se spokoj́ıme s přibližným a
mnohem rychleǰśım řešeńım některou iteračńı metodou.

doplnit daľśı p̌ŕıklady?

1.3 Numerická úloha

Protože poč́ıtač je konečný automat pracuj́ıćı pouze s konečným počtem vstupńıch a výstupńıch
dat, zavád́ı se někdy také pojem numerické úlohy.

Numerická úloha – jasný a jednoznačný popis funkčńıho vztahu mezi konečným počtem
vstupńıch a výstupńıch dat.

Některé matematické úlohy jsou rovnou numerickými úlohami – např́ıklad již zmı́něné řešeńı
soustav lineárńıch rovnic.

Data – vyjádřitelná konečným počtem č́ısel.

⇒ Poč́ıtačový model je taková aproximace matematického modelu, jež může být v konečném
čase realizována na poč́ıtači.

Poznamenejme, že ne všechny numerické úlohy lze na poč́ıtači vyřešit v konečném počtu krok̊u.
Takové řešeńı lze provést přesně např́ıklad u řešeńı soustav lineárńıch rovnic (nebereme-li v
úvahu zaokrouhlovaćı chyby), ale ne už obecně při hledáńı vlastńıch č́ısel matic, což je také
numerická úloha. U řady numerických úloh se tedy spokoj́ıme s t́ım, že stanov́ıme nějaké je-
jich (vhodně definované) přibližné řešeńı (aproximaci). Taková řešeńı se pak poč́ıtaj́ı pomoćı
vhodných numerických metod. O aproximaci se mluv́ı výše.

Numerický algoritmus – postup, kterým se v konečném počtu krok̊u řeš́ı daná numerická
úloha. Při studiu vlastnost́ı numerických algoritmů nás zaj́ımá předevš́ım realizace aritmetických
operaćı s č́ısly, nikoliv logické operace. Algoritmus numerické metody (Newtonova metoda) –
teoretická záležitost, nemuśı být konečný.

Realizace algoritmu na poč́ıtači (též implementace), směřuje k programu – třeba algoritmus
ve Fortranu, realizovatelný v konečném čase (má už epsilon a maximálńı povolený počet iteraćı);
hled́ım, abych se vyhnul třeba odč́ıtáńı sobě bĺızkých č́ısel.
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Konečná fáze je program – žádná numerická metoda mně nic nespoč́ıtá, vždycky je to až
program.

Konstrukce a analýza metod a algoritmů pro realizaci numerických úloh na poč́ıtač́ıch: nume-
rická matematika.

Vstupńı a výstupńı data jsou vlastně danými a hledanými objekty numerické úlohy [1].
Př́ıklad 4 (Numerická úloha). Přibližné řešeńı rovnice x4 +a1x

2 +a2x+a3 = 0 je možno poč́ıtat
numericky pro konkrétńı vstupńı vektor a = [a1, a2, a3] ∈ R3.

Výstupem numerické metody řešeńı bude vektor x = [x1, x2, x3, x4] ∈ C4. Řešeńı je v obecném
př́ıpadě garantováno pouze přibližné, při vhodné volbě vektoru parametr̊u a jej ale můžeme
źıskat i přesně.
Př́ıklad 5 (Co neńı numerická úloha). Řešeńı rovnice y′′(x)− y(x)2 = 0 za daných počátečńıch
podmı́nek nelze vyjádřit konečným počtem č́ısel a nelze jej tedy hledat numericky (řešeńım
rovnice je funkce, nikoliv množina č́ıselných hodnot).

Numerický př́ıstup lze použ́ıt pouze pro vyšetřeńı hodnot ve vybraných bodech x ∈ {xi}n1 ,
kde typicky xi = x0 + i · ∆, spojitý interval tedy aproximujeme diskrétńım. Vyžaduje-li to
přesnost výpočtu, nemuśı být hodnoty xi rozmı́stěny ekvidistantně – to uvid́ıme např́ıklad při
numerickém výpočtu integrál̊u.

V okamžiku, kdy máme v ruce výsledky, muśı ještě proběhnout analýza modelu, respektive
analýza řešeńı. Účelem těchto analýz je verifikovat a validovat použitý model a metodu
řešeńı a obdržet odpověd’ na následuj́ıćı otázky:

validace – Poč́ıtáme se správným modelem? Pokud jsou př́ıpustné teploty kladné, nepředpov́ıdá
model zápornou teplotu? Má-li modelovaná veličina monotónně r̊ust nebo klesat, ne-
docháźı ve výsledku k oscilaćım?

verifikace – Poč́ıtá náš model správně? Nedocháźı v něm k nepř́ıpustným chybám?

Zdroj̊um možných chyb při použit́ı validńıho modelu se budeme věnovat v jednom z následuj́ıćıch
odstavc̊u. Nejprve si ale muśıme vysvětlit, jak vlastně poč́ıtač reprezentuje reálná č́ısla.

2 Zobrazeńı č́ısel v poč́ıtači

Dnešńı poč́ıtače pracuj́ı výlučně v binárńım kódu – veškerá informace je ukládána v operačńı
paměti a na vněǰśı pamět’ová média ve formě jedniček a nul. Mimo jiné to znamená, že namı́sto
deśıtkové soustavy, použ́ıvané pro poč́ıtáńı na paṕı̌re, jsou v poč́ıtač́ıch č́ısla reprezentována ve
dvojkové soustavě.

Celá č́ısla – ekvivalenty ve dvojkové soustavě, jeden (nejvyšš́ı) bit na znaménko. Celá č́ısla
reprezentuj́ı i č́ısla přirozená ve dvojnásobném rozsahu, muśıme si proto dávat pozor, s č́ım
zrovna poč́ıtáme (v ANSI C deklarace int versus unsigned int).
Př́ıklad 6. 66 = (01000010)2, −126 = (11111110)2, ovšem také (11111110)2 = 254

Pevná řádová čárka – pevný počet bit̊u pro celou a desetinnou část č́ısla. Q notace označuje
počet bit̊u před a za desetinnou čárkou[1]: Q3.5 je osmibitové č́ıslo, jež může nabývat hodnot
000,000002 až 111,111112, tedy 0,00000, 0,03125, . . . 7,93750, 7,96875.
Př́ıklad 7. 5,310010 ≈ 101010102(= 101,010102), 7,562510 = 111100102
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Pohyblivá řádová čárka – převod na tvar a · qb , kde a ∈ R, 1 ≤ a < 10 je mantisa, b ∈ Z
je exponent a q ∈ N je základ, typicky 2 (PC, IEEE 754) nebo 10 (kalkulačka).

Definice 8 (Semilogaritmický tvar). Č́ıslo x lze reprezentovat v semilogaritmickém tvaru
s normalizovanou mantisou jako

x = sgn(x) ·
(
a1
q

+ a2
q2 + · · ·+ al

ql

)
qb,

kde q ∈ N, q > 1 je základ, ai ∈ {0, 1, . . . , q−1}, a1 ≥ 1, jsou č́ıslice mantisy a b ∈ {m1, . . . ,m2}
m1,m2 ∈ Z, obvykle m1 < 0 a m2 > 0 je exponent. Předpokládá se, že b je v intervalu 〈m1,m2〉
reprezentováno rovnoměrně. Stejně tak se uvažuje pouze normalizovaná mantisa m ∈ 〈1, q),
protože m a b nejsou jinak určeny jednoznačně.

Všimněte si, že reprezentace x pokrývá pouze podmnožinu R – má pouze 2(q − 1)ql−1(m2 −
m1 + 1) + 1 prvk̊u. Některá reálná č́ısla nelze tedy přesně reprezentovat. Jsou to např́ıklad
č́ısla s moc velkým a malým exponentem a č́ısla, která nemaj́ı konečný q rozvoj. Daľśı limituj́ıćı
faktor je konečný počet desetinných mı́st mantisy – je jich pouze l.
Př́ıklad 9 (Reprezentace 1/2 a 1/10). Budeme-li uvažovat q = 2, bude

1
2 =

(1
2 + 0

4 + 0
8 · · ·

)
20

ale
1
10 =

( 1
16 + 1

32 + 1
256 + 1

512 + 1
4096 + 1

8192 + 1
32768 · · ·

)
2−4

nelze reprezentovat konečným rozvojem.

Jedńım z d̊usledk̊u semilogaritmické reprezentace č́ısel v pohyblivé řádové čárce je i to, že v
poč́ıtači existuje největš́ı a nejmenš́ı reprezentovatelné č́ıslo.

Plat́ı a1 6= 0, což při binárńı reprezentaci znamená ale a1 = 1, a proto se a1 v̊ubec při binárńı
reprezntaci v̊ubec neukládá a źıskáme tak ”zadarmo“ jeden bit přesnosti reprezentace nav́ıc.

Jak zobrazeńı č́ısel, tak chováńı poč́ıtačové aritmetiky jsou dnes určovány všeobecně uznávanými
normami, z nichž nejčastěji se už́ıvá norma IEEE 754 [5]. Aritmetika podle této normy má tu
vlastnost, že výsledek operace s dvěma strojovými č́ısly dává vždy nějaký strojově zobrazitelný
výsledek. Tento požadavek vede k tomu, že v IEEE reprezentaci jsou potom speciálńı př́ıznaky
pro př́ıpady, kdy např́ıklad dojde k podtečeńı a reálné č́ıslo se reprezentuje v nižš́ı přesnosti (n
už nejde sńıžit) s hodnotou a1 = 0 – tato č́ısla nazýváme subnormálńı (nebo denormalizovaná)

ub́ırá se mantisa, jsou pod realmin, ale to definujeme až později . Podobně jsou zde
symboly pro překročeńı č́ıselného rozsahu směrem k nekonečnu (v Matlabu výsledek Inf) nebo
pro výsledek, který matematicky nedává smysl (NaN, např́ıklad výpočet 0/0).

Hezký interaktivńı př́ıklad výpočtu reprezentace decimálně zapsaných č́ısel podle IEEE 754 lze
nalézt na stránkách http://babbage.cs.qc.cuny.edu/IEEE-754/.

3 Typy chyb

Při tvorbě matematického modelu problému z reálného světa jsme vždy nuceni provést určitá
přibĺıžeńı a některé skutečnosti si idealizovat. Rozd́ıl řešeńı idealizovaného problému (matema-
tické úlohy) a řešeńı reálného problému nazýváme chybou matematického modelu nebo také
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jenom chybou modelu. Z velikosti této chyby posuzujeme zpětně vhodnost či nevhodnost zvo-
leného modelu, tj. aproximace reality.

Jestliže k řešeńı matematické úlohy použijeme metodu, která nám neposkytne přesné (teore-
tické) řešeńı dané úlohy, pak chybu, které se dopust́ıme, nazýváme chybou metody. Typickým
př́ıkladem je chyba, které se dopust́ıme, když za limitu nekonečné posloupnosti vezmeme některý
jej́ı člen s dostatečně velkým indexem. Často řeš́ıme matematickou úlohu t́ım, že pomoćı jistých
metod ji nahrad́ıme (aproximujeme) úlohou jednodušš́ı – obvykle již úlohou numerickou –
a rozd́ıl řešeńı těchto dvou úloh nazýváme chybou aproximace. Tato chyba se často bere jako
součást chyby metody.

K posouzeńı přesnosti výsledku muśıme ještě vźıt v úvahu chyby (šum) ve vstupńıch datech, dané
jednak chybami měřeńı, jednak zp̊usobené zobrazeńım vstupńıch dat do nesouvislé množiny re-
prezentuj́ıćı data v poč́ıtači. Posledńı skupinou chyb jsou chyby zaokrouhlovaćı. Do této skupiny
zahrnujeme všechny nepřesnosti zp̊usobené realizaćı algoritmu v poč́ıtači včetně nepřesného
prováděńı aritmetických operaćı.

V daľśım textu budeme použ́ıvat označeńı, v němž č́ıslo x v numerickém algoritmu je reprezen-
továno přibĺıžeńım x̃.

Definice 10 (Absolutńı a relativńı chyba). Absolutńı chybou A(x) aproximace č́ısla x č́ıslem
x̃ označujeme rozd́ıl

A(x) = |x− x̃|

Relativńı chybou R(x) aproximace č́ısla x č́ıslem x̃ označujeme pod́ıl

R(x) = A(x)
|x|

=
∣∣∣∣x− x̃x

∣∣∣∣ , x 6= 0

zḿınit data namě̌rená s chybou?

Absolutńı chyba tak neńı nazývána kv̊uli absolutńı hodnotě, jedná se o absolutńı odchylku mezi
reprezentaćı č́ısla a jeho pravou hodnotou. Velikost absolutńı chyby neńı postačuj́ıćım měř́ıtkem
pro posouzeńı přesnosti výpočtu, zde se nám naopak velmi hod́ı relativńı chyba – ta bere v úvahu
i velikost č́ısla, s ńımž se poč́ıtá. Pro x bĺızko 0 se ovšem může stát, že relativńı chyba bude
moc př́ısná (uvid́ıme to v daľśı přednášce při výpočtu kořen̊u nelineárńı funkce Newtonovou
metodou) a v této oblasti je vhodněǰśı měřit absolutńı chybou.

Připomeňme si, co jsme zmı́nili již v předešlém odstavci, když jsme se bavili o reprezentaci
reálných č́ısel v pohyblivé řádové čárce: Reálná č́ısla nejsou v poč́ıtači věťsinou reprezentována
přesně. Použijeme-li již zmı́něný standard IEEE 754 [5], č́ısla v pohyblivé řádové čárce repre-
zentujeme standardně ve dvojnásobné přesnosti (tj. IEEE 754 binary64 s 53 bity mantisy, z
nichž je uloženo 52)1 – relativńı chyba této reprezentace je o malinko větš́ı, než 10−16 (mantisa
má 15,95 platných dekadických č́ıslic). Pokud je to třeba, lze na úkor vyšš́ıch zaokrouhlovaćıch
chyb volit jednoduchou přesnost (tj. IEEE 754 binary32 s 24 bity mantisy, z nichž je uloženo
23)2, kde je relativńı chyba reprezentace o malinko nižš́ı, než 10−7 (mantisa má 7,22 platných
dekadických č́ıslic).

Jak vid́ıme, je-li relativńı chyba reprezentace č́ısla x hodnotou x̃ rovna R(x) = 10−d, znamená
to, že x je má ve zvolené reprezentaci d platných č́ıslic. Absolutńı chyba A(x) = 10−d udává
počet platných desetinných mı́st.

1V Matlabu i ANSI C/C++ double.
2V Matlabu single, v ANSI C/C++ float.
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Přesnost aritmetiky v Matlabu: eps (relativńı chyba reprezentace č́ısla), realmax (největš́ı zob-
razitelné č́ıslo), realmin (nejmenš́ı plně reprezentovatelné – tedy nikoliv subnormálńı – č́ıslo).

3.1 Vliv zahokrouhlovaćıch chyb

Nahromaděńı zaokrouhlovaćıch chyb během postupu výpočtu může nakonec vést k situaci, kdy
výsledek výpočtu je zcela odlǐsný od správné hodnoty – a to může vést k velmi závažným
následk̊um. Jedńım z tragických př́ıklad̊u takové chyby je selháńı baterie protiraketových střel
Patriot, chráńıćıch americkou základnu Dhahran v Saudské Arábii během války v Perském
zálivu dne 25. února 1991, jež stálo život 28 amerických voják̊u, daľśıch 98 bylo zraněno [3].
Střely Patriot se přitom v době konfliktu považovaly za velmi úspěšné prostředky ochrany proti
raketovým útok̊um protivńıka. V tomto př́ıpadě ale baterie v̊ubec nevystřelila. Co se vlastně
stalo?
Př́ıklad 11 (Proč Patriot netref́ı Scud). Hlavńım d̊uvodem selháńı byl nepřesný výpočet časové
základny v zaměřovaćım systému baterie Patriot: Systém poč́ıtal s hodnotami času v desetinách
sekundy, jeho autoři proto systémový čas v sekundách źıskávali prostým vynásobeńım hodnotou
0,1. Jak jsme viděli v Př́ıkladě 9, většina desetinných zlomk̊u nemá ale v pohyblivé řádové čárce
s binárńım základem konečný rozvoj, plat́ı

0,1 ≈ (0,0001100110011001100110011001100110011 . . . )2.

Interńı registr v ř́ıdićım systému baterie pracoval ovšem pouze v jednoduché přesnosti, měl tedy
24 bit̊u mantisy a efektivně tak ukládal č́ıslo

0,1 ≈ (0,0001100110011001100110011)2 ≈ 0,999999905,

tedy reprezentoval desetinu sekundy s absolutńı chybou přibližně 0,000000095.

Systém, chráńıćı spojeneckou základu, byl v provozu nepřetržitě po dobu 100 hodin, a během
této doby odchylka časové základy od referenčńıho času dosáhla 0,34 sekundy. Scud let́ı (či
sṕı̌se jeho zbytky včetně hlavice padaj́ı) rychlost́ı okolo 1700 m/s, posun časové základny po-
tom zp̊usobil, že ř́ıdićı systém baterie jej po prvotńım radarovém kontaktu hledal v bodě cca
500 m za skutečnou polohou útoč́ıćı střely. Vzhledem k tomu, že se v dané oblasti nic nevysky-
tovalo, prohlásil p̊uvodńı radarový kontakt za falešný poplach a proti bĺıž́ıćımu se Scudu nebyly
odpáleny žádné rakety.

K př́ıkladu je třeba pro úplnost doplnit dvě věci: (i) Patriot je p̊uvodně mobilńı systém pro-
tiletadlové obrany, upravený na ničeńı taktických balistických střel. Při návrhu se nepoč́ıtalo
s dlouhodobým nasazeńım při obraně statických ćıl̊u – nikdo proto nepředpokládal, že by celý
systém byl aktivován po dobu několika dńı. (ii) Řešeńı problému přitom bylo jednoduché (a
navržené izraelskými odborńıky asi dva týdny před incidentem): stačilo vždy po pár hodinách
restartovat ř́ıdićı systém baterie. Opravený software byl přitom výrobcem dodán 26. února 1991,
tedy den po incidentu v Dhahranu.

3.2 Vliv aritmetických operaćı na relativńı chybu

Aritmetické operace mohou mı́t na nepřesné reprezentace č́ısel devastuj́ıćı vliv (např́ıklad pod́ıl
velkého a malého č́ısla, ale i odč́ıtáńı dvou sobě bĺızkých č́ısel stejného znaménka).

9



Relativńı chyba se může výrazně zvětšit při odč́ıtáńı dvou bĺızkých č́ısel:

R(x± y) = A(x± y)
|x± y|

Podmı́nkou ale je, že č́ısla x a y nejsou v poč́ıtači reprezentována přesně. Násobeńı ani děleńı
nemaj́ı na A(x) a R(x) výrazněǰśı vliv.
Př́ıklad 12. Mějme č́ısla x1 = 758320, x2 = 757940, a necht’ jsou reprezentována jako x̃1 =
758330 a x̃2 = 757930. Plat́ı A(x1) = 10, A(x2) = 10,

R(x1) = 10
758320 ≤ 1,32 · 10−5,R(x2) = 10

757940 ≤ 1,32 · 10−5.

Máme tedy v = x1 − x2 = 380 a je ṽ = x̃1 − x̃2 = 400. Proto A(v) = |v − ṽ| = 20 a

R(v) = A(v)
|v|

= 20
380 ≤ 0,053.

Relativńı chyba rozd́ılu v = x1− x2 je tedy o tři řády vyšš́ı než relativńı chyby obou operand̊u.

4 Typy numerických úloh

Mějme dány dva vektorové prostory Bx (vstupńı data) a By (výstupńı data).

Definice 13 (Matematická úloha). Matematickou úlohou rozumı́me relaci

y = U(x), x ∈ Bx, y ∈ By

Definice neř́ıká nic jiného, než že matematická úloha transformuje posloupnost vstupńıch dat
na posloupnost výsledk̊u. Ne všechny úlohy, odpov́ıdaj́ıćı formálńı definici uvedené výše, lze
na poč́ıtači numericky řešit. Možné to je pouze pro podmnožinu všech úloh, kterou si můžeme
definovat takto:

Definice 14 (Korektńı úloha). Řekneme, že úloha je korektńı, pokud

1. ke každému x ∈ Bx existuje právě jedno y ∈ By,

2. řešeńı y spojitě záviśı na datech, tedy pokud xn → x a U(xn) = yn, pak také yn → y =
U(x).

Zbylé matematické úlohy označujeme jako nekorektńı. Jde např́ıklad o nejednoznačně řešitelné
problémy, intervalové odhady, úlohy s nevhodnou formulaćı zadáńı.
Př́ıklad 15 (Korektńı úloha). Jako př́ıklad korektńı úlohy může sloužit např́ıklad výpočet in-
tegrálu z dané spojité a ohraničené funkce přes nějaký interval.
Př́ıklad 16 (Nekorektńı úloha). Určete matici A splňujćı rovnici Ax = b máte-li dány hodnoty
x a b
Př́ıklad 17 (Jiná nekorektńı úloha). Určete

y =
∫ 1

−1
1/x dx.
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úloha

nekorektńıkorektńı

špatně podmı́něnádobře podmı́něná

Obrázek 3: Taxonomie matematických úloh

Definice 18 (Č́ıslo podmı́něnosti). Pod́ıl

Cp =

|∆x|
|x|
|∆y|
|y|

se nazývá č́ıslo podmı́něnosti úlohy.

Č́ıslo podmı́něnosti nám udává, jak moc ”silný“ je vliv změn ve vsupńıch datech úlohy na
výstupńı data. V př́ıpadech, kdy |x| nebo |y| jsou malé, bývá namı́stě použ́ıvat v definici č́ısla
podmı́něnosti v čitateli i jmenovateli nikoli relativńı, ale absolutńı chyby (mluv́ıme pak o ab-
solutńım č́ısle podmı́něnosti).

Definice 19 (Dobře podmı́něná úloha). Budeme ř́ıkat, že korektńı úloha je dobře podmı́něná,
jestliže malá změna ve vstupńıch datech vyvolá malou změnu řešeńı (resp. Cp ≈ 1).

Dobře podmı́něné úlohy se numericky řeš́ı ”snadno“, tedy s malou očekávanou chybou a s rela-
tivně malými problémy se zaokrouhlovaćımi chybami. Úlohy špatně podmı́něné d́ıky svým vlast-
nostem zp̊usobuj́ı numerické problémy, je třeba je řešit ”opatrně“ (použ́ıvat vhodné algoritmy,
jež třeba nejsou tak efektivńı, jsou ale numericky stabilńı) a nebo se pokusit je transformovat
na lépe podmı́něné úlohy.
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