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1.4 Iteračńı metody a jejich konvergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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1 Řešeńı nelineárńıch rovnic

1.1 Formulace úlohy

Pro detailněǰśı obeznámeńı s pojmy, uváděnými ńıže, doporučuji i zde konzultovat knihu Micha-
ela T. Heathe [3], př́ıpadně nějakou z českých učebnic či mnoha skript o numerické matematice,
která v posledńıch letech vyšla – např́ıklad [1], [2] (části tohoto skripta jsou dostupné i on-line).
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Mnohé ze zde použitých obrázk̊u jsme převzali právě z [3].

Budeme se zde zabývat předevš́ım numerickými metodami pro (přibližné) řešeńı nelineárńı
rovnice

f(x) = 0, (1)
kde f : R → R je reálná nelineárńı funkce jedné reálné proměnné. Řešit lineárńı rovnice
tvaru ax + b = c, tj. ax + b − c = 0, jsme se naučili již na středńı škole. Seznámili jsme se
tam i s řešeńım některých nelineárńıch rovnic, např́ıklad kvadratické rovnice ax2 + bx + c = 0
nebo rovnice sin x = 0. K řešeńı většiny nelineárńıch rovnic však potřebujeme použ́ıt některou
vhodnou numerickou metodu.

Řešeńım nebo kořenem uvedené rovnice nebo také nulovým bodem funkce f nazýváme
takové reálné č́ıslo x∗, pro které plat́ı f(x∗) = 0. Nelineárńı rovnice mohou mı́t právě jedno
řešeńı (rovnice x − sin x = 0), v́ıce řešeńı (rovnice x2 − 1 = 0), nebo nemuśı mı́t žádné řešeńı
(rovnice sin x = 2).

Budeme se také zabývat speciálńım rovnicemi tvaru

x = g(x), (2)

kde opět g : R → R a tedy f(x) = x − g(x). Řešeńı takové rovnice se nazývá také pevným
bodem funkce g.

Speciálńı situace nastává také, je-li uvažovaná funkce f polynom. Hledáme pak totiž často i jeho
komplexńı kořeny. Pro polynomy existuj́ı tedy i speciálńı numerické metody, jimiž se zde však
nemůžeme extra zabývat. V praxi se setkáme i se soustavami nelineárńıch rovnic, jejichž řešeńım
pak neńı č́ıslo, ale vektor hodnot. Existuj́ı numerické metody i pro řešeńı takových soustav, z
časových d̊uvod̊u se jimi ale zde také zabývat nebudeme. Př́ıpadné zájemce odkazujeme na
Heathovu knihu [3] nebo na Mı́kovu učebnici [1] či skripta [2].

1.2 Existence a jednoznačnost

Existence a jednoznačnost řešeńı nelineárńıch rovnic je podstatně komplikovaněǰśı záležitost než
je tomu u lineárńıch rovnic a jejich soustav. V mnoha př́ıpadech je obt́ıžné stanovit existenci
nebo počet řešeńı nelineárńı rovnice. Zat́ımco u soustav lineárńıch rovnic muśı být počet řešeńı
roven nule, jedné nebo být nekonečný, nelineárńı rovnice mohou mı́t jakýkoli počet řešeńı, a to
dokonce i pro jedinou rovnici.
Př́ıklad 1 (Existence kořen̊u). Uvažujeme-li kořeny následuj́ıćıch rovnic na celém R, pak rovnice

• ex + 1 = 0 nemá žádné řešeńı

• e−x − x = 0 má právě jedno řešeńı

• x2 − 4 sin x = 0 má dvě řešeńı

• x3 + 6x2 + 11x− 6 = 0 má tři řešeńı

• sin x = 0 má nekonečně mnoho řešeńı

Jakkoli je tedy obt́ıžné źıskat jakákoli globálńı tvrzeńı o počtu řešeńı nelineárńı rovnice, máme
přesto k dispozici některá užitečná lokálńı kritéria zaručuj́ıćı existenci aspoň jednoho kořene
rovnice na daném intervalu. Jedno takové praktické kritérium je založeno na matematické větě,
která pocháźı od B. Bolzana a ř́ıká:
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Obrázek 1: Př́ıklad nelineárńı funkce s kořeny x1 a x2 na intervalu [a, b]. Tento interval je pro danou
funkci f(x) uzávěrou kořene.

Věta 2 (Bolzanova věta). Necht’ funkce f je spojitá na uzavřeném omezeném intervalu [a, b] a
necht’ plat́ı f(a)·f(b) < 0 (tj. f(a) a f(b) maj́ı opačná znaménka). Pak funkce f má na intervalu
(a, b) alespoň jeden nulový bod.

Takový interval [a, b], v jehož koncových bodech má funkce f opačná znaménka, budeme nazývat
uzávěrou řešeńı nelineárńı rovnice f(x) = 0. Jak uvid́ıme později, v řadě numerických metod
pro řešeńı nelineárńıch rovnic hraje d̊uležitou roli právě postupné zužováńı takové předem na-
lezené uzávěry. Jak ovšem počátečńı uzávěru naj́ıt, je v́ıceméně záležitost́ı pokus̊u a omyl̊u.
Jedna z možnost́ı je odhadnout nějak počátečńı interval, na němž budeme chováńı funkce f
zkoumat (i když to ještě nebude uzávěra kořene), a pak procházet t́ımto intervalem po nějakých
vhodně volených kroćıch, postupně poč́ıtat hodnoty f(x) a sledovat, kdy v nich dojde ke změně
znaménka.

Poznamenejme ještě, že právě zmı́něné kritérium udává pouze postačuj́ıćı, nikoli nutnou podmı́nku
existence kořene. Nemělo by nás tedy od hledáńı kořene předem odrazovat to, že jsme nenašli
jeho uzávěru. V řadě př́ıpad̊u totiž ani pro daný kořen uzávěra neexistuje. Jako př́ıklad stač́ı
vźıt triviálńı rovnici x2 = 0 s jediným kořenem x = 0. Zde pro všechna x máme x2 ≥ 0 a ke
změně znaménka tedy nemůže doj́ıt.

Obrat’me svoji pozornost nyńı k rovnici (2). Zde lze k d̊ukazu existence pevného bodu na daném
intervalu využ́ıt opět klasické matematiky, konkrétně tzv. věty o kontrakci.

Definice 3 (Kontrakce). Řekneme, že funkce g : R → R je na množině S ⊆ R kontrakce,
pokud existuje konstanta L ∈ R, 0 < L < 1 taková, že pro všechna x, y ∈ S plat́ı

|g(x)− g(y)| ≤ L|x− y|.

Věta 4 (O existenci pevného bodu). Jestlǐze je funkce g kontrakce na uzavřené množině S ⊆ R
a g(S) ⊆ S, pak má g v S pevný bod, a to právě jeden.

Pokud čtenáři vad́ı, že jsme výše uvedenou definici a větu formulovali pro obecnou množinu S,
může si pod S představovat nějaký interval. Z uvedené věty ihned plyne, že pokud v rovnici
(1) můžeme psát f(x) = x− g(x), kde g je kontrakce na nějaké uzavřené množině S taková, že
zobrazuje S do sebe samé, má rovnice f(x) = 0 na množině S právě jedno řešeńı, totiž pevný
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bod funkce g. Brzy uvid́ıme, že tato skutečnost nám dává možnost odvodit některé numerické
metody pro řešeńı nelineárńıch rovnic. Poznamenejme ještě, že pokud pro všechna x ∈ S existuje
derivace funkce g a plat́ı |g′(x)| < 1, dá se ukázat, že g na S je kontrakce.

Z matematického či logického hlediska jsou naše úvahy o uzávěře spojité funkce či předpoklady
věty o kontrakci pouze postačuj́ıćı podmı́nky, nikoli však podmı́nky nutné. Neńı tedy nikde psáno,
že funkce f nemůže mı́t nulový bod v intervalu, který neńı uzávěrou, nebo že funkce g, která neńı
kontrakce, nemůže mı́t pevný bod. V praxi tedy může být užitečné využ́ıt soudobých možnost́ı
našeho softwarového vybaveńı a při řešeńı nelineárńıch rovnic si nejprve nechat vykreslit graf
funkce f pro rovnici (1) nebo grafy y = x a y = g(x) pro rovnici (2).
Př́ıklad 5 (Nesplněné postačuj́ıćı podmı́nky). • funkce f(x) = x2 má nulový bod x = 0 na

intervalu [−1, 1], který neńı uzávěra

• funkce g(x) = sin x má pevný bod x = 0, ale v okoĺı tohoto bodu to neńı kontrakce

Doposud jsme se soustředili převážně na existenci kořen̊u nelineárńıch rovnic a ne na jejich
jednoznačnost, protože se obecně má za to, že nelineárńı rovnice mohou mı́t v́ıce než jedno
řešeńı, přinejmenš́ım globálně. Jednoznačnost kořene nás přesto může zaj́ımat, alespoň lokálně,
např́ıklad na daném intervalu. Připomeňme si, že z lineárńı algebry v́ıme, že soustava lineárńıch
rovnic s regulárńı matićı má vždy právě jedno řešeńı. Pro nelineárńı funkce f plat́ı podobné
tvrzeńı o regularitě, přinejmenš́ım lokálně. Pokud totiž funkce f má v daném bodě x∗ nenulovou
derivaci, pak existuje otevřený interval kolem tohoto bodu, v němž je funkce f ostře monotónńı,
tedy rostoućı nebo klesaj́ıćı. V takové situaci v okoĺı bodu x∗ tedy může existovat nejvýše jeden
kořen.

Pokud však v nějakém kořenu x∗ má funkce f nulovou derivaci, má tento kořen jisté zvláštńı
vlastnosti, které ovlivňuj́ı jak podmı́něnost řešené úlohy, tak také chováńı použité numerické
metody. Nulový bod x∗ funkce f , pro který plat́ı zároveň f(x∗) = 0 a f ′(x∗) = 0 se nazývá
násobný kořen rovnice f(x) = 0. Geometricky to znamená, že graf funkce f má v tomto bodě
vodorovnou tečnu splývaj́ıćı s osou x. Kořeny, které nejsou násobné, se nazývaj́ı jednoduché.
Kořen x1 z Obrázku1 je tedy jednoduchý, kořen x2 je násobný. Pojem násobnosti lze pro hladké
funkce f dále upřesnit. Pokud plat́ı f(x∗) = f ′(x∗) = f ′′(x∗) = · · · = f (m−1)(x∗) = 0, ale
f (m) 6= 0, řekneme, že násobnost kořene x∗ je m.
Př́ıklad 6 (Pevné body). Ověřte si následuj́ıćı tvrzeńı:

• funkce g(x) = sin x má jediný pevný bod x = 0

• funkce g(x) = x2 má pevné body x = 0 a x = 1

• kořen x = 0 rovnice sin x = 0 je jednoduchý

• kořen x = 0 rovnice x2 = 0 je dvojnásobný

• kořen x = 1 rovnice x3 − 3x2 + 3x− 1 = 0 je trojnásobný

1.3 Podmı́něnost řešeńı

Abychom mohli kvantitativně měřit citlivost řešeńı nelineárńıch rovnic na data (funkčńı hod-
noty), muśıme pracovat s absolutńım č́ıslem podmı́něnosti, což je obdoba již zavedeného č́ısla
podmı́něnosti z minulé přednášky, kde ale mı́sto relativńıch změn v čitateli i jmenovateli vystu-
puj́ı absolutńı odchylky. Je to dáno t́ım, že hodnota funkce f v kořenu rovnice je rovna nule.
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Obrázek 2: Podmı́něnost kořen̊u nelineárńı rovnice f(x) = 0. Vlevo: dobře podmı́něná úloha, vpravo:
špatně podmı́něná úloha.

Dá se ukázat, že pokud má funkce f v okoĺı kořene x∗ derivaci, je pak toto č́ıslo podmı́něnosti
přibližně

Cp,abs ≈
1

|f ′(x∗)| .

Pokud je ve jmenovateli f ′(x∗) = 0 (násobný kořen), klademe Cp,abs = ∞. Z definice č́ısla
podmı́něnosti pak vyplývá, že pokud najdeme bod x̃ takový, že |f(x̃)| < ε, může odchylka
|x̃ − x∗| tohoto bodu od kořene rovnice f(x) = 0 mı́t velikost ε/|f ′(x∗)|. Pro malé hodnoty
|f ′(x∗)| tedy může být tato odchylka od kořene velká, i když funkčńı hodnota sama je malá.

Celou situaci ilustruje Obrázek 2. Čárkované křivky vyznačuj́ı oblast nejistoty kolem každé plně
nakreslené křivky, takže nulový bod dané funkce může být kdekoli mezi body, v nichž čárkované
křivky prot́ınaj́ı vodorovnou osu. Malý interval nejistoty pro nulový bod na levém obrázku je
dán t́ım, že daná křivka strmě roste (takže převrácená hodnota derivace je malá), kdežto velký
interval nejistoty pro nulový bod na pravém obrázku plyne z pomalého r̊ustu (a tedy velké
převrácené hodnoty derivace). Všimněte si také toho, že š́ı̌re pásu nejistot kolem funkčńıch
hodnot je na obou obrázćıch stejná.

Máme-li násobný kořen x∗, je f ′(x∗) = 0, takže č́ıslo podmı́něnosti násobného kořene je ne-
konečné. To dává smysl, protože nepatrná změna v f může zp̊usobit, že z násobného kořene se
stane v́ıce než jeden kořen nebo naopak násobný kořen zmiźı. Stač́ı si k tomu nakreslit např́ıklad
funkci f(x) = x2 a posunout ji o malé ε nahoru nebo dol̊u. p̌ŕıklad,obrázek

Podmı́něnost nelineárńı rovnice ovlivňuje náš pohled na přibližné řešeńı x̃: máme usilovat o
to, aby |f(x̃)| byla malá, nebo sṕı̌se o to, aby bylo malé |x̃ − x∗|, jakkoli přesné řešeńı x∗
předem neznáme? Jak už to u numerických metod bývá, obě uvedené veličiny nejsou nutně
malé současně, záviśı to ještě na podmı́něnosti. Tato skutečnost ovlivňuje volbu algoritmů nu-
merických metod, o nichž budeme hovořit ve zbytku této přednášky. V každém př́ıpadě je
užitečné źıskat předem nějakou informaci o podmı́něnosti řešené úlohy.

1.4 Iteračńı metody a jejich konvergence

Numerické metody pro řešeńı nelineárńıch rovnic jsou vesměs metody iteračńı. Iterace (z lat. ite-
rare, opakovat) znamená postupné opakováńı určitého postupu, během kterého se postupně
generuje posloupnost hodnot x0, x1, . . . , xk, . . . taková, že v našem př́ıpadě (hledáme kořen x∗

nelineárńı rovnice) postupně źıskávané hodnoty konverguj́ı k hledanému řešeńı, xk → x∗ pro
k → ∞. Při skutečném výpočtu samozřejmě nemůžeme j́ıt s k do nekonečna a iteračńı postup
zastav́ıme po určitém dostatečně velkém počtu krok̊u pomoćı vhodně zvoleného zastavovaćıho
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kritéria. Źıskáme tak přibližnou hodnotu hledaného kořene. Termı́n iterace se v numerické
matematice použ́ıvá nejen k označeńı výše uvedeného postupu jako celku, ale nazývá se tak
také každý jeho krok a nazývaj́ı se tak také postupně poč́ıtané hodnoty xk, tedy aproximace
hledaného kořene.

Abychom mohli porovnávat efektivitu iteračńıch metod, potřebujeme nějak charakterizovat je-
jich rychlost konvergence, tj. rychlost konvergence posloupnosti iteraćı xk k hledanému kořenu
rovnice. Chyba(nepřesnost) k-té iterace, kterou budeme označovat ek, se obvykle definuje jako
ek = xk − x∗, kde xk je aproximace (přibĺıžeńı) hledaného řešeńı źıskaná v iteraci k a x∗ je
skutečné (přesné) řešeńı. Některé z použ́ıvaných metod neprodukuj́ı př́ımo konkrétńı přibližné
řešeńı xk, ale pouze interval, který s určitost́ı obsahuje přesné řešeńı, přičemž délka tohoto in-
tervalu se během iteračńıho procesu postupně zmenšuje. U takové metody pak ek definujeme
jako délku tohoto intervalu po k-té iteraci. V obou př́ıpadech pak řekneme, že daná iteračńı
metoda konverguje s rychlost́ı r (také: metoda je řádu r), jestliže pro nějakou konečnou
kladnou konstantu C > 0 plat́ı

lim
k→∞

|ek+1|
|ek|r

= C.

Speciálně se rozlǐsuj́ı následuj́ıćı př́ıpady:

• pokud r = 1 a C < 1, je konvergence lineárńı,

• pokud r > 1, je konvergence superlineárńı,

• pokud r = 2, je konvergence kvadratická,

• pokud r = 3, je konvergence kubická, atd.

Jeden z d̊uvod̊u, proč rozlǐsujeme mezi lineárńı a superlineárńı konvergenćı, je ten, že, asympto-
ticky pro velká k, lineárně konvergentńı posloupnost źıskává po každé iteraci jistý stále stejný
počet přesných č́ıslic, kdežto superlineárně konverguj́ıćı posloupnost v jednotlivých iteraćıch
źıskává počet přesných č́ıslic, který stále roste. Přesněji můžeme ř́ıci, že lineárně konvergentńı
posloupnost źıskává v každé iteraci − log(C) přesných č́ıslic, kdežto superlineárně konverguj́ıćı
posloupnost má po každé iteraci r-krát v́ıce přesných č́ıslic než měla před touto iteraćı. Speciálně
pak plat́ı, že u kvadraticky konvergentńı metody se počet přesných č́ıslic po každé iteraci
zdvojnásob́ı (pro dostatečně velká k).
Př́ıklad 7 (Rychlosti konvergence). Jestliže členy následuj́ıćıch posloupnost́ı představuj́ı velikosti
chyb postupně generovaných iteračńıch aproximaćı, jsou rychlosti konvergence takové, jak je u
jednotlivých posloupnost́ı uvedeno.

• 10−2, 10−3, 10−4, 10−5, . . . lineárńı, C = 10−1

• 10−2, 10−4, 10−6, 10−8, . . . lineárńı, C = 10−2

• 10−2, 10−3, 10−5, 10−8, . . . superlineárńı, ale ne kvadratická

• 10−2, 10−4, 10−8, 10−16, . . . kvadratická

V teorii numerických metod se dokazuj́ı věty o konvergenci, které nám umožňuj́ı ř́ıci, kdy pro
danou rovnici ta či ona metoda konverguje a jak rychle. Nedávaj́ı nám ale explicitně pokyny
pro to, kdy máme iteračńı proces zastavit a prohlásit výsledné přibližné řešeńı za ”dostatečně
přesné“. Navrhnout vhodné zastavovaćı kritérium je poměrně složitá záležitost, a to z řady
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d̊uvod̊u. Dı́ky teorii můžeme v zásadě vědět, že se chyba |ek| postupně zmenšuje, ale protože
neznáme přesné řešeńı, neńı tu možnost př́ımo zjistit, jak veliké |ek| je. Rozumnou náhražkou
tu může sloužit relativńı změna v postupných iteraćıch, tedy

|xk+1 − xk|
|xk|

.

Pokud se tato veličina stane dostatečně malou, znamená to, že se přibližné hodnoty řešeńı už
přestaly významně měnit a nemá tedy cenu pokračovat. Na druhé straně bychom chtěli mı́t jis-
totu, že jsme skutečně źıskali dobré přibližné řešeńı a že tedy aspoň je hodnota f(xk) přiměřeně
malá. Jak už jsme si ale mohli povšimnout, obě dvě tyto uvedené veličiny nemuśı být malé
současně, roli tu hraje podmı́něnost úlohy. Dále se zde projevuje také př́ıpadná změna měř́ıtka
u proměnné x a funkce f . Ze všech těchto d̊uvod̊u je vytvořeńı zcela spolehlivého zastavo-
vaćıho kritéria velmi obt́ıžné a muśıme se také spoléhat na daľśı informace, které o řešené úloze
v́ıme. U iteračńıch metod, které budeme vzápět́ı v této přednášce popisovat, proto zpravidla
vynecháváme jakýkoli test na konvergenci a mı́sto toho pouze naznačujeme jistý neurčený počet
iteraćı s t́ım, že iteračńı proces je třeba ukončit poté, co se vyhov́ı určitému vhodnému kritériu,
jehož volba je (bohužel) na uživateli.

2 Numerické metody řešeńı nelineárńıch rovnic

Budeme se zabývat numerickým (přibližným) řešeńım nelineárńı rovnice (1): pro danou spojitou
funkci f : R→ R hledáme bod x∗ ∈ R takový, že f(x∗) = 0.

2.1 Metoda p̊uleńı intervalu neboli bisekce

V poč́ıtačové aritmetice s konečnou přesnost́ı nemuśı existovat strojové č́ıslo x∗ takové, že f(x∗)
je přesně nula. Alternativńı možnost je hledat nějaký velmi malý interval [a, b], ve kterém f měńı
znaménko. Jak jsme již uvedli v odstavci 1.2, taková uzávěra zaručuje, že př́ıslušná spojitá funkce
muśı někde uvnitř tohoto intervalu mı́t nulový bod. Metoda p̊uleńı intervalu neboli metoda
bisekce zač́ıná od nějaké počátečńı uzávěry a postupně snižuje jej́ı velikost do té doby, až je
řešeńı uzavřeno s požadovanou přesnost́ı (resp. tak, jak to aritmetika poč́ıtače dovoĺı). V každé
iteraci se nejprve stanov́ı střed aktuálńıho intervalu a pro daľśı iteraci se ponechá pouze jedna
z polovin intervalu podle toho, jaké znaménko má funkčńı hodnota ve středu. Tato polovina
pak tvoř́ı opět (již kratš́ı) uzávěr, s ńımž vstupujeme do daľśı iterace. Metodu bisekce formálně
můžeme zapsat jako Algoritmus 1, v němž jako vstupńı data figuruje funkce f , uzávěra [a, b] a
chybová tolerance ∆tol pro délku výsledného intervalu obsahuj́ıćıho kořen.

Uvedeme ještě pár poznámek k implementaci metody bisekce ve výše uvedeném algoritmu:

Předevš́ım, zdá se, že nejpřirozeněǰśı vzorec pro výpočet středu intervalu [a, b] by byl m =
(a+b)/2. Jenže v poč́ıtačové aritmetice neńı v extrémńıch př́ıpadech zaručeno, že takto poč́ıtaný
bod m v̊ubec padne do intervalu [a, b]. Komu se to zdá divné, může si v aritmetice se dvěma
deśıtkovými č́ıslicemi zkusit podle tohoto vzorce spoč́ıtat střed intervalu [0.67, 0.69] (vyjde
m = 0.7). Kromě toho může u tohoto vzorce mezivýsledek a + b překročit rozsah poč́ıtače
i v situaćıch, kdy střed intervalu v rozsahu poč́ıtače lež́ı. Jakkoli jde o extrémńı př́ıpady, je
na tomto jednoduchém př́ıkladu vidět, že poč́ıtačová implementace algoritmů neńı jen pouhé
přepisováńı vzorečk̊u v nějakém vhodném programovaćım jazyce. Vzorec použitý v Algoritmu
1 se uvedeným problémům vyhýbá.
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Algoritmus 1 Metoda p̊uleńı intervalu
Require: Funkce f , uzávěra [a, b], chybová tolerance ∆tol
Ensure: x∗ : f(x∗) ≈ 0

while (b− a) > ∆tol do
m← a+ b− a

2
if sgn f(a) = sgn f(m) then
a← m

else
b← m

end if
end while

Dále, pokud jde o testováńı toho, zda dvě hodnoty f(x1) a f(x2) maj́ı stejné znaménko, je
na poč́ıtači lepš́ı použ́ıvat funkci signum než matematicky ekvivalentńı testováńı, zda součin
f(x1) · f(x2) je kladný nebo záporný. Takový součin může totiž také překročit rozsah poč́ıtače
směrem k nekonečnu a v okoĺı kořene směrem k nule. Poznamenejme pro pořádek, že je sgn(x) =
1 pro x ≥ 0 a sign(x) = −1 pro x < 0.
Př́ıklad 8 (Metoda bisekce). Metodu p̊uleńı intervalu ukážeme na př́ıkladu hledáńı kořene rov-
nice

f(x) = x2 − 4 sin x = 0.

Jako počátečńı uzávěru vezmeme interval [a, b], kde a = 1 a b = 3. Zálež́ı tu pouze na tom, aby
se funkčńı hodnoty v těchto dvou bodech lǐsily ve znaménku. Vypoč́ıtáme hodnotu funkce ve
středńım bodě intervalu, tedy v m = 2 a zjist́ıme, že f(m) má opačné znaménko než f(a), takže
si podrž́ıme levou polovinu počátečńıho intervalu a polož́ıme pro daľśı krok b = m. Pak tento
postup opakujeme tak dlouho, až se interval uzávěry zúž́ı na požadovanou velikost. Následuj́ıćı
tabulka ukazuje možnou posloupnost iteraćı.

a f(a) b f(b)

1.000000 -2.365884 3.000000 8.435520
1.000000 -2.365884 2.000000 0.362810
1.500000 -1.739980 2.000000 0.362810
1.750000 -0.873444 2.000000 0.362810
1.875000 -0.300718 2.000000 0.362810
1.875000 -0.300718 1.937500 0.019849
1.906250 -0.143255 1.937500 0.019849
1.921875 -0.062406 1.937500 0.019849
1.929688 -0.021454 1.937500 0.019849
1.933594 -0.000846 1.937500 0.019849
1.933594 -0.000846 1.935547 0.009491
1.933594 -0.000846 1.934570 0.004320
1.933594 -0.000846 1.934082 0.001736

Interval, u kterého jsme iterace ukončili, má délku menš́ı než 0.0005 a můžeme tedy ř́ıci, že
nalezený kořen je s touto přesnost́ı roven x∗ ≈ 1.934.

Na závěr ještě několik poznámek k metodě p̊uleńı intervalu.
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• V metodě p̊uleńı se nikde nevyuž́ıvaj́ı velikosti funkčńıch hodnot, pouze jejich znaménka.

• Pokud výpočet začneme s uzávěrou spojité funkce, pak metoda konverguje vždy, ale dosti
pomalu.

• V každé iteraci se délka uzávěry snižuje na polovinu, takže rychlost konvergence je lineárńı,
s r = 1 a C = 0.5.

• V každé iteraci bisekce źıskáváme jednu daľśı přesnou dvojkovou č́ıslici v přibližném řešeńı.

• Pro daný počátečńı interval [a, b] je délka intervalu po k iteraćıch rovna (b− a)/2k, takže
k dosažeńı chybové tolerance tol je zapotřeb́ı zhruba

log2

(
b− a
tol

)
iteraćı, nezávisle na vlastnostech použité funkce f .

2.2 Metoda postupných aproximaćı

Metoda postupných aproximaćı nebo také metoda prosté iterace slouž́ı k hledáńı pevných bod̊u
funkce g z rovnice (2). Připomeňme tedy, že pro funkci g : R → R se pevným bodem nazývá
takové č́ıslo x∗ (pokud existuje), pro které plat́ı

x∗ = g(x∗).

Důvodem tohoto názvu je skutečnost, že x∗ se po aplikaci funkce g nezměńı. Zat́ımco u nelineárńı
rovnice f(x) = 0 hledáme bod, v němž graf funkce f prot́ıná osu x (tedy př́ımku y = 0), při
hledáńı pevného bodu funkce g chceme naj́ıt bod, v němž graf funkce g protne diagonálńı př́ımku
y = x. Úlohy na hledáńı pevného bodu dost často pocházej́ı př́ımo z praxe, ale pro nás zde maj́ı
význam také z toho d̊uvodu, že řešeńı nelineárńı rovnice (1) lze zpravidla převést na hledáńı
pevného bodu odpov́ıdaj́ıćı nelineárńı funkce g, tedy na řešeńı rovnice (2). Metoda postupných
aproximaćı (prosté iterace) pro řešeńı této rovnice je založena na opakovaném (iteračńım) použit́ı
vzorce

xk+1 = g(xk)

s vhodně zvoleným počátečńım přibĺı̌zeńım (počátečńı aproximaćı) x0.

Chceme-li řešit rovnici f(x) = 0 metodou postupných aproximaćı, pak ji nejprve muśıme převést
na úlohu o pevném bodu pro nějakou vhodně vybranou funkci g. Takových možnost́ı bývá
pro danou f v́ıce, ale ne všechny jsou stejně vhodné pro źıskáńı iteračńıho schématu k řešeńı
výchoźı rovnice. Výsledná iteračńı metoda se pro r̊uzné volby g může lǐsit nejen co do rychlosti
konvergence, ale také v tom, zda v̊ubec konverguje či nikoli.
Př́ıklad 9 (Úlohy na pevný bod). Nelineárńı rovnice

f(x) = x2 − x− 2 = 0

má kořeny x∗ = 2 a x∗ = −1. Mezi ekvivalentńı úlohy na hledáńı pevného bodu patř́ı úlohy (2)
s funkcemi (ověřte si to)

1. g(x) = x2 − 2,

2. g(x) =
√
x+ 2 (ekvivalence pouze pro nezáporné pevné body, srv. (2)),
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Obrázek 3: Pevný bod (2, 2) nelineárńıch funkćı.

Obrázek 4: Metoda postupných aproximaćı pro prvńı a druhou funkci g.

3. g(x) = 1 + (2/x),

4. g(x) = (x2 + 2)/(2x− 1).

Na obr. 3 je vykreslen pr̊uběh každé z těchto funkćı spolu s př́ımkou y = x. Všimněme si, že
funkce g jsou konstruovány tak, že jejich grafy vesměs prot́ınaj́ı př́ımku y = x v pevném bodě
(2, 2).

Pr̊uběh př́ıslušných iteračńıch schémat metody postupných aproximaćı je graficky znázorněn na
Obrázćıch 4 a 5. Šipka ve svislém směru odpov́ıdá výpočtu hodnoty dané funkce v nějakém bodě
a vodorovná šipka směřuj́ıćı k př́ımce y = x vyznačuje, že se výsledek předchoźıho výpočtu hod-
noty funkce g použije jeko argument pro př́ı̌st́ı výpočet funkčńı hodnoty. U prvńı z uvedených
funkćı vid́ıme, že i přes to, že počátečńı bod je velmi bĺızko řešeńı, postupné aproximace diver-
guj́ı. U ostatńıch tř́ı funkćı je vidět, že postupné iterace konverguj́ı k pevnému bodu, i když byly
odstartovány v bodě, který je od řešeńı relativně daleko. Zdá se přitom, že rychlosti konvergence
pro tyto tři funkce se mohou lǐsit.
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Obrázek 5: Metoda postupných aproximaćı pro třet́ı a čtvrtou funkci g.

Jak lze z graf̊u funkćı na Obrázćıch 4 a 5 vidět, chováńı metody prosté iterace se může značně
odlǐsovat, od divergence přes pomalou konvergenci k rychlé konvergenci. Nejjednodušš́ı (i když
ne nejobecněǰśı) zp̊usob, jak charakterizovat chováńı iteračńıho schématu xk+1 = g(xk) pro
řešeńı úlohy na pevný bod tvaru x = g(x), je pokusit se vźıt v úvahu derivaci funkce g v hle-
daném řešeńı x∗ za předpokladu, že funkce g je hladká a tato derivace existuje. Dá se ukázat, že
pokud x∗ = g(x∗) a |g′(x∗)| < 1, pak iteračńı schéma metody postupných aproximaćı lokálně
konverguje. To znamená, že existuje nějaký interval obsahuj́ıćı x∗ takový, že metoda prosté
iterace s funkćı g konverguje, pokud je odstartována z nějakého x0, jež lež́ı uvnitř tohoto in-
tervalu. Ř́ıkáme také, že metoda konverguje pro dostatečně bĺızké počátečńı přibĺıžeńı. Naproti
tomu pokud |g′(x∗)| > 1, pak metoda prosté iterace diverguje pro jakékoli počátečńı přibĺıžeńı
kromě x∗.

Důkaz tohoto tvrzeńı je založen na větě o středńı hodnotě funkce, ale z časových d̊uvod̊u jej zde
neuvád́ıme, jakkoli neńı složitý (viz [1], [2] nebo [3]). Plyne z něj ale také to, že pokud metoda
konverguje, je jej́ı asymptotická rychlost konvergence lineárńı s konstantou C = |g′(x∗)|. Č́ım
menš́ı je tato konstanta, t́ım je konvergence rychleǰśı, a ideálńı by tedy pro danou rovnici (1) bylo
naj́ıt ekvivalentńı formulaci (2) s funkćı g, pro niž by platilo g′(x∗) = 0. V takovém př́ıpadě se dá
pomoćı Taylorova rozvoje opět poměrně snadno ukázat, že konvergence je nejméně kvadratická.
V př́ı̌st́ım odstavci si poṕı̌seme jeden systematický zp̊usob takové volby funkce g pro rovnici
f(x) = 0.
Př́ıklad 10 (Konvergence metody postupných aproximaćı). Pro čtyři úlohy na pevný bod z
předcházej́ıćıho př́ıkladu máme následuj́ıćı výsledky:

1. g′(x) = 2x, takže g′(2) = 4 a metoda postupných aproximaćı tedy diverguje.

2. g′(x) = 1/(2
√
x+ 2), takže g′(2) = 1/4 a metoda postupných aproximaćı konverguje

linárně s konstantou C = 1/4. Kladné znaménko derivace g′(2) vede k tomu, že se iterace
přibližuj́ı k pevnému bodu z jedné strany.

3. g′(x) = −2/x2, takže g′(2) = −1/2 a metoda postupných aproximaćı konverguje lineárně s
konstantou C = 1/2. Záporné znaménko derivace g′(2) vede k tomu, že se iterace přibližuj́ı
k pevnému bodu po spirále, stř́ıdavě vždy z opačné strany.

4. g′(x) = (2x2 − 2x − 4)/(2x − 1)2, takže g′(2) = 0 a metoda postupných aproximaćı
konverguje kvadraticky.
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Obrázek 6: Newtonova metoda pro řešeńı nelineárńı rovnice.

2.3 Newtonova metoda

Metoda bisekce nepouž́ıvá jiné vlastnosti funkčńıch hodnot než jejich znaménka, což vede k
tomu, že konverguje vždy, ale pomalu. Pokud se využij́ı také velikosti funkčńıch hodnot, můžeme
odvodit rychleji konverguj́ıćı metody, které nám v každé iteraci budou dávat přesněǰśı aproxi-
maci kořene řešené rovnice. V prvńı řadě se zde využ́ıvá aproximace funkce f vystupuj́ıćı v
rovnici pomoćı prvńıch dvou člen̊u jej́ıho Taylorova rozvoje, tedy

f(x+ h) ≈ f(x) + f ′(x)h,

což je lineárńı funkce h, která aproximuje f v okoĺı bodu x. Nahrad́ıme tud́ıž nelineárńı funkci
f touto lineárńı funkćı, jej́ıž nulový bod v h se snadno vypoč́ıtá, je to h = −f(x)/f ′(x), pokud
ovšem f ′(x) 6= 0. Je jasné, že kořeny obou těchto funkćı nejsou obecně identické, takže popsaný
postup muśıme iteračně opakovat. To vede k iteračńı metodě, které se ř́ıká Newtonova metoda
(nebo také Newtonova-Raphsonova), jej́ıž algoritmus uvád́ıme jako Algoritmus 2.

Algoritmus 2 Newtonova metoda

x0 = počátečńı aproximace
for k = 0, 1, 2, . . .

xk+1 = xk − f(xk)/g′(xk)
end

Ne obrázku 6 ukazujeme, že Newtonova metoda se dá interpretovat jako aproximace funkce
f pobĺıž xk tečnou ke grafu funkce vedenou v bodě (xk, f(xk)). Jako daľśı aproximaci řešeńı
pak bereme nulový bod této lineárńı tečné funkce a proces postupně opakujeme. Někdy se
Newtonově metodě proto také ř́ıká metoda tečen.
Př́ıklad 11 (Newtonova metoda). Newtonovu metodu předvedeme opět na hledáńı kořene rov-
nice

f(x) = x2 − 4 sin x = 0.
Derivace této funkce je

f ′(x) = 2x− 4 cosx,
takže iteračńı schéma je dáno vzorcem

xk+1 = xk −
x2

k − 4 sin xk

2xk − 4 cosxk
.
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Jako počátečńı přibĺıžeńı zvoĺıme x0 = 3 a postupně obdrž́ıme posloupnost iteraćı, která je
uvedena dále. Přitom hk = −f(xk)/(xk) označuje změnu xk v každé iteraci. Iteračńı proces
můžeme ukončit, když bude |hk|/|xk| nebo |f(xk)|, nebo oboj́ı, menš́ı než námi předepsaná
tolerance.

k xk f(xk) f ′(xk) hk

0 3.000000 8.435520 9.959970 -0.846942
1 2.153058 1.294772 6.505771 -0.199019
2 1.954039 0.108438 5.403795 -0.020067
3 1.933972 0.001152 5.288919 -0.000218
4 1.933754 0.000000 5.287670 0.000000

Na Newtonovu metodu se můžeme také d́ıvat jako na speciálńı zp̊usob převodu nelineárńı rovnice
f(x) = 0 na úlohu o pevném bodě pro jistou funkci g, tedy x = g(x), kde za funkci g voĺıme

g(x) = x− f(x)/f ′(x).

a pevný bod hledáme metodou postupných aproximaćı. Abychom vyšetřili konvergenci metody,
potřebujeme tedy nejprve znát derivaci funkce g, což je po úpravě

g′(x) = f(x)f ′′(x)/(f ′(x))2

(pokud f ′(x) 6= 0). Je-li tedy x∗ jednoduchý kořen, tj. f(x∗) = 0 a f ′(x∗) 6= 0, pak g′(x∗) = 0.
Newtonova metoda má tedy pro jednoduché kořeny asymptoticky kvadratickou rychlost kon-
vergence, tedy r = 2.

Kvadratická rychlost konvergence Newtonovy metody znamená, že asymptoticky (v bĺızkosti
kořene) se chyba metody po každé iteraci umocńı na druhou. Jinak také můžeme ř́ıci, že se
počet přesných (správných) č́ıslic přibližného řešeńı po každé iteraci zdvojnásob́ı. Naproti tomu
pro násobné kořeny je Newtonova metoda pouze lineárně (lokálně) konvergentńı s konstantou
C = 1−(1/m), kde m je násobnost poč́ıtaného kořene. Opět ale muśıme zd̊uraznit, že tyto úvahy
o konvergenci plat́ı pouze lokálně v nějakém větš́ım nebo menš́ım okoĺı hledaného kořene a že
Newtonova metoda, která neńı odstartována dostatečně bĺızko ke kořeni, nemuśı konvergovat
v̊ubec. Jednoduchý př́ıklad je situace, kdy někdy během iteraćı bude f ′(xk) relativně malé (graf
funkce f bude mı́t v bodě xk téměř vodorovnou tečnu) a v d̊usledku toho bude následuj́ıćı
iterace mı́t tendenci ležet někde daleko od posledńıho přibĺıžeńı.
Př́ıklad 12 (Newtonova metoda pro násobný kořen). Následuj́ıćı dva př́ıklady ukazuj́ı oba typy
výše popsaného chováńı Newtonovy metody. Prvńı z nich ukazuje kvadratickou konvergenci k
jednoduchému kořenu, druhý lineárńı konvergenci k násobnému kořenu. Násobnost kořene ve
druhém z uvedených př́ıklad̊u je 2, takže C = 1/2.

13



f(x) = x2 − 1 f(x) = x2 − 2x+ 1
k xk xk

0 2.0 2.0
1 1.25 1.5
2 1.025 1.25
3 1.0003 1.125
4 1.00000005 1.0625
5 1.0 1.03125

2.4 Metoda sečen

Jistou nevýhodou Newtonovy metody je, že za jej́ı kvadratickou konvergenci plat́ıme t́ım, že
v každém iteračńım kroku muśıme kromě funkčńı hodnoty poč́ıtat také hodnotu derivace.
Výpočet hodnot derivace přitom může být nepohodlný nebo časově náročný, takže bychom
mohli uvažovat o tom, že hodnoty derivaćı budeme nahrazovat diferenčńımi pod́ıly vyplývaj́ıćımi
z definice derivace funkce, tedy bychom mohli pro vhodné dostatečně malé h klást např́ıklad

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x)
h

.

To by ovšem znamenalo poč́ıtat v každé iteraci jednu funkčńı hodnotu nav́ıc, a to jen proto,
abychom źıskali přibližnou informaci o hodnotě derivace. Lepš́ı je založit podobnou diferenčńı
aproximaci derivace na funkčńıch hodnotách, které jsme už během iteraćı stejně vypoč́ıtali, a
klást

f ′(xk) ≈ f(xk)− f(xk−1)
xk − xk−1

.

Tento postup vede k metodě sečen, jej́ıž algoritmus uvád́ıme jako Algoritmus 3. Na obrázku 7
vid́ıme, že metoda sečen se dá interpretovat jako aproximováńı funkce f př́ımkou procházej́ıćı
předchoźımi dvěma iteracemi, tedy sečnou, přičemž za nové přibĺıžeńı bereme nulový bod této
lineárńı funkce. Na rozd́ıl od Newtonovy metody zde ovšem potřebujeme dvě počátečńı aproxi-
mace.

Algoritmus 3 Metoda sečen

x0, x1 = počátečńı aproximace
for k = 0, 1, 2, . . .

xk+1 = xk − f(xk)(xk − xk−1)/(f(xk)− f(xk −+))
end

Př́ıklad 13 (Metoda sečen). Metodu sečen budeme ilustrovat opět na hledáńı kořene rovnice

f(x) = x2 − 4 sin x = 0.

Za potřebná dvě počátečńı přibĺıžeńı vezmeme x0 = 1 a x1 = 3, vypoč́ıtáme př́ıslušné funkčńı
hodnoty a za daľśı přibližné řešeńı vezmeme pr̊useč́ık př́ımky spojuj́ıćı tyto dvě funkčńı hodnoty
s nulou. Celý postup pak opakujeme, přičemž použijeme toto nově źıskané přibĺıžeńı kořene a
tu nověǰśı ze dvou předcházej́ıch iteraćı, takže v každém iteračńım kroku potřebujeme vypoč́ıtat
pouze jednu novou funkčńı hodnotu. Posloupnost provedených iteraćı je uvedena v tabulce, kde
hk označuje změnu xk v př́ıslušné iteraci.
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Obrázek 7: Metoda sečen pro řešeńı nelineárńı rovnice.

k xk f(xk) hk

0 1.000000 -2.365884
1 3.000000 8.435520 -1.561930
2 1.438070 -1.896774 0.286735
3 1.724805 -0.977706 0.305029
4 2.029833 0.534305 -0.107789
5 1.922044 -0.061523 0.011130
6 1.933174 -0.003064 0.000583
7 1.933757 0.000019 -0.000004
8 1.933754 0.000000 0.000000

Protože každé nové přibližné řešeńı, které dává metoda sečen, záviśı na dvou předchoźıch ite-
raćıch, je vyšetřováńı konvergence metody o něco složitěǰśı a detaily jsme nuceni zde vypustit.
Uvád́ıme alespoň, že se dá dokázat, že chyby metody splňuj́ı pro jistou kladnou konstantu c > 0
vztah

lim
k→∞

|ek+1|
|ek| · |ek−1|

= c,

což znamená, že posloupnost iteraćı metodou sečen lokálně konverguje a rychlost konvergence
je superlineárńı. Přesněji (viz [1], [2] a [3]) se dá ukázat, že asymptotická rychlost konvergence
metody sečen je1

r = 1 +
√

5
2 ≈ 1,618.

Stejně jako u Newtonovy metody je i u metody sečen ke konvergenci nutno iterace odstartovat
dostatečně bĺızko kořene.

Porovnáme-li metodu sečen s Newtonovou metodou, vid́ıme, že metoda sečen má výhodu v
tom, že v každé iteraci potřebuje vypoč́ıtat pouze jednu novou funkčńı hodnotu. Za nevýhodu
bychom mohli považovat to, že vyžaduje dvě startovaćı hodnoty a že v̊uči Newtonově metodě
konverguje pomaleji, i když stále superlineárně. Menš́ı pracnost provedeńı jedné iterace vyváž́ı
u metody sečen zpravidla to, že k dosažeńı konečného výsledku muśıme provést větš́ı počet
iteraćı. Dá se tedy ř́ıci, že nalezeńı přibližné hodnoty řešeńı nelineárńı rovnice metodou sečen
je často méně pracné než použit́ı Newtonovy metody.

1Pokud vám to č́ıslo připadá povědomé, připomı́nám, že je to hodnota zlatého řezu.
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3 Dodatky

3.1 Bezpečné metody

Rychle konverguj́ıćı metody pro numerické řešeńı nelineárńıch rovnic jako jsou např́ıklad New-
tonova metoda či metoda sečen (daľśı takové metody lze naj́ıt v literatuře [1, 2, 3]) nejsou
bezpečné v tom smyslu, že pokud nejsou odstartovány dostatečně bĺızko kořene, nemuśı kon-
vergovat. Bezpečnou metodou v tomto smyslu je metoda p̊uleńı intervalu, která je ale pomalá
a tedy nákladná. Jakou metodu tedy volit?

Řešeńım tohoto dilematu jsou hybridńı metody, které jsou zahrnuty ve většině moderńıho ma-
tematického softwaru a které v sobě kombinuj́ı vlastnosti obou výše popsaných typ̊u metod.
Jejich algoritmy jsou ale ovšem složitěǰśı. Tyto metody mohou např́ıklad pracovat s rychle kon-
vergentńı metodou a přitom doćılit toho, že iterace z̊ustávaj́ı uvnitř počátečńı uzávěry kořene.
Pokud následuj́ıćı aproximace řešeńı rychlým algoritmem padne mimo interval uzávěry, vrát́ıme
se a provedeme jednu iteraci bezpečnou metodou, např́ıklad bisekćı. Pak se může zkusit opět
použitá rychlá metoda, tentokrát ovšem už na menš́ım intervalu a s větš́ı naděj́ı na úspěch. ke
konci výpočtu už by měly iterace běžet tou rychlou metodou. Uvedený postup je jen zř́ıdka
horš́ı než použitá pomalá metoda, zpravidla je mnohem rychleǰśı.

Populárńı implementace výše popsaného hybridńıho postupu dnes pocháźı od Brenta (v lite-
ratuře také tedy Brentova metoda) a kombinuje v sobě bezpeč́ı bisekce s rychleǰśı konvergenćı
tzv. inverzńı kvadratické interpolace (v́ıce k tomu viz [3]). Dı́ky tomu, že se zde vyhýbáme
Newtonově metodě, nejsou k výpočtu zapotřeb́ı hodnoty derivace. Soudobý kvalitńı software
muśı při implementaci metody vźıt v úvahu také to, že se jej́ı algoritmus realizuje v poč́ıtačové
aritmetice, tedy např. ohĺıdat možná překročeńı rozsahu poč́ıtače nebo nepřiměřeně př́ısné
požadavky na přesnost výsledku. Dobrou implementaci výše popsaného postupu představuje
např́ıklad funkce fzero v Matlabu.

Poznamenáváme ještě, že jakousi kombinaćı metody bisekce a metody sečen je metoda re-
gula falsi (z lat., doslova pravidlo faľse). Každý jej́ı krok zač́ıná t́ım, že body xk a xk−+ tvoř́ı
uzávěru hledaného kořene, ale mı́sto aby se v každém kroku interval uzávěry p̊ulil, vypoč́ıtá
se nejprve xk+1 pomoćı vzorce metody sečen. Pr̊uběh funkce se tedy na daném intervalu opět
nahrad́ı sečnou. Pak se z takto źıskaných tř́ı bod̊u zachovaj́ı ty dva, v nichž má funkce f opačná
znaménka, a postup se opakuje. Metoda regula falsi je daľśı vždy konvergentńı metodou, muśıme
ji ovšem odstartovat z uzávěry kořene. Jej́ı konvergence je pouze lineárńı a může, ale nemuśı být
rychleǰśı než metoda p̊uleńı. Lze také ukázat, že v některých př́ıpadech může jeden z krajńıch
bod̊u uzávěry z̊ustávat během iteraćı trvale beze změny a ačkoli druhý bod konverguje ke kořenu
rovnice, uzávěra se nemůže zmenšit pod jistou mez.

3.2 Numerický výpočet kořen̊u polynomu

Až dosud jsme se zabývali metodami pro nalezeńı jednoho nulového bodu obecné reálné funkce
jedné reálné proměnné. Pokud je uvažovaná funkce polynom p(x) stupně n, pak potřebujeme
často naj́ıt všechny jeho nulové body, z nichž některé mohou být komplexńı, i když polynom sám
má reálné koeficienty. O kořenech polynomů nám algebraická teorie ř́ıká podrobněǰśı informace
než známe o nulových bodech obecných funkćı. Předevš́ım je zde tzv. základńı věta algebry,
podle ńıž každý polynom stupně n má v komplexńı rovině právě n nulových bod̊u (kořen̊u),
pokud každý z nich poč́ıtáme tolikrát, kolik čińı jeho násobnost. Dále se dá ukázat, že pokud
má reálný polynom komplexńı kořeny, vyskytuj́ı se tyto kořeny vždy ve dvojićıch komplexně
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sdružených č́ısel, tedy jako x± ıy.

Pro hledáńı kořen̊u polynomů neńı nezbytné použ́ıvat komplexńı aritmetiku, leckdy lze poč́ıtat
jejich reálné a imaginárńı části x a y odděleně. Pro výpočet kořen̊u polynomů existuje řada
možnost́ı:

• Použijeme některou z popsaných obecných metod(např. Newtonovu metodu) a nalezneme
jeden kořen x1. Pak dále pracujeme s redukovaným polynomem p(x)/(x−x1), jehož stupeň
je o jedničku nižš́ı. Postup opakujeme tak dlouho, dokud nestanov́ıme všechny kořeny.
Metoda se komplikuje, pokud naraźıme na komplexńı kořen.

• K danému polynomu sestav́ıme jeho doprovodnou matici, což je speciálńı matice maj́ıćı
vlastńı č́ısla shodná s kořeny polynomu. Pak nějakou vhodnou numerickou metodou al-
gebry stanov́ıme jako kořeny daného polynomu vlastńı č́ısla této matice. Tento postup,
který je použit ve funkci roots v Matlabu, je spolehlivý, ale neńı tak efektivńı jako použit́ı
numerických metod odvozených speciálně pro výpočet kořen̊u polynomu.

• Použijeme některou ze speciálńıch metod pro výpočet nulových mod̊u polynomů. Najdou
se mezi nimi jak bezpečné metody, které izoluj́ı kořeny např́ıklad ve sjednoceni disk̊u v
komplexńı rovině (ty jsou ovšem podobně jako bisekce pouze lineárně konvergentńı), tak
rychle konverguj́ıćı metody (i rychleǰśı než je Newtonova metoda). O těchto speciálńıch
metodách se lze poučit např́ıklad v [1, 2].

3.3 Numerické řešeńı soustav nelineárńıch rovnic

Řešeńı soustav nelineárńıch rovnic je obt́ıžněǰśı, než je tomu u jedné rovnice, a to z řady d̊uvod̊u:

• Chováńı soustavy může být mnohem rozmanitěǰśı než chováńı jedné rovnice (a jejich
kořen̊u). Teoretická analýza existence a počtu řešeńı je tak mnohem složitěǰśı.

• Konvenčńı metody použ́ıvané pro jednu rovnici se leckdy daj́ı v́ıceméně př́ımočaře zobec-
nit i pro soustavy, ale u soustav neńı jednoduchý zp̊usob, jak zobecnit pojem uzávěry
řešeńı, takže zde neńı jednoduché sestrojit bezpečné, globálně konverguj́ıćı metody. Určité
možnosti zde ale existuj́ı, nicméně se vymykaj́ı možnostem tohoto textu a nenajdou se
ani v běžných učebnićıch. Nicméně v Matlabu je pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic k
dispozici vcelku spolehlivá funkce fsolve.

• Pracnost numerického řešeńı soustav nelineárńıch rovnic roste nelineárně s počtem neznámých.
Tak např́ıklad jeden iteračńı krok Newtonovy metody pro soustavu o n neznámých zna-
mená obecně výpočet n2 hodnot derivaćı a jedno řešeńı souatavy n lineárńıch rovnic o n
neznámých, což je samo o sobě obecně řádově n3 aritmetických operaćı. Také organizačńı
struktura algoritmů je mnohem složitěǰśı.

Jak jsme uvedli již na začátku tohoto textu, studium problematiky soustav se zde vymyká našim
časovým možnostem. Úvodńı informace může zájemce naj́ıt v doporučené literatuře [1], [2], [3].
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