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v exs

Pro detailnéjsi obeznameni s pojmy, uvadénymi nize, doporucuji i zde konzultovat knihu Micha-
ela T. Heathe [4], pfipadné néjakou z ¢eskych ucebnic ¢i mnoha skript o numerické matematice,



kterd v poslednich letech vysla — naptiklad [1], [2], [3] (Casti tohoto skripta jsou dostupné i
on-line). Mnohé ze zde pouzitych obrézku jsme prevzali prave z [4].

1 Numerické metody vypoctu jednorozmérnych integrala

V této prednésce se budeme zabyvat numerickymi metodami pro (pfiblizny) vypocet jedno-
rozmérnych integrali s koneénymi mezemi, tedy integralu I(f) tvaru

b
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kde f : R — R je realnd funkce jedné redlné proménné, definovand a integrovatelnd na in-
tervalu [a,b] a a,b jsou dand redlnd ¢isla. Pocitat nékteré takové integraly explicitné v ruce
jsme se naucili moznd jiz na stiedni Skole a pokud ne, pak v zdkladnich kursech matematiky
na Skole vysoké. Pro porozuméni podstaté metod pro numericky vypocet integralu je vyhodné
podivat se znovu na to, jak se definuje Riemannuv jednorozmérny integral funkce. Stejné jako v
této definici, kde se hodnota integralu definuje jako limita jistych vazenych pruméru funkénich
hodnot, se totiz vétsina numerickych metod pro vypocet integralu (iikd se také numericka
kvadratura) konstruuje jako vhodné sestaveny vazeny prumér urc¢itého po¢tu navzorkovanych
funkénich hodnot. Hlavnim problémem je zde tedy volba bodu, v nichz se pocitaji (vzorkuji)
funkéni hodnoty (fikd se jim uzly kvadratury nebo kvadraturniho vzorce) a stanoveni
vhodnych koeficientu pro jejich linedrni kombinaci ve tvaru vazeného pruméru (vahy kvadra-
turniho vzorce). Formélné ma tedy obecny kvadraturni vzorec Q,(f) s n uzly tvar

Qu(f) =Y wif(w:), (2)
=1

kde w; jsou véahy nebo také koeficienty uvazovaného vzorce a kde budeme predpokladat, ze pro
uzly z; plati a < 1 < 293 < --- < x, < b. Rikdme, 7e kvadraturni vzorec je otevieny, pokud
a <z ax, <b, azeje uzavieny, jestlize a = z1 a x, = b. Kvadraturni vzorec (2) nazyvame
také n-bodovy kvadraturni vzorec.

1.1 Formulace tlohy

Numericky vypocet integralu tedy spoc¢iva v tom, Ze feSeni matematické ulohy (1), kterd ma
infinitesimalni charakter (obecnou funkci nelze charakterizovat koneénym pocétem parametru,
limita v definici) ptiblizné nahradime (aproximujeme) feSenim numerické tlohy, totiz vypoctem
hodnoty vhodného kvadratického vzorce (2), ktery mé kone¢ény pocet uzli a vah. Hlavnim cilem
numerickych metod pro vypocet integralu je pak volit uzly a vahy takovym zpusobem, abychom
doséhli pozadované drovné presnosti a pfitom vynalozili pouze rozumné vypocetni usili, které
je charakterizované piedevsim poCtem vypoctu hodnot integrandu. Popravdé feceno se velka
¢ast integrala, které se vyskytuji v praxi, v té ¢i oné formé aproximuje numericky. Integraly,
které jsme pocitali v zakladnim kurzu matematické analyzy, byly spiSe ukazkové piiklady na
procvicéeni. Tak napiiklad uz jednoduSe vypadajici integral

1
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neumime vypocitat analyticky.



Uzite¢nost numerického vypoctu integrala vidime na prvni pohled v oblasti geometrie a mecha-
niky, coz jsou oblasti v nichz vlastné pojem integralu vznikl, ale k aplikacim patii také mnohé
dalsi oblasti védy a techniky, jako

e integralni transformace, jako je tfeba Laplaceova transformace,

e vypocet hodnot specidlnich funkei v aplikované matematice a matematické fyzice (gamma
funkce, Besselovy funkce, funkce chyb atd.), z nichz mnohé lze vyjadiit pomoci integrélu,

e metoda koneénych a hrani¢nich prvka pro feseni diferencialnich rovnic,
e integralni rovnice a varia¢ni metody,

e pravdépodobnost a statistika, kde jsou mnohé zakladni pojmy definovany pomoci in-
tegralu,

e klasickd a kvantova fyzika
a jisté i jiné.

1.2 Numerické metody vypoctu integralu: podminénost a stabilita

Pfirozeny princip numerickych metod pro vypocet integralu vychézi z naSich znalosti o apro-
ximaci funkei (k tématu se vratime v pozdéjsi ¢dsti téchto texti). Postupujeme tak, ze danou
funkci f nahradime néjakpu jeji aproximaci ¢, jejiz integral umime vypocitat analyticky a jako
pribliznou hodnotu integralu I(f) pouzijeme integral I(y). Jako aproximujici funkce se typicky
pouzivaji polynomy, a to jednak proto, ze je snadné je explicitné integrovat, jednak také diky
tzv. Weierstrassové vété, kterd velmi zhruba fika, ze kazda funkce spojitd na uzavieném in-
tervalu se da libovolné presné nahradit vhodnym polynomem dostateéné vysokého stupné. A
funkce, pro néz jsou bézné numerické kvadratury urceny, jsou predevsim funkce spojité nebo po
¢astech spojité.

Neni tézké ukazat, ze je-li aproximujici funkce ¢ dobrym pfiblizenim funkce f na celém intervalu
[a, ], je integrdl z ¢ dobrou aproximaci integrdlu z f, nebot

/abf(as)dx—/abgo(:z)da:

Odsud také plyne, ze absolutni ¢islo podminénosti vypoctu integralu vzhledem k poruchdm ve
funkénich hodnotach je (b— a) a integrace je tedy vnitiné v tomto smyslu dobre podminénd. D&
se ukdazat, ze pro relativni ¢islo podminénosti odsud ale dostavame odhad

b
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ktery muze nabyvat velkych hodnot, jestlize pocitdme integrdl o malé absolutni hodnoté z
funkce, kterd ma velké funkéni hodnoty. Je ovSem otazkou, zda v takovém piipadé (jmenovatel
blizky nule), bychom i zde neméli pouzivat spiSe absolutni ¢islo podminénosti. Pokud jde o
podminénost vzhledem k poruchdm v integra¢nich mezich, zde pouze fekneme (viz k tomu [4]),
ze absolutni podminénost je v zdsadé dobré, s vyjimkou piipadi, kde funkce f mé vné intervalu

[a, b] singularity pobliz koncovych bodu (coz nepiekvapuje).

cond(I(f)) <



Kromeé ptesnosti kvadraturniho vzorce, kterou se budeme zabyvat pozdéji (az popiseme konkrétni
vzorce), je tieba se zabyvat také stabilitou vipoctu, tedy vlivem zaokrouhlovacich chyb a jinych
poruch na vysledek vypoctu podle kvadraturnich vzorct. Tato analyza stability se dd v daném
pripadé provést obecné. Jeslize f je funkce f poruSend néjakymi chybami, pak plati
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Odsud je vidét, ze absolutni ¢islo podminénosti kvadraturniho vzorce je nanejvys > 7" | |w;|.

Je prirozené od kvadraturnich vzorcu pozadovat, aby davaly pfesnou hodnotu integralu alespon
pro konstantni funkce. Diky linearité integralu i kvadraturnich vzorcu staci, aby tuto vlastnost
mely pro funkei identicky rovnou jedné na [a, b]. Integrél z takové funkce je b — a, takze pro
pouzitelné kvadraturni vzorce musi platit

n
E w; = b — a.
i=1

Rekneme, ze numericky algoritmus je stabilni, jestlize jeho podminénost je stejna jako je podminénost
feSené ulohy nebo je s ni srovnatelnd. Stabilni algoritmy tedy nezhorsuji citlivost feSeni na po-
ruchy ve vstupnich datech a béhem vypoctu. Pokud jde o nami uvazované kvadraturni vzorce,
pak pokud jsou vSechny vahy nezaporné, je tedy jeho absolutni ¢islo podminénosti nanejvys

b — a, coz je srovnatelné s podminénosti feSené ilohy na vypocet integrdlu. Kvadraturni vzorce

s nezapornymi vahami jsou tedy numericky stabilni. Na druhé strané, budou-li nékteré vahy
zaporné (takové vzorce se také vyskytuji), muze byt absolutni ¢islo podminénosti vzorce mno-
hem vétsi a takovy kvadraturni vzorec je pak nestabilni.

1.3 Algebraicka presnost kvadraturnich vzorca

K dosazeni pozadované presnosti za rozumnou cenu se musime pfi konstrukci kvadraturnich
vzorcu zabyvat dvéma otdzkami:

e Jak by mély byt zvoleny vzorkovaci body (uzly vzorce)?

e Jaké véhy bychom méli prisoudit jednotlivym vzorkum (funkénim hodnotdm v uzlech)?

Vzhledem k tomu, co jsme fekli o aproximaci spojitych funkci polynomy, je pfirozené, ze se pii
konstrukci kvadraturnich vzorci pouzivaji dva zakladni postupy:

e snazime se pii predem danych uzlech stanovit vahy tak, aby vzorec presné integroval
polynomy co nejvyssiho stupné; protoze vzorec @Q,, mé pii pevné danych uzlech n volnych
parametru (vah), sestrojime jej pokud mozno tak, aby presné integroval polynomy do
stupné n — 1 (ty maji totiz pravé n koeficient); pokud pfipustime i libovolnou volbu
uzlia, mé @, celkem 2n parametru a snazime se, aby sestrojeny vzorec piesné integroval
polynomy do stupné 2n — 1,



e nebo sestavime pfedem aproximaci obecné integrované funkce polynomem dostatecné vy-
sokého (v praxi ale casto i nizkého) stupné a tu pak zintegrujeme; pouzitd aproximace
bude pfirozené vyuzivat funkéni hodnoty f(x;) v jistych uzlech x; a da se ukézat, ze jeji
integral pak bude mit obecné opét tvar (2).

V souvislosti s tim, co jsme pravé tekli, se zda byt uzitetné zavést pojem algebraické presnosti
kvadraturniho vzorce, ktery bude uddvat maximalni stupen presné integrovanych polynomu
pro dany vzorec. Rekneme, ze kvadraturni vzorec Q,, md algebraickou presnost d (nebo také je
radu d), jestlize integruje presné (tedy s nulovou chybou) vsechny polynomy stupné d, ale neni
uz presny pro néjaky polynom stupné d + 1. Ukazeme nyni, ze pii daném n lze vzdy sestrojit
kvadraturni vzorec algebraické piesnosti alespon n — 1.

Zvolme libovolné n uzlu kvadratury a pokusme se stanovit vahy w;,7 = 1,2,...,n, tak aby
nas kvadraturni vzorec integroval presné vSechny polynomy az do stupné n — 1. Protoze kazdy
polynom stupné n — 1 je linedrni kombinaci bézovych funkei 1,z,22,...,2"" 1 a jak vypocet

integralu, tak vypocet kvadratury je linearni zalezitost, staci, aby nas vzorec integroval presné
tyto bazové funkce (¥ika se jim také monomy). Tento pozadavek nam ihned dava soustavu n
linedrnich algebraickych rovnic pro vahy w; (pamatujme, Ze uzly jsme pevné zvolili predem;
jediny pozadavek je, aby byly vzajemné ruzné), kterym se také rikava momentové rovnice:

b
w-l+we-14+---4w,-1 = /1dx:b—a,
a
b
Wy X1 Fwy - Tog+ -+ Wy T, = /xdxz(b2—a2)/2, (3)
a
b
wy -2t fwg b w2 = /xn_ldx:(b"a”)/n.
a

Ctvercové matice této soustavy (napiste si ji) se nazyva Vandermondova matice a je o ni zndmo,
ze pokud jsou éisla z; navzdjem ruznd, je reguldrni. Soustava (3) ma tedy pravé jedno feSeni a
jejim vyfreSenim muzeme ziskat hledané vahy a dokoncit tak konstrukci kvadraturniho vzorce
Qn(f) s algebraickou presnosti nejméné n — 1 (diky dalsim vlastnostem ziskaného vzorce muze
byt jeho fad i o néco vyssi).

Priklad 1 (Vypocet vah kvadraturniho vzorce). Préavé popsany postup zalozeny na feseni sou-
stavy (3) popiseme na odvozeni tiibodového kvadraturniho vzorce

Q3(f) = w1 f(z1) + waf(x2) + w3 f(x3)

pro integraci pies interval [a,b] Za tii uzly vzorce vezmeme dva krajni body s stied intervalu,
tj. polozime z1 = a,x2 = (a + b)/2,x3 = b. Soustavu 3 linedrnich rovnic pro w,ws,ws zde
nevypisujeme, Ctendf si ji snadno muze sestavit sam podle (3). Soustavu vyfesime, napiiklad
bez problému Gaussovou eliminaci, a dostaneme vahy
1 2 1
wy=—-(b—a),ws==(b—a),ws ==(b—a).
1= glb—a), w2 =3(b—a),ws =5(b—a)

Vysledny kvadraturni vzorec je zndm jako Simpsonovo pravidlo a dé se ukazat, ze (diky své
symetrii) je pfesny dokonce pro polynomy tietiho stupné.

Pokud uzly nezaddame predem pevné a nechame je také jako volné parametry, nebude soustava
(3) uz soustavou linedrnich rovnic, ale budeme misto ni mit soustavu nelinedrnich rovnic s



nezndmymi w; i ;. Protoze je zde vice volnych parametru, bude také vice téchto rovnic, pokud se
nam je ale podaii analyticky nebo numericky vyfesit, muzeme pfi daném n dosdhnou v podstaté
dvojnésobné algebraické pfesnosti. Na takovém piistupu jsou zalozeny Gaussovy kvadraturni
vzorce, k nimz se jesté kratce vratime pozdéji.

Pti pevné zvolenych uzlech je ale misto vySe popsaného a pitkladem ilustrovaného postupu
ximujicim polynom a ten integrovat. Na tomto principu jsou zalozeny Newtonovy-Cotesovy
vzorce, které v dalsi kapitole popiSeme podrobnéji. Patii k nim také Simpsonovo pravidlo z
naseho predchoziho piikladu.

1.4 Konvergence kvadraturnich vzorci

Vzpomeneme-li si na definici Riemannova integralu, kde hodnota integralu je u integrovatelné
funkce limitou Riemannovych vazenych pruméru pfi poctu vzorkovacich bodu rostoucim do
nekoneéna, muzeme Cekat, ze podobné se budou chovat i alespon nékteré posloupnosti kva-
draturnich vzorcu pii n — oo. Pii dané funkci f budeme posloupnost kvadraturnich vzorcu
{Qn(f),n = 1,2,...} také nazyvat kvadraturou. Rekneme pak, ze dand posloupnost vzorcti
tvoif na intervalu [a, b] konvergentni kvadraturu, jestlize pro kaZdou funkci f, kterd je na [a, b]
spojita, plati

b
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Pro potadek a pro ty, kdo o aproximaci funkci jiz védi vice, uvadime, ze pojem konvergentni kva-
dratury vyzaduje platnost uvedeného limitniho vztahu pro kazdou funkci, ktera je spojita, a dalsi
pozadavky se zde na ni nekladou. Pokud budeme védét, ze funkce f méa napfiklad ohrani¢ené
viechny derivace na [a, b], mohou pro ni konvergovat i takové posloupnosti kvadraturnich vzoret,
jez v naSem smyslu konvergentni kvadraturu netvori. Posloupnost Riemannovych souctt je tedy
z naseho hlediska konvergentni kvadratura.

V predchozich odstavcich jsme naznaéili, ze je v zdsadé mozné konstruovat posloupnosti kva-
draturnich vzorcu {Q,(f),n = 1,2....} takové, Ze s roustoucim n jejich algebraickd presnost
poroste. Bylo by proto pfirozené cekat, ze vezmeme-li takovou posloupnost, bude tvofit kon-
vergentni kvadraturu. To ale neni obecné pravda, ukazuje se, Ze podstatnou roli pfitom hraje
to, jakym zptisobem na [a,b] rozmistujeme vzorkovaci body (uzly kvadratury). O piikladech
konvergentnich a nekonvergentnich kvadratur se zminime jesté pozdéji.

V praxi se pii vypoctu snazime minimalizovat vypocetni praci, takze zde posloupnosti kvad-
raturnich vzorcu volime predeviim tak, aby vzorce byly do sebe vnofené. Pfesnéji, fikame, ze
dand kvadratura je vnofend nebo progresivni, jestlize pti m > n tvoii uzly @,, podmnozinu uzla
Qm- To tedy znamenad, ze jiz spocitanych n funkénich hodnot muzeme v @, (f) znovu pouzit a
potiebujeme tedy vypocitat pouze m — n novych funkénich hodnot, ¢imz Setiime.

D4 se ukazat, ze kromé zvysovani fadu kvadratury zvySovanim poctu uzlu je smysluplné také po-
stupovat zpusobem obdobnym, jako pouzil Riemann ve své definici integralu, kde mezi kazdymi
dvéma deélicimi body aproximoval funkci se stéle stejnou Fddovou piesnosti (konstantou), a
nezvysSoval tedy algebraickou presnost, ale pouze pocet vzorkovacich bodu. Presnost lze tedy
zvySovat nejen zvySovanim algebraického fadu, ale také tak, ze vyjdeme z jednoho zdkladniho
kvadraturniho vzorce, interval integrace postupné délime na malé ¢ésti (panely) a dany zakladn{
kvadraturni vzorec aplikujeme postupné na kazdém panelu. Se zjemnovanim sité panelu tak
muzeme docilit pozadované presnosti, aniz bychom zvySovali fad kvadratury. Timto zpusobem
(rozmyslete si) dostdvame opét posloupnost kvadraturnich vzorcu, kterd je zaloZena na jednom



vzorci zédkladnim. Takto zkonstruovanym kvadraturnim vzorcum se pak fikd vzorce sloZené.
Zamérime se nyni nejprve na popis vybranych zakladnich kvadraturnich vzorcu.

2 Newtonovy-Cotesovy vzorce

Nejjednodussi zpusob, jak rozlozit vzorkovaci body na intervalu [a, b] je bezesporu rozlozit je
rovnomérné, ekvidistantné (ve stejné vzdalenosti). Pii takovémto rozlozeni uzlu pak vznikaji
kvadraturni vzorce, kterym se #ikd Newtonovy-Cotesovy vzorce. Budeme-li chtit sestrojit n-
bodovy otevienyy Newtonuv-Cotestiv vzorec, pouzijeme jako uzly body

xi=a+ilb—a)/(n+1),i=1,...,n,
kdezto uzavieny n-bodovy Newtonuv-Cotestuv vzorec bude mit uzly

zi=a+(i—1)(b—a)/(n—1),i=1....,n.

2.1 Priiklady Newtonovych-Cotesovych vzorci

Uvédime tii piiklady nejjednodussich a nejznaméjsich c¢asto pouzivanych Newtonovych-Cotesovych
vzorcu.
Priklad 2 (Obdélnikové pravidlo). Pokud integrovanou funkci nahradime na [a, b] konstantou

(tedy polynomem nultého stupné) rovnou funkéni hodnoté ve stfedu intervalu a tuto konstantu
zintegrujeme pfes [a, b], dostaneme jednobodovy otevieny Newtonuv-Cotesuv vzorec

M = 0-ar (*57).

2

kterému se ¥iké obdélnikové pravidlo (angl. midpoint rule).

Priklad 3 (Lichobéznikové pravidlo). Pokud integrovanou funkci nahradime na [a,b] linedrni
funkei spojujici jeji hodnoty v krajnich bodech (pfimkou, tedy polynomem prvniho stupné) a
tuto linedrni funkci zintegrujeme, dostaneme dvoubodovy uzavieny Newtonuv-Cotesuv vzorec

_b—a

T(5) ="

(f(a) + (b)),

kterému se ¥iké lichobéznikové pravidlo (angl. trapezoid rule).

Priklad 4 (Simpsonovo pravidlo). Pokud integrovanou funkci nahradime na [a, b] kvadratickou
funkei (tedy parabolou, polynomem druhého stupné), kterd ma stejné hodnoty jako f v krajnich
bodech intervalu [a, b] a v jeho stFedu, a tento polynom druhého stupné zintegrujeme, dostaneme
ttibodovy uzavieny Newtonuv-Cotesuv vzorec

st ="5" (f@+ar (“50) +10).

kterému se tika Simpsonovo pravidlo. Setkali jsme se s nim jiz v piikl. 1.

Pouziti tfi uvedenych Newtonovych-Cotesovych kvadraturnich vzorcu ilustrujeme na ptikladu.
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Obrazek 1: Integrace funkce f(x) = e~ Newtonovymi-Cotesovymi kvadraturnimi pravidly.

Priklad 5 (Newtonova-Cotesova kvadratura). Budeme aproximovat integral

1
I(f) :/0 e da

pomoci kazdého z tii jednoduchych Newtonovych-Cotesovych vzorci, jez jsme pravé popsali.
Dostaneme

M(f) = (1—0)exp(—0.25) ~ 0.778801,

() = %(exp(()) +exp(—1)) ~ 0.683940,
S(f) = %(exp(O) + 4 exp(—0.25) + exp(—1)) ~ 0.747180.

Na obr. 1 je zobrazen prubéh integrandu a tii pouzitych aproximujicich polynomu. Pfesnéd hod-
nota integralu zaokrouhlend na 6 platnych cifer je 0.746824. Muze se zd4t ponékud prekvapivym,
ze velikost chyby lichobéznikového pravidla (0.062884) je asi dvakrat tak velkd, jako je tomu
u obdélnikového pravidla (0.031997); k tomu se jesté vzapéti vratime. Simpsonovo pravidlo s
chybou 0.000356 se zda byt pozoruhodné piesné, uvazime-li, ze je pouzito na pomérné velkém
intervalu délky 1.

2.2 Vlastnosti Newtonovych-Cotesovych vzorcu

Pro chybu Newtonovych-Cotesovych vzorct se u hladkych funkci s dostatetnym pocétem spo-
jitych derivaci na [a, b] daji odvodit obecné odhady. Odvozeni se provadi tak, ze se integrovand
funkce rozvine do Taylorovy fady; nebudeme jej zde vS8ak provadét a uvedeme pouze nékteré
vysledky.

Pro obdélnikové pravidlo dostaneme (znac¢ime zde m = (a + b)/2)

"(m ) (m,
1) = Fm) b —a)+ 10 (g 4 flS);())

51 (b=a)”+--- = M(f) + E(f) + F(f) + -,

kde E(f) a F(f) reprezentuji prvni dva ¢leny rozvoje chyby pro obdélnikové pravidlo.

Pro lichobéznikové pravidlo ndm podobnym zpusobem vyjde

I(f) =T(f) — 2E(f) — 4F(f) — - --



a pro Simpsonovo pravidlo dostaneme

2
1) = S(f) = SF() +
Odectenim rozvoju pro lichobéznikové pravidlo a obdélnikové pravidlo odsud dostaneme prak-
ticky asymptoticky vzorec pro odhad hlavniho ¢lenu chyb u téchto dvou kvadraturnich vzorct.
Vyjde nam totiz (po tpravé a zanedbéni ¢lenu vyssich radu)

B~ =P (@

Tento vzorec ovsem plati za predpokladu, ze délka intervalu integrace je mald (tak, aby platilo
(b—a)® < (b—a)?) a ze funkce f je takova, ze jeji ¢tvrtd derivace f(4) se chové ,rozumné“. Za
téchto predpokladi pak muzeme z dosavadnich tivah pro tyto dva kvadraturni vzorce dospét k
nésledujicim zavéram:

e Obdélnikové pravidlo je zhruba dvakrat tak piesné jako pravidlo lichobéznikové (vidéli
jsme to jiz v piikl.5), ptesto, Ze je zaloZeno na aproximaci funkce f polynomem mensiho
stupne.

e Rozdil hodnot ziskanych obdélnikovym a lichobéznikovym pravidlem se da vyuzit o od-
hadu chyby kazdého z téchto kvadraturnich vzorcu.

e Snizime-li délku integrac¢niho intervalu na polovinu, zmensi se chyba aproximace u kazdého
z téchto vzorcu faktorem cca 1/8.

Priklad 6 (Odhad chyby). Vratme se k piikl.5, kde jsme obdélnikovym a lichobé&znikovym
pravidel pocitali pfiblizné hodnoty integralu. Dosadime-li ziskané hodnoty do pfiblizného vzorce
(4), dostaneme jako odhad hlavniho ¢lenu chyby E(f) =~ —0.031620, coz na tii desetinnd mista
dobfe souhlasi se skute¢nymi velikostmi chyb uvedenymi v ptikl. 5.

V predchozim jsme ukézali, ze n-bodovy kvadraturni vzorec lze sestrojit tak, aby jeho alge-
braickd piesnost byla nejméné n — 1. Mohli bychom tedy ocekavat, ze algebraicka pfesnost
obdélnikového pravidla bude nula, lichobéznikového pravidla jedna, Simpsonova pravidla dvé
atd. To koneckonct souhlasi s tim, Ze tyto vzorce jsme odvodili pomoci ndhrady integrované
funkce polynomy stupné nula, jedna a dvé. Podivame-li se ale na vySe uvedené rozvoje chyb,
vidime, ze chyba obdélnikového pravidla zavisi na derivacich fadu dvé a vyssich, které jsou
ale rovny nule nejen pro konstantu, ale i pro polynomy prvniho stupné. Obdélnikové pravidlo
tedy integruje presné nejen konstanty, ale i linearni funkce a jeho tad je tedy o jednicku vétsi
nez nula. Podobné u Simpsonova pravidla zavisi chyba na derivacich integrandu fadu ¢tyii a
vys§ich, které se anuluji nejen pro kvadratické, ale i pro kubické polynomy, takze Simpsonovo
pravidlo je fadu tii, nikoli pouze dva (to také vysvétluje piekvapivé dobry vysledek ziskany v
prikl. 5).

Obecné se da ukazat, ze pro kazdé liché n ma n-bodovy Newtontuv-Cotesuv vzorec algebraickou
presnost n a nikoli n — 1. Tento jev, ktery plyne z rozvoju pro chybu, je také mozné vykladat
jako kancelaci (vzajemné ruseni) kladnych a zdpornych slozek chyby aproximace, coz ilustrujeme
na obr.2 pro piipad obdélnikového a Simpsonova pravidla. Na obrazku vidime vlevo linearni
polynom a konstantni funkci danou jeho hodnotou ve stfedu intervalu, vpravo je kubicky po-
lynom a kvadratickd funkce, kterd se s nim shoduje v krajnich bodech a ve stfedu. Integrace
linedarniho polynomu obdélnikovym pravidlem vede ke dvéma trojihelnikovym oblastem, které
jsou stejné velké. Vliv jednoho z téchto trojuhelniku se pfesné vyrusi s vlivem trojihelniku



Obréazek 2: Kancelace chyb u obdélnikového (vlevo) a Simpsonova (vpravo) pravidla.

druhého. Podobné je tomu u kubického polynomu, kde obé stinované oblasti maji rovnéz stejny
obsah, takze se jejich vliv vzajemné vyrusi. K takové kancelaci ale nedochazi u Newtonovych-
Cotesovych vzorct se sudym poctem uzli. Souhrnné tedy muzeme ¥ici, ze algebraickd presnost
n-bodového Newtonova-Cotesova kvadraturniho vzorce je n — 1 pti n sudém, ale je rovna n pii
n lichém.

Newtonovy-Cotesovy vzorce se pomérné snadno odvozuji a pouzivaji, ale maji také jisté zavazné
nevyhody. Pfi¢inou téchto nevyhod je predevsim skuteCnost, ze aproximace spojitych funkci
polynomy vysokych stupnt, které nabyvaji stejnych hodnot jako aproximovana funkce na rov-
nomérné siti uzli, mohou vykazovat nezadouci oscilace. To pak vede k tomu, ze Newtonova-
Cotesova kvadratura pii n — oo nepredstavuje obecné (pro kazdou spojitou funkei) konver-
gentni kvadraturu. Pro konecnd n je ddle znamo, ze kazdy n-bodovy Newtonuv-Cotesuv kvad-
raturni vzorec ma pfi n > 11 alespon jednu zdpornou vdahu. Neni u nich tedy zarucena stabilita.
Skutecnost je jeste horsi, nebot se dd ukdzat, ze pii n — oo plati Y1 | |w;| — 00, coz znamend,
Ze pii rustu poctu uzli a odpovidajicim rastu fadu Newtonovych-Cotesovych kvadraturnich
vzorcu se libovolné zhorSuje jejich podminénost a tedy stabilita vypocétu. Piftomnost velkych
kladnych a zapornych vah také znamend, ze se hodnota integrdlu pocitd jako soucet velkych
hodnot majicich opa¢nd znaménka, takze zde v koneéné pocitacové aritmetice muze dochézet k
vyrazné kancelaci.

7 duvodu, které jsme pravé uvedli, je vidét, Zze nemuzeme ¢ekat, ze bychom na daném inter-
valu dosahli libovolné velké presnosti tak, ze bychom postupné zvétsovali pocet uzlu (vzorku) a
pouzivali Newtonovy-Cotesovy vzorce stale vyssich fadu. V praxi se proto pbi pouzivani Newto-
novych-Cotesovych vzorcii obvykle omezujeme na zakladni vzorce s nevelkym poctem uzlu a po-
kud pozadujeme vyssi pfesnost, délime interval integrace na diléi subintervaly (panely) a zvoleny
kvadraturni vzorec pak aplikujeme na kazdém z téchto paneli samostatné (k takovym postuptum
se jesté pozdéji vratime), takze tak vytvaiime slozeny kvadraturni vzorec. Z tohoto hlediska je
pozitivnim rysem Newtonovych-Cotesovych kvadraturnich vzorct, Ze jsou progresivni, takze pii
zvySovani poctu uzli mizeme k jemnéjsimu vzorkovani vyuzit funkéni hodnoty jize vypocitané
diive. Na druhé strané ale nemaji Newtonovy-Cotesovy vzorce pii daném n (a tedy daném
poctu vzorku) nejvétsi moznou algebraickou presnost (a tedy ani pfesnost obecné), coz je dano
tim, Ze jsme z 2n parametru vzorce n parametru (uzly) pevné zvolili pfedem. PopiSeme si nyn{
kvadraturni vzorce, které jsou z tohoto ohledu mnohem lepsi.
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3 Gaussovy kvadraturni vzorce

V kvadraturnich vzorcich, které jsme dosud vidéli, bylo vSech n uzlu zaddno pfedem a n od-
povidajicich vah se pak hledalo tak, abychom doséhli co nejvétsi algebraické presnosti. Ponévadz
jsme tedy méli pouze n volnych parametru, byl vysledny fad vzorce obecné n — 1. Pokud ale
uvolnime také rozmisténi uzli, budeme mit 2n volnych parametri, takze by mélo byt mozné
dosdhnout algebraické pfesnosti 2n — 1.

3.1 Odvozeni Gaussovych kvadraturnich vzorcu

U Gaussovy kvadratury se voli jak vahy, tak uzly tim zptsobem, ze ve vysledném kvadraturnim
vzorci je dosazeno maximélniho mozné algebraické presnosti. Pfi daném poctu uzla tedy Gaus-
sovy vzorce poskytuji maximélni moznou piesnost, ale na druhé strané je podstatné obtiznéjsi je
odvodit nez tomu bylo pti pevné zvolenych uzlech u Newtonovych-Cotesovych vzorci. Duvodem
je skutecnost, ze soustava rovnic pro uzly a vdhy ma sice stejny tvar jako (3) (rovnic je ovSem
dvakrat tolik, mame dvojndsobek nezndmych), ale diky tomu, ze nezndmymi jsou také uzly, je
tato soustava momentovych rovnic tentokrat nelinedrni. Resit tuto soustavu pro obecny interval
[a, b] je nepohodIné, a proto se zékladni Gaussovy vzorce odvozuji pro néktery konkrétni inter-
val, typicky tfeba pro [—1,1]. Na obecny interval [a, b] se pak snadno transformuji jednoduchou
linedrni transformaci, ke které se vratime pozdéji. Pii konstrukci Gaussovych kvadraturnich
vzorcu nejde jenom o to soustavu momentovych rovnic vytesit. Je zde pfedem nutno zodpovédét
nékteré teoretické otdzky tykajici se této soustavy, totiz:

e M4 dand soustava momentovych rovnic feseni?
e Je toto feseni jediné? Pokud ne, jsou jednotliva feSeni pouze permutacemi feSeni ostatnich?
e Jsou tato FeSeni redlnd a padnou uzly do intervalu [—1,1]?

e Jakd znaménka maji ziskané vihy?

Odpovédi na tyto otdazky jsou vesmeés priznivé a ukazuje se, ze pro kazdé n existuje pravé jeden
Gaussuv kvadraturni vzorec a vSechny jeho vahy jsou kladna ¢&isla.

Priklad 7 (Gaussuv kvadraturni vzorec). Odvodime dvoubodovy Gaussuv kvadaturni vzorec na
intervalu [—1, 1]

1
1(f) = /_ @) do = w (@) +waf (o2),

kde se uzly x1,x2 a stejné tak vahy wi, ws budou volit tak, aby se maximalizoval fad vzorce.
Méme ¢tyfi volné parametry, takze budeme pozadovat, aby vzorec integroval piesné prvni ¢tyii
monomy a tim padem vSechny polynomy do tietiho stupné. Stejné jako diive sestavime Ctyfti
momentové rovnice

1
w1 + wg = f_lldl‘ = 2,
1
wiry +worg = [y xdr =0,
2 2 L 2 2
w1z +woxy = [ xfdr = 3
1
w1t +wead = [L 23dz =0.
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Jednim feSenim této nelinearni soustavy rovnic jsou hodnoty
T = —1/\/§,$2 = 1/\/§,w1 =1,wy = 2.

Existuje jesté jedno feSeni, které ziskame prohozenim znamének u z; a x9, takze toto resSeni
dava identicky Gaussuv vzorec. Dvoubodovy Gaussuv kvadraturni vzorec mé tedy tvar

Ga(f) = f(=1/V3) + f(1/V3)
a jeho algebraickd pfesnost je tii.

Alternativni zptisob, jak pfedem ziskat uzly Gaussovych kvadraturnich vzorcu spo¢iva ve vyuziti
ortogondlnich polynomi. Rekneme, ze dva polynomy p(x) a g(z) jsou na intervalu [a,b] orto-
gondlnt, jestlize plati

b
| pwate)ds=o.

Necht p je polynom stupné n takovy, Ze je na [a,b] ortogondlni ke vSem monomum mensiho
stupné, neboli necht plati

b
/p(az)xkdx:(), k=0,...,n—1,

takze p je na [a, b] ortogondlni vzhledem ke vSem polynomum stupné mensiho nez n. Pak se da
ukézat, ze plati:

1. Vsechny kofeny polynomu p jsou jednoduché (je jich tedy n ruznych), redlné a lezi v
otevieném intervalu (a,b).

2. Pii uzlech zvolenych jako kofeny polynomu p lze sestrojit jiz popsanym zptsobem kvad-
raturni vzorec, jehoz véhy jsou feSenim linedrni soustavy momentovych rovnic (3). Tyto
vahy jsou kladné a rad takto ziskaného kvadraturniho vzorce je 2n — 1; je to tedy nutné
jednoznaéné uréeny n-bodovy Gaussuv kvadraturni vzorec.

Teorie a konstrukce ortogondlnich polynomu jsou v matematice dobfe zpracovany, ale téma
se vymykd moznostem tohoto textu. Pro zdjemce pouze uvadime, ze vhodnymi ortogonalnimi
polynomy jsou zde tzv. Legendrovy polynomy P, a Ze se diky tomu vzniklé kvadraturni vzorce
nazyvaji také Gaussovy-Legendrovy kvadraturni vzorce. Jakkoli jsou tedy Legendrovy polynomy
znamou véci, zbyva zde jesté provést vypocet jejich korenu; teprve pak muzeme stanovit vahy
kvadratury ze soustavy momentovych rovnic. Touto tématikou, kterd je také dobfe zpracovana
teoreticky i algoritmicky, se zde vSak opét nemuzeme podrobnéji zabyvat. Zijemce odkazujeme
na dostupnou literaturu, napiiklad na [1], [2], [3] nebo [4].

Priklad 7 je typicky v tom smyslu, ze pro vSechna n jsou gaussovské uzly rozlozeny symetricky
kolem stiedu intervalu; pro lichd n je stfed intervalu vzdy sam také uzlem. Ptiklad 7 je typicky
také v tom, ze uzly jsou vétsinou iraciondlni ¢isla, i kdyz koncové body a a b jsou racionalni. D4
se Fici, ze tento rys muze ¢init Gaussovu kvadraturu ponékud nepohodlnou pro ruéni vypocty,
pokud ji totiz srovname s jednoduchymi Newtonovymi-Cotesovymi vzorci. OvSem na pocitaci
jsou obvykle uzly a vdhy Gaussovych kvadraturnich vzorci tabelovany predem a obsazeny v
podprogramech, které se podle potfeby vyvolavaji, takze uzivatel ani nemusi znat jejich hodnoty
natoz je pocitat.
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3.2 Gaussovy kvadraturni vzorce pro obecny interval

Pouziti Gaussovych kvadraturnich vzorci je ponékud komplikovanéjsi nez je tomu u vzorcu
Newtonovych-Cotesovych také proto, ze jejich vahy a uzly se odvozuji a udavaji pro konkrétni
interval, jako je napiiklad [—1,1]. Tim pddem je tfeba obecny interval integrace [a,b] trans-
formovat na tento standardni interval, pro néjz jsou tabelovany hodnoty uzlu a vah. Pokud
tedy chceme pouzit (plati to obecné, nejen pro Gaussovu kvadraturu) kvadraturni vzorec, jehoz
parametry jsou udany pro interval [a;, 3],

/B n
/ fl@)de ~ ) wif(x:),
« 1

i=

k aproximaci integralu ptes interval [a, b],

b
I(g) = / g(t) dt,

musime provést substituci, jez bude transformovat x v intervalu [a, 8] na ¢ v intervalu [a, b].
Takovych substituci existuje celd fada, ale my budeme pouzivat jednoduchou linearni transfor-
maci

(b—a)r+ aff — b

f—a ’
ktera zobrazuje oba intervaly na sebe vzajemné jednoznacné a ma tu pfednost, ze zachovava
fad kvadraturniho vzorce. Pocitany integral je pak

e P (b _
I(g) = ;_Z/ g<(b a>;jzﬂ bo‘) dz

b—a — (b—a)z; + af — bo
f-a ; e ( B-a ) '
Priklad 8 (Zména intervalu). Jako ilustraci pravé popsaného postupu pouzijeme dvoubodovy

Gaussuv kvadraturni vzorec Gy z piikl. 7 odvozeny pro interval [—1, 1] k pfibliznému vypoctu
integralu

t:

Q

1(f) :/Olef“ at

z pirikladu 5. Pravé popsand linedrni transformace ma v tomto piipadé tvar

z+1
2 bl

t =

takze néas integrél se aproximuje jeko Ga(g) =

2 2
% exp | — (W) +exp | — <W23*1)> ~ (0.746595,

coz je o néco presnéjsi vysledek nez ten, ktery jsme v piikl. 5 pro tento integral obdrzeli Simp-
sonovym pravidlem, pfestoze jsme zde pouzili pouze dvé funkéni hodnoty misto tii.
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3.3 Neékteré vlastnosti Gaussovych kvadraturnich vzorca
Shrneme zde nékteré dulezité vlastnosti Gaussovy kvadratury, o nichz jsme se dosud zminili:

e Gaussovy kvadraturni vzorce lze sestrojit pro kazdé n, a to pravé jednim zpusobem

e Gaussovy kvadraturni vzorce maji pifi daném poc¢tu uzli maximalni mozny rad, a tedy
optimalni presnost

e vihy Gaussovych vzorcu jsou pro vSechna n vzdy kladné, takze algoritmy vypoctu podle
Gaussovych vzorcu jsou numericky stabilni

e navic se da ukazat, ze Gaussovy kvadraturni vzorce tvoii konvergentni kvadraturu

Gaussovy kvadraturni vzorce maji také ale jednu véznou nevyhodu: pro m # n nemaji vzorce
G a Gy 7zadné spolecné uzly (s vyjimkou stiedu intervalu, pokud jsou m i n lichd éisla).
Gaussova kvadratura tedy neni progresivni, coz znamend, ze pokud zvysime pocet uzlu feknéme
z m na m, musime pocitat navic m funkénich hodnot namisto m — n hodnot. Tento nedostatek
se v8ak da obejit.

3.4 Progresivni Gaussova kvadratura

Jak jsme se pravé zminili, Gaussovy kvadraturni vzorce nejsou progresivni: pokud volime
vSechny uzly a vahy volné tak, aby se pfi daném poctu uzli maximalizovala algebraicka presnost,
nebudou mit vzorce s ruznym poctem uzli v podstaté zadné uzly spoleéné, coz znamend, ze
funkéni hodnoty integrandu vypocitané pro jeden soubor uzla se nedaji v jiném vzorci s odlisnym
poctem uzlu znovu vyuzit.

Kronrodovy kvadraturni vzorce se takové praci navic vyhybaji. Jsou to dvojice vnorenych kva-
draturnich vzorcu: jeden ¢len dvojice je obvykly n-bodovy Gaussuv kvadraturni vzorec G, a
druhy z nich je (2n + 1)-bodovy Kronroduv kvadraturni vzorec Ks,11, jehoz uzly se opét voli
optimalné tak, aby se maximalizovala algebraicka presnost, ovéem za podminky, ze se v K2n + 1
znovu pouziji v8echny uzly z G,,. Mezi uzly Ko,y1 je tedy n uzli pevné dédno predem, takze
jako volné parametry mame zbyvajicich n 4+ 1 uzli a rovnéz vSechny vahy pro vsechny uzly
dohromady, kterych je 2n 4+ 1. Celkem je zde tedy 3n + 2 volnych parametru a ty se uréi opét
tak, aby se maximalizoval fad vzorce. Algebraickd pfesnost vzorce Koy, je tedy rovna 3n + 1,
kdezto standardni Gaussuv kvadraturni vzorec s 2n+1 uzly by mél algebraickou pfesnost 4n+1.
Jak vidime, je zde jisty kompromis mezi presnosti a efektivitou.

Jednim z hlavnich duvodti, pro¢ pouzivame dvojice vnotfenych kvadraturnich vzorct je to, ze po-
moci rozdilu mezi ptibliznymi hodnotami integralu ziskanymi obéma vzorci mtizeme odhadnout
chybu metody. Pouzijeme-li Gaussuv-Kronrodtuv par vzorct, vezmeme jako aproximaci integrélu
hodnotu Ky, 41 a realistickym a pfitom konzervativnim odhadem chyby slouzi veli¢ina

(200|G, — Kopy1)'®.

Tento na prvni pohled podivny vzorec plyne zéasti z teorie kvadratury, z¢asti z praktickych
zkusenosti (neni tedy exaktni). Gaussovy-Kronrodovy kvadraturni vzorce patii k nejefektivnéjsim
numerickym metoddam vypoétu integralu, nebot efektivné poskytuji jak vysokou piesnost, tak
spolehlivy odhad chyby. Obecné se dnes pouzivéa predevsim dvojice (G7, K15).

Diive nez opustime toto téma se jesté zminime o jednom mirnéjsim rozsiteni Gaussovych kva-
draturnich vzorcu, které se také pouzivd a muze byt uziteéné. Jak jsme se jiz zminili, pravy
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Gaussuv kvadraturni vzorec je vzdy otevieng, jeho uzly tedy neobsahuji krajni body intervalu
integrace. Ale z jistych duvodu je nékdy rozumné koncové body intervalu jako uzly ve vzorci mit.
U Gaussovych-Lobattovijch kvadraturnich vzorcu se oba koncové body predepisuji jako predem
pevné dané uzly, takze ndm zbyva n — 2 uzlu a n vah jako volné parametry, které se voli tak,
aby se maximalizovala algebraickd presnost. Vysledny n-bodovy Gaussuv-Lobattuv kvadraturni
vzorec je pak fadu 2n — 3.

4 Slozené kvadraturni vzorce

Az dosud jsme se zabyvali zdkladnimi kvadraturnimi vzorci zalozenymi na aproximaci inte-
grandu jednim polynomem na celém intervalu integrace. Pfesnost takového vzorce lze svysit a
jeho chybu lze odhadnout tak, Zze zvysime pocet uzlu kvadratury a tim i fad aproximujiciho
polynomu. Jinou moznosti je rozdélit interval integrace na dva nebo vice subintervalii a néktery
zékladni kvadraturni vzorec aplikovat na kazdém takovém subintervalu oddélené. Se¢tenim takto
ziskanych dil¢ich vysledku pak dostaneme aproximaci integralu pres cely interval.

SloZeny kvadraturni vzorec na daném intervalu [a, b] dostaneme tak, ze tento interval rozdélime
na k subintervalu (budeme jim fikat panely), které maji typicky stejnou délku h = (b —
a)/k, na kazdém z téchto panelu aplikujeme néjaky n-bodovy zékladni kvadraturni vzorec @,
a jako pribliznou hodnotu celkového integralu pak vezmeme soucet takto ziskanych dil¢ich
vysledku. Jestlize je pouzity kvadraturni vzorec @), otevieny, bude takovy vypocet vyzadovat
kn vypoctu funkénich hodnot. Je-li naproti tomu vzorec @, uzavieny, pak se ve slozeném vzorci
nékteré body opakuji, takze je tieba vypocitat pouze k(n — 1) + 1 funkénich hodnot. Uvedeme
piiklady slozenych kvadraturnich vzorcu zalozenych na jednoduchych zakladnich Newtonovych-
Cotesovych vzorcich.

Priklad 9 (Slozené kvadraturni vzorce). Rozdélime interval [a, b] na k panelu délky h = (b—a)/k
a polozime x; = a + jh,j = 0,... k. SloZené obdélnikové pravidlo je pak

k k
1 - - (555 3 (2452)
J=1 J=1
a sloZené lichobéznikové pravidlo je
k
() = 3B () 4 gy

2
1
= h(3f(a) + fla1) + -+ flarr + 11 (0)).

Pokud je pouzity zakladni kvadraturni vzorec stabilni, je stabilni i vznikly slozeny kvadraturni
vzorec. Pokud ma pouzity zdkladni kvadraturni vzorec iad alespon nula (tj. integruje presné
konstanty), da se ukazat, ze z néj postupné pii k — oo vznikajici slozené kvadraturni vzorce tvori
konvergentni kvadraturu. V zasadé tedy plati, ze pokud zvolime dostatecné velké k, muzeme
dosahnout libovolné piesnosti (ta je ovSem v praxi omezena pfesnosti pocitacové aritmetiky)
i tehdy, je-li samotny zakladni kvadraturni vzorec nizkého fadu. Nemusi to byt ovSem ten
nejefektivnéji zpusob, jak pozadované presnosti dosdhnout, v praxi je zpravidla nutno zvolit
vhodny kompromis mezi fadem zékladniho vzorce n a poctem panelu k. SloZené vzorce také
jaksi navic poskytuji obzvlasté jednoduchy zptsob odhadu chyby, pii némz se zpravidla vyuziji
priblizné hodnoty integralu ziskané na k panelech a na rozpulenych 2k panelech. Podrobnosti
nejsou slozité a lze je najit v bézné literature, napiiklad v[1], [2], [3] nebo [4].
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5 Dodatky

Numericka integrace je tématem, které je v numerické matematice dobie zpracované a je k
dispozici kvalitni numericky software pro pfiblizny vypocet integralt, predev8im integralu jed-
norozmérnych. Radu témat jsme zde nuceni vynechat, uvadime pouze par struénych informaci
o nékterych z nich.

5.1 Adaptivni kvadratura

Struéné se zde zminime o principech soucasného softwaru pro vypocet jednorozmérnych in-
tegralt. Slozeny kvadraturni vzorec doplnény o odhad chyby poskytuje moznost sestrojit jedno-
duchy automaticky algoritmus pro priblizny vypocet integralu se zadanou pozadovanou piresnosti:
postupné pokrac¢ujeme s pulenim panelt tak dlouho, az celkovd odhadovand chyba klesne pod
pozadovanou uroven. Pro mnohé integrandy je ale vysoce neefektivni udrzovat na celém |[a, b]
stejné veliké panely, protoze by se tak vynalozil vypocet velkého poctu funkénich hodnot v
¢astech intervalu, kde se integrand dobfe chova a kde se da snadno vyhovét toleranci na chybu.
Pouziva se proto inteligentnéjsi pristup, adaptioni kvadratura, pii némz se interval integrace déli
na panely selektivné tak, aby to odpovidalo charakteru integrované funkce. Déleni na panely
tak bude obecné nerovnomérné.

Typicka adaptivni strategie funguje nasledujicim zptsobem. Piedevsim potfebujeme mit k dis-
pozici vhodné vybranou dvojici zdkladnich kvadraturnich vzorcu, feknéme @, a Qn,, jejichz
rozdil nam poskytuje pozadovany odhad chyby. jako jednoduchy piiklad tu muze poslouzit li-
chobéznikové a obdélnikové pravidlo, jejichz rozdil je zhruba trojnasobkem chyby ptesnéjsiho z
nich, jak jsme vidéli v odst. 2.1. Vétsi efektivity se obvykle ale dosdhne pouzitim vzorcu vyssiho
fadu, jako je napfiklad Gaussuv-Kronroduv péar (G7, K15). Jinou alternativou je pouzit jeden
zakladni vzorec na dvou rozdilnych trovnich déleni. V tomto sméru je oblibené Simpsonovo pra-
vidlo. Ve vsech pfipadech ovSem je k minimalizaci poctu potiebnych funkénich hodnot tieba,
aby pouzitd dvojice kvadraturnich vzorcu byla progresivni.

Postup adaptivniho algoritmu je pak v principu prosty: nejprve oba vzorce @y, a @p, aplikujeme
na pocédtecéni interval integrace [a, b]. Pokud se takto ziskané pfiblizné hodnoty integralu lisi o
vice, nez je pfedepsand tolerance, rozdélime interval integrace na dva nebo vice panelu a uvedeny
postup opakujeme na kazdém z nich. Pokud se na nékterém panelu dosiahne splnéni chybové
tolerance, pak se tento panel uz dale nedéli. Pokud na daném panelu odhad chyby pfesahuje
predepsanou toleranci, pokracuje se v déleni, a to tak dlouho, az je predepsané toleranci na
chybu vyhovéno na vsech panelech. Takova strategie vede k tomu, ze vzorkovaci body integrandu
budou obecné rozlozeny nerovnomérné, pricemz jich bude vice tam, kde se dana funkce integruje
obtizné, a relativné malo tam, kde se integruje snaze. Typické rozlozeni vzorkovacich bodu (uzlu
slozeného kvadraturniho vzorce), které takovy algoritmus sdm generuje, je na obr. 3. Funkce
zobrazena na obrazku je f(x) = (1 — 30x2), interval integrace je [0,1] a chybové tolerance
je 107%. Program zalozeny na adaptivni Simpsonové kvadratufe vygeneroval celkem 109 uzld,
které jsou znazornény jak na grafu funkce, tak na ose x.

V Matlabu jsou k dispozici tfi kvalitni funkce pro adaptivni numericky vypocet jednorozménych
integrala. Je to jednak funkce quad, zalozena na Simpsonové pravidlu, dale funkce quadl, ktera
pouziva dvojice vnofenych Gaussovych-Lobattovych vzorci, a konecné funkce quadgk zalozend
na Gaussové-Kronrodové paru (Gr, K15).

I kdyz se adaptivni kvadraturni algoritmy v praxi velmi dobie osvédcuji, ve vyjimecénych
ptipadech mohou také selhavat: vyslednd pfibliznd hodnota integrdlu i odhad chyby mohou byt
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Obrazek 3: Typické rozlozeni uzli u adaptivni kvadratury.

vyjimecné i zcela chybné. Duvodem je tu skutecnost, ze integrand se vzorkuje pouze v koneéném
poc¢tu bodt, takze muze dojit i k tomu, Ze se néjaky jeho podstatny rys pomine. Muze se
napiiklad stat, ze interval integrace je velmi dlouhy, ale veskeré ,zajimavé“ chovani integrandu
je soustiedéno do jeho velmi tzké ¢dsti. V takovém piipadé muze dojit k tomu, Ze adaptivni al-
goritmus pii svém vzorkovéani tuto zajimavou ¢ast integrandu zcela pomine a vyslednd hodnota
integralu vyjde zcela chybné. Je proto rozumné nespokojit se pfi vypoctu integrali s jednim
ziskanym vysledkem, ale porovnéavat vysledky ziskané s riznymi tolerancemi. Dalsi uzitecnou
informaci poskytuji ty algoritmy, které na vystupu udavaji také pocet pouzitych funkénich hod-
not. Je totiz (zndme takovy piiklad z praxe) napiiklad nemozné, abychom rozumné vypocitali
integral z funkce sin 100z na intervalu [0, 2] pomoci pouhych 33 vzorku (proc?).

5.2 Dvojné integraly

A7 dosud jsme se zabyvali pouze jednorozmérnymi integrdly, kde z geometrického hlediska
chceme urcit obsah oblasti pod néjakou kiivkou na néjakém intervalu. U dvojrozmérného neboli
dvojného integrdlu si pirejeme vypocitat objem télesa pod néjakou plochou na danou rovinnou
oblasti Q. Pro obecnou oblast  C R? takovy integral mé tvar

//Qf(x,y) d.

V piipadé, ze integrujeme pies obdélnikovou oblast R = [a,b] X [¢,d] se dvojny integral da
casto prevést na dvojndsobny integrdl, v némz jsou vlastné do sebe vnotreny dva integraly jed-

norozmerné: ) p
[ [ swaar=["( [ fanar) a

Analogicky jako tomu bylo se zavedenim pojmu numerickd kvadratura, se numerickd aproximace
dvojrozménych integralt nékdy nazyvéa numerickd kubatura.

K vypoctu dvojnych integralu se dé pouzit fada postup, ale jejich popis se vymyké rozsahovym
moznostem tohoto textu. Poznamenavame pouze, ze casto i dvojné integrdly se daji pocitat
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pomoci algoritmu pro integraly jednorozmérné, a to tak, ze napiiklad pro vyse popsany integral
pres obdélnik pouzijeme jeden kvadraturni vzorec pro vnéjsi integral a druhy (tfeba i identicky)
pro vnitini integrdl. Pokazdé, kdyz vnéjsi rutina bude vyvolavat integrovanou funkci, bude se
tak vyvolavat rutina pro vypocet vnitiniho integralu. Dalsi detaily k vypocétu dvojnych integrala
lze najit v literatufe, viz napiiklad [4]. Také Matlab m4 k dispozici fadu funkei pro vypocet
takovych integrald, a to i pfes obecné dvojrozmérné oblasti.

5.3 Vicerozmeérné integraly

K vypocétu vicerozmérnych integrali ve vice nez dvou dimenzich lze sice v principu vyuzit
postupu pouzivanych pro dvojné integraly, ale naklady na vypocet rostou s pocétem dimenzi
nelinearné. Jedinym obecné uzitetnym piistupem k vypoctu slozenych integrali ve vice di-
menzich se zda byt metoda Monte Carlo. Postupuje se tak, Ze se integrovana funkce vyvzor-
kuje v n bodech, které jsou (pseudo)ndhodné rozlozeny v oblasti integrace, vypocitd se stiednf
hodnota vzoru a ta se vyndsobi objemem integracni oblasti, ¢imz dostaneme odhad integralu.
Chyba této aproximace klesa k nule jako 1/+/n pii n — oo, coz znamend napiiklad, ze abychom
ziskali jednu dalsi presnou desitkovou ¢islici ve vysledku, musime pocet vzorkovacich bodu zvysit
stokrat. Z tohoto duvodu neni u integrace metodou Monte Carlo zddnou vzéacnosti, jestlize se
pocet pouzitych funkénich hodnot pohybuje v fadu milionu.

Metoda Monte Carlo nemuze soutézit s ostatnimi metodami u jednorozmérnych a dvojrozmérnych
integralu, jeji krasa ale spoc¢iva v tom, ze rychlost konvergence u ni nezavisi na poc¢tu dimenzi.
Tim padem napiiklad milion vzorkovacich bodu v Sesti dimenzich vlastné znamena pouze 10
bodu na kazdou dimenzi, a to je podstatné méné, nez by vyzadovala k ziskani pozadované
presnosti jakdkoli konvenéni kvadratura. Existuje fada uc¢elnych zpusobu vzorkovani, které maji
zvy$sit efektivitu metody, ale zde muzeme zdjemce pouze odkézat na literaturu, napit. [4]. Gene-
rovani pseudonahodnych ¢isel ke uzitecné i jinde nez pii numerické integraci a k tomuto tématu
se jesté vratime na zavér kurzu.
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