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M piidat nasledujici text jako abstrakt H

Tento text je ruénim prepisem posledni verze prednéasky, upravené tésné pred Stedrym dnem
roku 2010. Na Stépana mi pak z auta néjaky dobrak ukradl notebook a disk se vSemi zalohami,
véetné zdrojovych soubort pro ITEX. Snazim se postupné doplnovat, co jsem tehdy jiz doplnil,
omluvte prosim obc¢asné nekonzistence textu a prezentace (oboje se generuje ze stejného zdroje).



1 Uvod

1.1 Analyza algoritmu

Algoritmus:

e myslenka reseni néjakého problému
e konecCny pocet kroku reseni

e vyjadiujeme nejcastéji slovné nebo pseudokdédem
Program:
e implementace algoritmu ve zvoleném programovacim jazyce

Bez algoritmu nelze napsat program.

Kazdy problém lze v matematice fesit mnoha rtuznymi postupy. Existuje tedy i mnoho riznych
algoritmu, které vedou ke stejnému cili. Pokud programator pise program, ktery bude pouzit
jenom jednou, zvoli patrné feSeni, které lze snadno a rychle implementovat. Jaky algoritmus
bychom ale méli preferovat v pripadé, kdy bude zvoleny kus kédu pouzivan opakované? V tako-
vém pripadé je tfeba posuzovat rizna subjektivni hlediska (srozumitelnost kodu, rozsifitelnost
algoritmu na rizné typy vstupnich dat, prenositelnost na jiné architektury pocitacta a efektivitu
vypoctu).

Efektivita algoritmu pfimo zavisi na tom, kolik zvoleny algoritmus spotfebovava vypocetnich
zdroju, tedy napiiklad jak dlouho bude trvat jeho vykonavani pro urcitou mmnozinu vstupnich
dat, kolik bude potifebovat operacni paméti, do jaké miry bude vyuzivat diskovy subsystém ¢i
sifové rozhrani.

Primarnim hlediskem posuzovani efektivity algoritmu je ve vétsiné piipadt cas.! Uvédomme si
ale, ze v mnoha pripadech musi pri implementaci dochazet k urcitym kompromisim — muize
nastat situace, kdy lze stavajici algoritmus zrychlit pouze za cenu netimérného zvyseni spotieby
opera¢ni paméti, spotfeby energie ¢i dalsich (ve vétsiné pripadi preci jenom omezenych) zdroji.
Mnohdy také plati, ze implementace velmi efektivnich algoritmti jsou mnohem hiife pochopitelné
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Idedlni kombinace: efektivni algoritmus + efektivni implementace

Analyza algoritmu:

e poskytne predpovéd vykonnosti algoritmu
e je vhodnéjsi nez experimenty

e umozni vybér vhodné varianty feseni

Asymptotickd slozitost pamétova x slozitost ¢asova

Pouze ve velmi ojedinélych piipadech se setkdvime s nutnost{ omezit pamétovy otisk vysledné aplikaci & jeji
energetickou naroc¢nost.



Rychlost vykonavani programu, jenz je implementaci zvoleného algoritmu, zavisi na zvoleném
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kompilatoru. Presto bychom radi znali predem orientac¢ni odhad toho, jak efektivni je algoritmus,
jenz jsme zvolili k implementaci.

Existuji dva zakladni zptsoby, jak si udélat predstavu o tom, jak se algoritmus chova:

e experimentalni ovéreni chovani implementace

e analyza na zakladé pseudokdédu

Analyza efektivity: Identifikace efektivnich a neefektivnich ¢asti algoritmu umozni soustredit
se na ty Casti, jejichz tprava prinese nejvyssi narust vykonu.
Predpovéd vykonnosti programu

Velké projekty potfebuji apriorni odhad vykonnosti pro dany hardware — je tfeba ucinit odhad
bez znalosti detailti programového kodu.

Identifikace izkych mist a jejich vhodné oSetTeni jesté pred vlastnim naprogramovanim.

Vhodnéjsi nez experimenty

Experimenty ovéri chovani pouze ve vybranych krizovych piipadech — misto ,dokazali jsme,
ze dany algoritmus funguje spravné“ lze pouze tvrdit: ,nenalezli jsme zpusob, jak prokdzat, Ze
algoritmus je spatne “.

Zéaruky funkcénosti poskytuje jediné formalni analyza.

Vybér vhodné varianty

Ne vzdy je nejvhodnéjsi varianta ta, jenz je v pocCtu instrukci nejefektivnéjsi a tedy nejrychlejsi
— napr. implementace pro jednocipovy pocitac X pracovni stanice.

2 Vyvojova stadia algoritmu

Poprvé popsana italskym matematikem Leonardem z Pisy, zndmym také jako Fibonacci (1202).
Rust populace kraliki za ponékud idealizovanych podminek.
Cislo F [n] popisuje velikost populace po n mésicich, predpoklddame-li, ze

e prvni mésic se narodi jediny par,

e nové narozené pary jsou produktivni od druhého mésice svého zZivota,

kazdy meésic zplodi kazdy produktivni par jeden dalsi par,

krélici nikdy neumiraji, nemaji predatory.



Fibonacciho ¢éislo  Stav

F[1] =1 zacdindme s jednim parem

F[2] =1 jesté jsou prilis mladi

F[3] =2 tento meésic jiz zplodi prvni potomky
F[4] =3 druhy par potomku

F[5] =5 prvni potomci tfeti generace

Obecné
F[n+2] = F[n+ 1]+ Fn|

Problém 1 (Vypocet Fibonacciho posloupnosti). Jak efektivné zjistit F[n] pro zvolené n?

2.1 Algoritmus pomoci explicitniho reseni

Explicitni nerekurzivni vztah pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti je

kde ¢ je hodnota zlatého fezu,

S

1
6= *2 — 1,61803398874989 - - - ~ 1,618.

Algoritmus 1 Pfim4 varianta vypoctu F[n]

Require: n
Ensure: Fn]
no_ (1 — n

Reprezentace ¢isel v plovouci fadové ¢arce ma sva omezeni. V pocitaci budeme vztah reprezen-

tovat jako
~ 1,61803™ — 0,61803™

"] 2.23606

Jaké budou vysledky?

F[2] = 1,00000 je v poradku, F'[3] = 1,78884 zaokrouhlime na 2, F'[20] = 6764,69 jesté zao-
krouhlime na 6765, F[21] = 10945,4 uz zaokrouhlime na 10945 misto 10946, F[25] = 75020,6
by mélo byt 75025.

Existuje presnéjsi varianta vypoctu?

2.2 Rekurzivni algoritmus

Hodnoty F[0] az F'[2] predpocitame, zbytek 1ze s jejich pomoci vyjadrit.



Algoritmus 2 Rekurzivni varianta vypoctu F'[n]

Require: n >0
Ensure: y = F(n)
1: if n =0 then
2 y<=0
3: else if n < 2 then
4: Yy <= 1
5: else
6: y< Fn—1]+ F[n— 2]
7: end if

Jak efektivni je dany algoritmus?

Posloupnost vypoctu F(5): F(5)

SN

F2) F@)
Pocet kroku pro F(n) je 7(n) =3 - F(n) — 2.

2.3 Dynamické programovani

Technika matematické optimalizace.
Dekompozice problému na identické podproblémy.

Dva zakladni pristupy:

e shora dolli — fesime podproblémy postupné a pamatujeme si reseni

e zdola nahoru — vyfesime vSechny potirebné podproblémy a sklddame je
Algoritmus 3

Require: n >0
Ensure: y = F[n]
Alokuj [flv f27 s 7fn]
fI2] < fl1] « 1
for i = 3 to n do

fi <— fifl + fi72
end for
Y < In

Algoritmus 3 potrebuje pole n prvkia pro uchovani minulych ¢lenti posloupnosti.



Jde to ale i bez néj.
Algoritmus 4
Require: n >0

Ensure: y = F[n]
1: if n =0 then

2: y%O

3: else

4 a<+1,b+1

5 for : =3 ton do
6: c+—a+b

7 a+bb+c

8 end for

9: y<b

10: end if

2.4 Maticova varianta pomoci opakovaného mocnéni
Pro ¢leny Fibonacciho posloupnosti plati také

1 1" [ Fua F,

1 0 - Fn anl
Pouzitim opakovaného mocnéni snizime pocet kroku na O(logn).

Dikaz: Indukei pro n — n + 1.

Zacneme pro n = 1, kde plati

R

a vztah tedy pro n = 1 dava korektni vysledek. Za predpokladu, ze vztah plati pro n, dostaneme

pron+1
1 1] ()"
1ol Tliro| 10"
__Fn—l-l F’n‘||‘1 1]

F, F, 1 0

:-Fn+1+Fn Fn+1 — Fn+2 Fn+1
_Fn+Fn—1 Fn Fn+l Fn

Odvozeni celého maticového predpisu vychézi z teorie dvouprvkovych rekurenci a na zadost
nékterych z vas zde uvadim strucny vytah. K dispozici mate volné stazitelnou plnou verzi
¢lanku [3], z niz jsem Cerpal.

Véta 2. Mnozina R(a,b) Méjme dvojici redlnijch ¢isel a a b # 0 a posloupnost A, definovanou
rekurentnim vztahem
An+2 =a- An+1 + b- An



Potom pro pevné hodnoty parametri a a b oznacime R(a,b) mnoZinu vsech takto parametrizo-
vanych posloupnosti.

Jednim z vyznaénych prvka R(1,1) je Fibonacciho posloupnost F' s poc¢atecnimi cleny Fy = 0
a F1 =1.

Definice 3. Posloupnost A VSechny prvky posloupnosti Ag, A1, As, ... tvorici vektor v R™>
oznacime jako posloupnost A.

Véta 4. Operdtor posunu doleva, oznacovany <1, odstrani z posloupnosti A jeji nejlevéejsi prvek.

Z ptuvodni posloupnosti A = Ag, A1, Aa, As, ... vznikne posunem doleva o jednu pozici posloup-
nost <A = Ay, As, Ag, Ay, . ...

Studiem vlastnosti dvouprvkovych rekurenci snadno dospéjeme k zavéru, ze vlastnosti rekurenci
A € R(a,b) jsou zcela urceny volbou Ay a A;. Prostor R(a,b) je proto dvourozmérny a kazdé
A € R(a,b) musime byt schopni vyjadrit jako linedrni kombinaci dvou bazovych posloupnosti
XaYsprvky Xo=1,X1=0aYy=0,Y1 =1,

X =1,0,b,ab,a®>b+ b2, ...,
Y =0,1,a,a® +b,a® + 2ab, . . ..

Pro vsechna A € R(a,b) je tedy
A= AoX + ArY.

Vsimnéte si, ze proa=1ab=1je Y = F (pujde o Fibonacciho posloupnost) a také, ze
QX =b-Y,
takze muzeme jakoukoliv posloupnost A € R(a,b) pséat jako posloupnost ¢lent

An = AOan—l + AIYn = AObFn—l + Aan

Operator posunu doleva lze v R(a,b) s badzovymi prvky X a Y vyjadfit matici M jako

[t

Prvky matice M jsou dany vztahy

9X =b-Y,
aY =X +a-v,
a proto
0 1
M = [ 01 ] |
Posloupnost A € R(a,b) je v bazi [X,Y] mozno zapsat jako
_ | 4o



pricemz pro n-krat posunutou posloupnost bude platit

n A
QA= L
[An+1]

Vzhledem k definici transformacéni matice M je ale také <™ A = M™A, a proto

R

Pro n-nasobné posuny bazové posloupnosti X a Y miizeme psat

0o 1]"[ Xo | mir mae Ly | mu| | Xy

b a X1 Mol Ma2 0 mo1 Xnt1 |
011" v | mir omag O | me2| | Y,

b a Y1 Mol  Mao 1 uy Yoi1 |’

z ¢ehoz vyplyva
n
01 o mi1 Mmi2 o Xn Yn
b a m21 Mo Xony1 Yoy |

Jiz dfive jsme si v8imli, ze Y = F (atedy Y,, = F,,) aze AX =b- F (atedy X,, =b- F,—1).

V R(a,b) bude proto platit
0 1]" [b-Foy F,
b a B b . Fn Fn+1

respektive

a v R(1,1) ekvivalentné

Algoritmus 5

Require: n >0
Ensure: y = F(n)
1: if n =0 then

22 y<=0
3. else

1 1
4: M¢l1 0‘|

5. M < matpow(M,n — 1)
6: Y = M[O, 0]
7: end if

Algoritmus 5a

Require: n > 0,A[2 x 2]



Ensure: B =matpow(A,n)
1: if n > 1 then
2: B < matpow(A,n/2)
3: B < BA
4: end if

5. if n je liché then

11
6: B¢Al10]

7: end if

Jakym zpusobem se bude chovani algoritmu ménit v zavislosti na velikosti (poctu, objemu)
vstupnich dat?

Dva zékladni typy:

e cCasova slozitost — vliv na dobu vypoctu

v » e ’ v’ v
e pamétova slozitost — naroky na operac¢ni pamét
Znacime:

e O(N) - linedrni slozitost,
e O(N?) - kvadratick4 sloZitost,

e O(log N) — logaritmické slozitost.

Slozitost O(N) znamend linedrné rostouci naroky, O(N) ~ k- N + ¢ pro né&jaka k,n € N, pro
O(1) jsou naroky konstantni, O(1) ~ q.

Vliv asymptotické casové slozZitosti

Pro O(N?) mé zdvojnasobeni objemu vstupnich dat za nésledek étyinasobnou dobu vykonévani
algoritmu. Pro O(log N) mize mit ¢tyfndsobny pocet dat na vstupu za nasledek dvojndsob-
nou dobu vykonavani algoritmu. Pro O(1) je doba vykondvani algoritmu nezavisla na velikosti
vstupu.

Vliv asymptotické pamétové sloZitosti

Pro O(N) mé zdvojndsobeni velikosti vstupu za nasledek dvojnasob vysoké néroky na operacni
pamét. Pro O(2V) étyindsobna velikost vstupu zosminasobi pamétové naroky.
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3 Porovnani variant

Algoritmus Pamétové naroky Casova slozitost

1 0(1) O(log N)
2 O(N) O(F(N))
3 O(N) O(N)
4 0(1) O(N)
5 O(log N) O(log N)

4 Konec¢né automaty a Turingav stroj

4.1 Konec¢ny automat

Jiz v roce 1936 se Alan Turing, Alonso Church a Kurt Gédel zabyvali teoretickymi zdklady, na
nichz by se dala moderni pocitacova véda definovat.

Nezavisle na sobé hledali univerzalni model, ktery by z hlediska funkce bez ohledu na fyzikalni
vlastnosti popsal chovani libovolného vypoctu — algoritmu.

Nejcastéji zminovanym Tresenim se stal model Alana Turinga, ktery byl zaloZzen na matematické
abstrakci vypocetniho stroje jako konecného automatu.

Primitivni automat, jenz ¢te symboly néjaké definované abecedy na vstupu a podle nich prechézi

10



mezi riznymi vnitinimi stavy. Nema vnittni pameét.

Muze byt deterministicky nebo nedeterministicky.
1 0 1
0

Nedeterministicky koneény automat nemé pevnou tabulky prechodt, ale zména stavu nastane
pouze s urcitou pravdépodobnosti.

4.2 Turingtv stroj

Motivace: Existuje mechanicky proces, kterym je mozno rozhodnout o pravdivosti libovolného
matematického teorému nebo vyroku.

Turingtv stroj simuluje praci matematika pii vytvareni dukazu:
e nekonecna tabule (pro psani i ¢teni)

e mozek (Tidici jednotka)
Formalizace Turingova stroje

e misto tabule oboustranné nekonecné paska
e misto kiidy Cteci a zapisovaci hlava, kterou lze posouvat

e misto mozku konec¢né ridici jednotka
Takovy stroj mél nékolik zdkladnich vlastnosti:

e musel nahradit slozitou symboliku matematickych krokid. V takovém pripadé slo kazdou
kone¢nou mnozinu symboli nahradit pouze dvéma symboly (jako je 0 a 1) a prazdnou
mezerou, kterd by oba symboly oddélovala.

e podobné jako si matematik zapisuje poznamky na papir, md Turingtv stroj k zapisu
nekoneénou pasku sklddajici se z bunék, do/ze kterych se symbol zapisuje/cte.

e nad touto paskou je mozné provadét za pomoci ¢teci hlavy operace ¢teni, zapisu a posunu
pasky (read, write, shift left, shift right).

e protoze je mozné symboly Cist, zapisovat nebo se posunovat po pasce, je pro Turingiv

stroj dulezity vnitini stav, ve kterém operaci ¢teni provadime (¢teny symbol a stav uréuji
dalsi akci a prechod do dalsiho stavu)

11



Protoze se chovani tohoto stroje vyviji podle tabulky prechodi, miizeme rici, ze kazdy nasledujici
stav lze jednoznac¢né urcit na zdkladé ¢teného symbolu a aktualniho stavu.

Chovani Turingova stroje je proto deterministickeé.

Klasicky Turinguv stroj je kone¢ny automat, jenz muzeme popsat sedmici 7' = {Q,T', b, 3, 0, qo, F'},
kde

Q@ je kone¢na mnozina vnitinich stavu,

I" je konecna mnozina symbolt abecedy na pasce,

b € T" je symbol pro prazdné policko,

¥ CT'\ {b} je mnozina vstupnich symboli na pésce,

d: QxI' = QxT x{L, P} je prechodova funkce, popisujici zménu stavu, zapis na pasku
a posun hlavy,

qo € QQ je pocatecni stav stroje,

F C @ je mnozina koncovych (akceptovanych) stavi.

Cokoliv, co odpovida tomuto formalnimu zapisu, je Turingtiv stroj.

5 NP-uplné problémy

Jisté jste uz nékde slySeli ¢i cetli, ze néjaky matematicky problém je NP-uplny (angl. NP-
complete). Podivejme se na zavér této prednasky kratce na to, co tento termin znamena a proc¢
je z hlediska algoritmi tak dulezity. Detailnéjsi pohled na cely problém lze nalézt napriklad v
pozndmkach prof. Demlové na FEL [2] ¢i v oblibené ucebnici pani Cormena, Leisersona, Rivesta
a Steina [1].

Jako rozhodovaci tlohu oznacujeme tlohu, jejimz fesenim jsou vyroky ,ANO* respektive
»NE“. Jako vystup v pripadé pocitace muzeme uvazovat hodnoty true a false nebo 1 a 0.

Bézné ilohy v matematice lze snadno prevést na rozhodovaci tlohy. Naptiklad hledani nejkratsi
cesty v ohodnoceném grafu lze prevést na rozhodovaci tlohu ,Lze v grafu najit cestu, jejiz délka
je mensi, nez néjaké c?*

Definice 5 (Ttida P). Rozhodovaci tloha L nélezi do t¥idy P, pokud existuje deterministicky
Turingtv stroj, ktery tuto tlohu rozhodne v polynomidlnim case.

Minimalni kostra grafu — existuje kostra s ohodnocenim mensim, nez c?

Nejkratsi cesta v grafu — existuje cesta mezi dvéma uzly s ohodnocenim mensim, nez c?
Linearni programovani — existuje arg max, w'x > ¢ za danych omezujicich podminek?
Komprese dat (LZW) — pfid4 komprese Fetézce s do slovniku slovo ¢?

Definice 6. Rozhodovaci tloha L nalezi do tridy NP, pokud existuje nedeterministicky Turin-
guv stroj, ktery tuto tlohu rozhodne v polynomidlnim case.
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Nederministicky Turingtv stroj: vstupim mize odpovidat vice, nez jedna jedina akce (sek-
vence instrukei se prevede na neustdle se vétvici strom instrukei). Jeho chovani si 1ze predstavit
tak, ze v kazdém prechodu mtize dojit k naklonovani nékolika kopii stroje se stejnou historii,
ale jinym cilovym stavem daného prechodu. Vysledkem providéni dikazu rozhodovaci tlohy je
potom neustéle se rozsifujici strom moznosti, z nichz v urc¢itém case jedna povede k cili.

Plati PCNP. Pokud pouzijeme nedeterministicky Turingtv stroj v takové konfiguraci, ze v
kazdém ptrechodu nedojde k naklonovani zaddné kopie, stroj bude vlastné deterministicky a jsme
v tridé P.

Vsechny tlohy tiidy P.

Izomorfismus grafu — lze dané dva grafy nakreslit stejné?

Faktorizace ¢isel — pro dané n a k, existuje f: 1< f <k, f|n?

Vsechny NP-tplné tlohy.

Ttida NP-tuplnych problému je tfidou rozhodovacich tloh, pro néz plati nasledujici definice:

Definice 7. Rozhodovaci tloha L je NP-tuplné, pokud nélezi do t¥idy NP a zaroven jde o tilohu
NP- tézkou.

Co to znamena:

e jakékoliv reSeni L lze ovérit v polynomidlnim case,

e Jakykoliv problém z tiidy NP lze prevést na L transformaci vstupti opét v polynomialnim
case.

Tyto typy tloh umime fesit pouze priblizne!

Zakladnim tskalim NP-tuplnych tloh je to, Ze je sice mozné rychle (tedy v polynomidlnim case)
ovérit, zda zadané feseni tlohy plati, neni ale znadmy zadny efektivni zptisob, jak toto feseni pro
dané vstupy najit. Tento paradox je jednou z nejvyznamnéjsich vlastnosti této t¥idy iloh: Pro
NP-tplnou tlohu nenf znam algoritmus, jenz by dokézal dostateéné rychle najit jeji feseni. Cas,
potfebny k vyreseni takové dlohy jakymkoliv v soucasné dobé znamym algoritmem roste velmi
rychle spolu s tim, jak roste ,velikost“ feSeného problému (napriklad pocet cifer faktorizovaného
¢isla). Doba FeSeni takovych tloh v souc¢asné dobé zndmymi algoritmy dosahuje i pro rozumné
velké rozsahy vstupnich data klidné miliéni let bez ohledu na to, jak roste vypocetni vykon
soucasnych pocitaci.

Problém batohu — lze zabalit batoh tak, aby jeho hmotnost nepiesahla m a cena véci byla
alespon c¢?Vlastni problém lze mozné 1épe popsat takto: pokud mém mnozinu A obsahujici N
predmétti o hmotnosti p a cené v, existuje B C A takova, ze

Z p; < m a zédroven Z'yj >c?
JjEB JjEB

Problém obchodniho cestujiciho — existuje v grafu hamiltonovska kruznice o délce nejvyse c?
Hamiltonovskd kruznice v grafu prochézi pravé jednou vsemi jeho vrcholy, stejné tak jako si
prejeme, aby nas obchodni cestujici navstivil kazdé mésto pravé jednou.

Obarveni grafu — lze uzly daného grafu obarvit nejvyse ¢ barvami tak, aby sousedici uzly nemély
stejnou barvu?
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Problém ¢inského listonose (pouze na smiseném grafu) — existuje v grafu eulerovska kruznice o
délce nejvyse c¢? Fulerovskd kruznice v grafu prochazi pravé jednou vSechny hrany, stejné tak,
jako postak musi projet vSechny ulice, z nichz nékteré jsou jednosmérné.
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