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Obsah prednasky

© Uvod

Analyza algoritmu



Algoritmy a programy
Co je co

Algoritmus:

e myslenka FeSeni né&jakého problému
e konelny pocet kroki reseni

e vyjadfujeme nejCastéji slovné nebo pseudokédem
Program:

e implementace algoritmu ve zvoleném programovacim jazyce
Bez algoritmu nelze napsat program.



Analyza slozitosti algoritm

Pro¢ nas to vlastné zajima

IdedIni kombinace: efektivni algoritmus + efektivni implementace
Analyza algoritmu:

e poskytne predpovéd’ vykonnosti algoritmu
e je vhodnéjsi nez experimenty

e umozni vybér vhodné varianty resen{

Asymptoticka slozitost pamétova x slozitost ¢asova



Analyza slozitosti algoritmi (2)
Predpovéd chovani

nejvyssi narlst vykonu.

Analyza efektivity: Identifikace efektivnich a neefektivnich ¢asti
algoritmu umozni soustredit se na ty Casti, jejichz Gprava pfinese
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Analyza slozitosti algoritmi (2)

Predpovéd chovani

Analyza efektivity: Identifikace efektivnich a neefektivnich ¢asti
algoritmu umozni soustfedit se na ty Casti, jejichz Gprava prinese
nejvyssi narlst vykonu.

Predpovéd vykonnosti programu

Velké projekty potfebuji apriorni odhad vykonnosti pro dany
hardware — je treba ucinit odhad bez znalosti detaild programového
kodu.

Identifikace Gzkych mist a jejich vhodné osetteni jesté pred
vlastnim naprogramovanim.
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Analyza slozitosti algoritmi (3)

Ovéreni vlastnosti

Vhodnéjsi nez experimenty

Experimenty ovéfi chovani pouze ve vybranych krizovych ptipadech
— misto ,,dokazali jsme, Ze dany algoritmus funguje spravné" Ize
pouze tvrdit: ,nenalezli jsme zpisob, jak prokazat, ze algoritmus je
Spatné*.

Zaruky funkcnosti poskytuje jediné formalni analyza.
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Analyza slozitosti algoritmi (3)

Ovéreni vlastnosti

Vhodnéjsi nez experimenty

Experimenty ovéfi chovani pouze ve vybranych krizovych ptipadech
— misto ,,dokazali jsme, Ze dany algoritmus funguje spravné" Ize
pouze tvrdit: ,nenalezli jsme zpisob, jak prokazat, ze algoritmus je
Spatné*.

Zaruky funkcnosti poskytuje jediné formalni analyza.

Vybér vhodné varianty

| \

Vv

Ne vzdy je nejvhodnéjsi varianta ta, jenz je v poctu instrukci
nejefektivnéjsi a tedy nejrychlejsi — napf. implementace pro
jednocipovy pocitac x pracovni stanice.
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@ Vyvojova stadia algoritmu
Algoritmus pomoci explicitniho fesenf{
Rekurzivni algoritmus
Dynamické programovani

Maticova varianta pomoci opakovaného mocnéni



llustracni priklad

Fibonacciho posloupnost

Poprvé popsana italskym matematikem Leonardem z Pisy, zndmym
také jako Fibonacci (1202).

Rist populace kréliki za ponékud idealizovanych podminek.
Cislo F[n] popisuje velikost populace po n mésicich,
predpokladame-li, ze
e prvni mésic se narodi jediny par,
e nové narozené pary jsou produktivni od druhého mésice svého
Zivota,
o kazdy mésic zplodi kazdy produktivni par jeden dalSi par,

o krélici nikdy neumiraji, nemaji predatory.



llustracni priklad
Stavy populace kraliki

Fibonacciho é&islo  Stav

F[1] =1 zacindme s jednim parem

F[2] =1 jesté jsou prilis mladf

F[3] =2 tento mésic jiz zplodi prvni potomky
F[4] =3 druhy par potomkd

F[5] =5 prvni potomci tfeti generace

Obecné
Fln+2] = F[n+ 1]+ F[n]

Problém (Vypocet Fibonacciho posloupnosti)

Jak efektivné zjistit F[n] pro zvolené n? %




Explicitni feseni
Pfimé vyjadfeni F[n]

Explicitni nerekurzivni vztah pro n-ty ¢len Fibonacciho
posloupnosti je

V5
kde ¢ je hodnota zlatého fezu,

¢:1+\/§

= 1,61803398874989 - - - ~ 1,618.
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Explicitni reseni
Pfimé vyjad¥eni F[n]

Explicitni nerekurzivni vztah pro n-ty ¢len Fibonacciho
posloupnosti je

R

kde ¢ je hodnota zlatého fezu,

1+46
2

0] = 1,61803398874989 - - - ~ 1,618.

Algoritmus 1

Require: n
Ensure: F[n]
n __ 1 _ n
Fi - =029




Analyza Algoritmu 1

Aneb co vsechno miize dopadnout Spatné

Reprezentace Cisel v plovouci fadové ¢arce méa sva omezeni. V
pocitaci budeme vztah reprezentovat jako

Fln] = 1,61803" — 0,61803"
B 2,23606

Jaké budou vysledky?

F[2] = 1,00000 je v pofadku

%



Analyza Algoritmu 1

Aneb co vsechno miize dopadnout Spatné

pocitaci budeme vztah reprezentovat jako

Reprezentace Cisel v plovouci fadové ¢arce méa sva omezeni. V

Fln] =

1,61803" — 0,61803"
Jaké budou vysledky?

223606
F[2] = 1,00000 je v pofadku,
F[3] = 1,78884 zaokrouhlime na 2



Analyza Algoritmu 1

Aneb co vsechno miize dopadnout Spatné

Reprezentace Cisel v plovouci fadové ¢arce méa sva omezeni. V
pocitaci budeme vztah reprezentovat jako

1,61803" — 0,61803"

F[n] =
7] 223606

Jaké budou vysledky?

F[2] = 1,00000 je v poradku,
F[3] = 1,78884 zaokrouhlime na 2,
F[20] = 6764,69 jesté zaokrouhlime na 6765



Analyza Algoritmu 1

Aneb co vsechno miize dopadnout Spatné

Reprezentace Cisel v plovouci fadové ¢arce méa sva omezeni. V
pocitaci budeme vztah reprezentovat jako

1,61803" — 0,61803"

F[n] =
7] 223606

Jaké budou vysledky?

F[2] = 1,00000 je v poradku,

F[3] = 1,78884 zaokrouhlime na 2,

F[20] = 6764,69 jesté zaokrouhlime na 6765,

F[21] = 10945,4 uz zaokrouhlime na 10945 misto 10946



Analyza Algoritmu 1

Aneb co vsechno miize dopadnout Spatné

Reprezentace Cisel v plovouci fadové ¢arce méa sva omezeni. V
pocitaci budeme vztah reprezentovat jako

1,61803" — 0,61803"
2,23606

Fln] =

Jaké budou vysledky?

F[2] = 1,00000 je v poradku,

F[3] = 1,78884 zaokrouhlime na 2,

F[20] = 6764,69 jesté zaokrouhlime na 6765,

F[21] = 10945,4 uz zaokrouhlime na 10945 misto 10946,
F[25] = 75020,6 by mélo byt 75025.



Analyza Algoritmu 1

Aneb co vsechno miize dopadnout Spatné

Reprezentace Cisel v plovouci fadové ¢arce méa sva omezeni. V
pocitaci budeme vztah reprezentovat jako

1,61803" — 0,61803"

F[n] =
7] 223606

Jaké budou vysledky?

F[2] = 1,00000 je v poradku,

F[3] = 1,78884 zaokrouhlime na 2,

F[20] = 6764,69 jesté zaokrouhlime na 6765,

F[21] = 10945,4 uz zaokrouhlime na 10945 misto 10946,
F[25] = 75020,6 by mélo byt 75025.

Existuje pfesné&jsi varianta vypoctu?



Rekurzivni algoritmus
Vypocet podle definice

vyjadrit.

Hodnoty F[0] az F[2] pfedpoditame, zbytek Ize s jejich pomoci
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Rekurzivni algoritmus
Vypocet podle definice

Hodnoty F[0] az F[2] predpoditame, zbytek Ize s jejich pomoci
vyjadrit.

Algoritmus 1

Require: n >0
Ensure: y = F(n)
1: if n =0 then
y<0
else if n < 2 then
y<1
else
y < F[n—1]+ F[n—2]
end if

ey e W
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Rekurzivni algoritmus
Vypocet podle definice

Hodnoty F[0] az F[2] predpoditame, zbytek Ize s jejich pomoci
vyjadrit.

Algoritmus 1

Require: n >0
Ensure: y = F(n)
1: if n =0 then
y<0
else if n < 2 then
y<1
else
y < F[n—1]+ F[n—2]
end if

ey e W

&

Jak efektivni je dany algoritmus?



Rekurzivni algoritmus
Efektivita

Posloupnost vypoétu F(5):
F(5)

F3)  F(2) F(2) FQ)

PN
F(2) F(1)

Pocet kroki pro F(n) je 7(n) =3- F(n) — 2.

=] F = = E DA



Dynamické programovani

Varianta ,,shora dolt“

Technika matematické
optimalizace.

Dekompozice problému na
identické podproblémy.
Dva zéakladni pFistupy:

e shora dold — fesime
podproblémy postupné a
pamatujeme si feseni

¢ zdola nahoru — vyresime

vSechny pottebné
podproblémy a skladame je
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Dynamické programovani

Varianta ,,shora dol*

Technika matematické
optimalizace.
Require: n >0
Ensure: y = F[n]

Dva zakladni pristupy: 1. Alokuj [fi,f, ..., f]

Dekompozice problému na
identické podproblémy.

e shora dolii — Yesime 2 f[2] « f[1] 1
podproblémy postupné a 3: for i =3 to ndo
pamatujeme si fedeni 4 fifia+fio

e zdola nahoru — vyie$ime 5: end for

6: y < f,

vSechny pottebné : n J
podproblémy a skladame je
e
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Dynamické programovani

Varianta ,,zdola nahoru*

Algoritmus 3 potrebuje pole n
prvki pro uchovani minulych
¢lenli posloupnosti.

Jde to ale i bez néj.

£ DA
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Dynamické programovani
Varianta ,,zdola nahoru*

Algoritmus 4

Require: n >0
Ensure: y = F|[n|
1: if n =0 then
y<+0
else
a<1,b+1
for i =3 to ndo
c<a+b
a+ b,b<+c
end for
y< b
end if

Algoritmus 3 potrebuje pole n
prvki pro uchovani minulych
¢lenli posloupnosti.

Jde to ale i bez néj.

SCEN O GO
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Maticova varianta

Jina explicitni forma

Pro cleny Fibonacciho posloupnosti plati také

1 1] [ Fur Fa
10|

Fn

Fn—l ]
Dikaz: Indukci pro n — n+ 1.

Pouzitim opakovaného mocnéni snizime pocet krokd na O(log n).

fet
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Maticova varianta
Pomoci opakovaného mocnénf{

Algoritmus 5 Algoritmus 5a

Es::::?: njpo(,,) Require: n > 0,A[2 x 2]
L if n:yO then Ensure: B =matpow(A, n)
' 1: if n> 1 then
2 els}t/:: 0 2: B < matpow(A, n/2)
' 33 B<«<BA
4 M<«= i (1)] 4: end if
5: if n je liché then
5 M«
matpow(M, n — 1) 6: B<:A[ 1 31
6y < M0.0) 7: end if

7: end if . p.




Asymptoticka slozitost
Velkd O notace

Jakym zpiisobem se bude chovani algoritmu ménit v zavislosti na
velikosti (pocltu, objemu) vstupnich dat?
Dva zakladni typy:

e Casova slozitost — vliv na dobu vypoctu

e pamétova slozitost — naroky na operalni pamét
Znacime:

e O(N) — linearnf slozitost,
e O(N?) — kvadratick4 slozitost,

e O(log N) — logaritmicka slozitost.
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Asymptoticka slozitost
Velkd O notace

Pro O(N?) mé zdvojnisobeni objemu vstupnich dat za nisledek
Ctyfnasobnou dobu vykonavani algoritmu.

Pro O(log N) mize mit ¢tyfnasobny podet dat na vstupu za
nasledek dvojnasobnou dobu vykonavani algoritmu.

Pro O(1) je doba vykonavani algoritmu nezavisla na velikosti
vstupu. )
\Vliv asymptotické pamétové slozitosti
Pro O(N) ma zdvojnasobeni velikosti vstupu za nasledek
dvojnéasob vysoké naroky na operacni pamét.

Pro O(2N) &tyinasobna velikost vstupu zosminasobi pamétové
naroky.




Asymptoticka slozitost
Obrazek

2000 T: T T L T

1500

1000

Slozitost
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© Porovnani variant

Hao



Porovnani variant

Misto zavéru

Algoritmus Pamétové naroky Casova slozitost

1 0(1) O(log N)
2 O(N) O(F(N))
3 O(N) O(N)
4 0(1) O(N)
5 O(log N) O(log N)
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Koneény automat

Turinglv stroj



v 7

Matematické modely pocitaci

Jiz v roce 1936 se Alan Turing, Alonso Church a Kurt Gédel
zabyvali teoretickymi zaklady, na nichz by se dala moderni
pocitacova véda definovat.




Vs

Matematické modely pocitaci

Jiz v roce 1936 se Alan Turing, Alonso Church a Kurt Gédel
zabyvali teoretickymi zaklady, na nichz by se dala modernf{
pocitacova véda definovat.

Nezavisle na sobé hledali univerzalni model, ktery by z hlediska
funkce bez ohledu na fyzikalni vlastnosti popsal chovani
libovolného vypoctu — algoritmu.

NejCastéji zminovanym YeSenim se stal model Alana Turinga, ktery
byl zaloZen na matematické abstrakci vypocetniho stroje jako
konecného automatu.



Co je to koneény automat
Finite State Machine (FSM)

Primitivni automat, jenz ¢te symboly néjaké definované abecedy na
vstupu a podle nich prechazi mezi rliznymi vnitinimi stavy. Nema
vnitfni pamét.

Mize byt deterministicky nebo nedeterministicky.

1 1

AP Ne



Turingliv stroj

Formalni popis

Motivace: Existuje mechanicky proces, kterym je mozno
rozhodnout o pravdivosti libovolného matematického teorému nebo
vyroku.

Turinglv stroj simuluje praci matematika pri vytvareni dikazu:

e nekoneéna tabule (pro psani i ¢tenf)

s

e mozek (Fidici jednotka)
Formalizace Turingova stroje

e misto tabule oboustranné nekonecna paska
e misto kiidy Cteci a zapisovaci hlava, kterou lze posouvat

e misto mozku konecna Fidici jednotka
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Turinglv stroj
Vlastnosti

Takovy stroj mél nékolik zakladnich vlastnosti:

e musel nahradit slozitou symboliku matematickych kroki. V
takovém piipadé slo kazdou kone¢nou mnozinu symboli
nahradit pouze dvéma symboly (jako je 0 a 1) a prazdnou
mezerou, kterd by oba symboly oddélovala.

e podobné jako si matematik zapisuje poznamky na papir, ma
Turinglv stroj k zapisu nekonecnou pasku skladajici se z
bunék, do/ze kterych se symbol zapisuje/cte.

e nad touto paskou je mozné provadét za pomoci Cteci hlavy
operace Cteni, zapisu a posunu pasky (read, write, shift left,
shift right).

e protoze je mozné symboly Cist, zapisovat nebo se posunovat
po pasce, je pro Turinglv stroj dalezity vnitfni stav, ve kterém
operaci ¢teni provadime (&teny symbol a stav uréuji dalsi akC|/§ S8

a prechod do dalSiho stavu) e




Turingliv stroj

Vlastnosti

Protoze se chovani tohoto stroje vyviji podle tabulky pfechodi,
mizeme Fici, ze kazdy nasledujici stav Ize jednoznacné urcit na
zakladé ¢teného symbolu a aktualniho stavu.

Chovani Turingova stroje je proto deterministické.



Turingliv stroj

Formalni definice

Klasicky Turinglv stroj je koneCny automat, jenz miZeme popsat
sedmici T ={Q,T,b,X,d,qo, F}, kde

e @ je kone¢nd mnozina vnitfnich stavi,

o [ je kone¢nd mnozina symbolll abecedy na pasce,

e b el je symbol pro prazdné policko,

e ¥ C T\ {b} je mnozina vstupnich symbolii na pasce,

e QxTI— QxT x{L, P} je prechodova funkce, popisujici
zménu stavu, zapis na pasku a posun hlavy,

e go € Q je polateéni stav stroje,

e £ C Q je mnozina koncovych (akceptovanych) stavi.

Cokoliv, co odpovida tomuto formalnimu zapisu, je Turingiv stroj.%

] = = = E 9DHAE
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Rozhodovaci tlohy, tfida P

Jako rozhodovaci dlohu oznacujeme Ullohu, jejimz YeSenim jsou
vyroky ,ANO" respektive ,NE". Jako vystup v pfipadé pocitace
miZeme uvazovat hodnoty true a false nebo 1 a 0.

Bézné llohy v matematice Ize snadno prevést na rozhodovaci tlohy.

Definice (T¥ida P)

Rozhodovaci tloha L nalezi do tridy P, pokud existuje
deterministicky Turingliv stroj, ktery tuto Glohu rozhodne v
polynomialnim case.




Priklady rozhodovacich uloh v tridé P

Minimalni kostra grafu — existuje kostra s ohodnocenim mensim,
nez c?

Nejkratsi cesta v grafu — existuje cesta mezi dvéma uzly s
ohodnocenim mensim, nez c?

Lineadrni programovani — existuje arg max, w'x > ¢ za danych
omezujicich podminek?

Komprese dat (LZW) — ptida komprese fetézce s do slovniku slovo
t?



Trida NP

Rozhodovaci tloha L nalezi do tfidy NP, pokud existuje
nedeterministicky Turinglv stroj, ktery tuto Glohu rozhodne v
polynomialnim case.

Nederministicky Turingiiv stroj: vstupiim mize odpovidat vice,
nez jedna jedina akce (sekvence = strom instrukci).

Plati PCNP.



Priklady rozhodovacich tloh v tridé NP

Vsechny ulohy tridy P.

Izomorfismus grafu — Ize dané dva grafy nakreslit stejné?

Faktorizace &isel — pro dané n a k, existuje f : 1 < f < k,f | n?
Vsechny NP-lplné dlohy.
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Trida NP-aGplnych dloh

Trida NP-tplnych problémi je tfidou rozhodovacich tloh, pro néz
plati nasledujici definice:

Rozhodovaci tloha L je NP-lplna, pokud nalezi do tfidy NP a
zaroven jde o dlohu NP- tézkou.

Co to znamena:

o jakékoliv feSeni L Ize ovéfit v polynomialnim Case,
o Jakykoliv problém z tfidy NP Ize prevést na L transformaci
vstupll opét v polynomialnim case.

Tyto typy dloh umime Fesit pouze priblizné!




Priklady NP-Gplnych problémidi

Problém batohu — lze zabalit batoh tak, aby jeho hmotnost
nepresdhla m a cena véci byla alespon c?

Problém obchodniho cestujiciho — existuje v grafu hamiltonovska
kruznice o délce nejvyse c?

Obarveni grafu — lze uzly daného grafu obarvit nejvyse ¢ barvami
tak, aby sousedici uzly nemély stejnou barvu?

Problém ¢&inského listonose (pouze na smiSeném grafu) — existuje v
grafu eulerovska kruznice o délce nejvyse c?
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