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1 Prvodisla

Zmame dvé skupiny prirozenych ¢isel n € N.

Definice 1. Prvocislo<2-> Prvocislem nazyvame takové prirozené Cislo n € N, které je beze
zbytku delitelné prave dvema ruzngmi prirozenymsi cisly a to jednickou a samo sebou.

Cislo 1 tedy neni prvocislo.
Definice 2. Cislo slozené<3-> Celé ¢islo ruzné od jedné, jez neni prvocislem, nazyvame slozené
cislo.

Vlastnosti prvocisel:

e Pro prvocislo p plati p|la-b = (pla) V (p|b).

e Kazdé slozené cislo 1ze jednoznacné vyjadrit jako soucin prvocisel.
Priklad 3. <2->[Vzorovy rozklad] Napiiklad 42 =2-21=2-3-7.



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 18 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 3 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
172 73 74 75 76 77T T8 79 80
81 82 8 8 8 8 8 88 89 90
91 92 93 94 9 96 97 98 99 100
101 102 103 104 105 106 107 108 109 110
111 112 113 114 115 116 117 118 119 120

Tabulka 1: Seznam prvodisel (vyznacena Cervené) od 2 do 120.

e Pokud p je prvocisloaa € Z: 0 < a < p, pak p|(a? — a).

e Ke vSem celym kladnym ¢islim a € Z : a > 0 lze nalézt prvocislo p : a < p < 2a.
Priklad 4. <4-> Necht a = 42. Nerovnici p : 42 < p < 84 splnuji prvocisla 43, 47, 53, 59, 61, 67,

71,73, 79, a 83.
Umeéli byste pokracovat dal?
Oznac¢me m(N) pocet prvoéisel < N.

Pocitejme zkusmo hustotu prvocéisel g v intervalu (1, N):

o v desitce ¢isel je w(10) = 4 prvodisla, tedy

7(10) 4
= —_— e — = 4
010 0 10 0,

e ve stovce ¢isel je w(100) = 25 prvocisel, tedy

7(100) 25
Q100= "0 T 100~
e v tisicovee ¢isel je w(1000) = 168 prvodisel, tedy
(1000 168
01000 = 7( ) =——=10,168

1000~ 1000

V roce 1792 si mlady C. F. Gauss v8iml, ze w(N) je pfiblizné rovna podilu N/In N.

N 10 102 103 10% 10° 108
ON 0,400 | 0,250 | 0,168 | 0,123 | 0,096 | 0,078
1/InN || 0,434 | 0,217 | 0,145 | 0,108 | 0,086 | 0,072
N/In N || 4,3429 | 21,715 | 144,76 | 1085,7 | 8685,9 | 72382

m(N) 4 25 168 1229 9592 | 78498
Matematici nékdy pisi, ze
N
N)~ —
TN~ N

a tikaji, ze m(IN) se asymptoticky blizi k N/In N.



Navrh 5. Nejednd se o ndhodny jev, pri dostatecne velkém N je hustota prvocisel v intervalu
(1, N) rovna

li -
NN T N

Gaussovi bylo tehdy patnact let. Dikaz tohoto tvrzeni prisel az o 100 let pozdéji.

Definice 6 (Prvociselnd véta).

lim (V) =1
N—o0

In(N)

1.1 Vlastnosti prvocisel

B Eukleidiv dikaz Il

Prvoéisel je nekonec¢né mnoho:

e Predpokladejme, Ze existuje nejvétsi prvocislo a oznacme jej pps

e Sestrojime soucin vsSech prvocisel az do py:
M
i=1

e Cislo N + 1 nemutize byt délitelné ani jednim z prvoéisel p;, jez déli N.

e To znamend, ze N + 1 je bud prvocislo, nebo cislo sloZené, jez ma ve svém rozkladu jiné
prvocislo py > pas.

e Spolu s Eukleidem jsme dospéli ke sporu!

e Musi tedy platit, ze prvocisel je nekonecné mnoho.

Eukleidiav dikaz je klasicky existencni dukaz: Resi pouze otazku existence nekonecné mnoziny
prvocisel, neresi otazku jak nalézt vSechna prvocdisla.

Goldbachova hypotéza rika, ze kazdé sudé ¢islo vétsi nez 2 lze vyjadrit jako soucet dvou
prvocisel, naptiklad

8§ = 3+5
10 = 347
12 = 547
14 = 3+11
16 = 5+11
18 = 7+11

Experimentalné provéfeno do hodnot 2 x 1017



1.2 Zajimavosti
Pérova prvodéisla: jejich rozdil je 2 (napriklad 17 a 19), nejvétsi dosud zndmé prvociselné pary

jsou

16869987339975 . 2171960 4 q
100314512544 015 - 2171960 1

Odhaleni chyby matematického koprocesoru origindlniho Intel Pentium P5 (The Intel FDIV
Bug).

Thomas Nicely, Lynchburg College, Virginia (1994): Numericky vypocet souc¢tu harmonické
rady s pdrovymsi prvocisly.

O jaké rady jde:

e harmonicka rada

<1
Y - =0
n=1 n
e prvociselnd harmonicka rada
o
- — 00
Vp p
Obé tyto rady diverguji.
Oproti tomu
il N
pp 3 5 7 20 31 7

Vp2
= 1,902160583104

konverguje.

V cervnu 1994 Thomas Nicely obdrzel po povysSeni starého pocitace na P5 hodnotu
1,9021605778

lisici se od puvodnich vypoctu na i486 — a v f{jnu oznamil chybu v FPU Pentia.
Tim Coe, Vitesse Semiconductor, Southern California
4195835 5-7-(23-3%.5.37+1)

©T 3145727 3.220 _ ]
— 1,33382044 . ..

FPU v Pentiu P5 vSak davala hodnotu

. 4195835 5 x 7 x 119881
3145727 13 x 241979

=1,33373906. ..

Chyba nastava pri reprezentaci ¢isel typu M, = 2" — 1, coz jsou tak zvanid Mersennova c¢isla.



1.3 Mersennova c¢isla

Marin Mersenne (1588-1648) uvefejnil ve své knize Cogitata Physica-Mathematica (1644) tvr-
zeni, ze Cisla tvaru
2" —1

jsou prvocisly pron = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257 a jsou cisla slozend pro ostatni priro-
zend Cisla n < 257.

Definice 7 (Mersennovo prvocislo). Jestlize 2" — 1 je prvocislo, pak se nazyvi Mersennovo
prvocdislo.

Lze dokazat, ze pokud je 2™ — 1 prvodcislo, je i n prvocislem.
Prvociselny charakter Mersennovych ¢isel nebylo snadné dokazat:
e Euler (1750): 231 — 1 je prvodéislo.
e Lucas (1876): 2'27 — 1 je prvocéislo.
e Pervouchine (1883): Mersenne zapomnél na 261 — 1.

e Powers (?) ukézal, 7e existuji dal$f ¢isla, kterd Mersenne neuvedl: 289 — 1 a 2107 — 1.

Mersenniiv interval n < 257 byl Gplné prozkouman v roce 1947 a bylo dokazéano, ze spravné
tvrzeni obsahuje 12 exponentt:

n=23,5,713,1719,31,61,89,107,127.



K dnesnimu dni ble nalezeno celkem 47 Mersennovych prvoéisel M521, M607, M1 2795+« « M42 643 801 » M43 112609
Cisla ovsem nejdou poporadé, k dnesnimu dni vime pouze, Ze zndme prvnich 41 Mersennovych
prvocisel.

Priklad 8 (GIMPS (The Great Internet Mersenne Prime Search)). Paralelizované hledani jehly
v kupce sena:

e Distribuovany vypocet ve volnych cyklech procesoru

e Zatim posledni nalezené Mersennovo prvocislo méa 12837064 cifer a bylo nalezeno 12. dubna 2009

ve tvaru
942643801 _ |

e Zatim nejvétsi bylo nalezeno 23. srpna 2008 ve tvaru

943112609 _ 1

e http://www.mersenne.org/

1.4 Fermatova cisla
Pro nezaporné n > 0 nazyvame n-tym Fermatovym ¢islem vyraz
n
F,=2"+1.
Je znamo, ze F), je

e prvocislem pro 0 <n <4 a

e Cislem slozenym pro 5 < n < 23.

Fermat se ptivodné domnival, ze F}, jsou obecné prvocisla.

Jak vlastné rozhodneme, na jaké soucinitele rozlozit slozené ¢islo N7

1.5 Faktorizace prvocisel

Definice 9 (Zakladni véta artimetiky). Kazdé pfirozené ¢islo vétsi nez 1 1ze jednoznacéné rozlozit
na soucin prvocisel.

Nalezeni rozkladu malych cisel na prvocisla je relativné jednoduché:

Zkouska délenim
Pro vypocet prvociselnych souciniteli ¢isla N staci otestovat vsechna prvocisla p; < vV N. Prvo-

¢initele ziskdme napiiklad pouzitim Eratosthenova sita.

Narocnost faktorizace vyrazné roste s délkou prvocisla.

Praktické dusledky:


http://www.mersenne.org/

e (+) kryptografie (sifrovani vefejnym klicem, RSA),
Metody prosévani:

e Eratosthenovo sito
o (Generické|Specialni) prosévani ¢iselného pole
e Pollardova p-metoda

e Rozklad na fetézové zlomky

Pro rozklad velkych ¢isel na prvociselné soucinitele se pouzivaji celociselné vlastnosti eliptickych
krivek
v =2>4+ax+b

Na strankach
http://www.alpertron.com.ar/ECM.HTM

miizete overit i¢innost téchto matematickych metod.

e Euler (1732) nalezl rozklad

F5 =641-6700417 = 4294967 297.

e Z4dné dalsf prvoéislo tvaru F,, = 22" 4+ 1 neni pro n > 24 znamo.

Deéjiny faktorizace

Rozklad Fermatovych ¢isel se od doby Eulera stal velkou soutézi o vhodné algoritmy.

Samostatny mikrokosmos numerické matematiky: F;, roste v poctu cifer zavratné rychle — al-
goritmus vhodny pro faktorizaci F,, nemusi byt pouzitelny pro Fj41.

V roce 1880 Landry zvefejnil soucin

FG =274177 - DPi14.


http://www.alpertron.com.ar/ECM.HTM

Algoritmus, kterym Landry k tomuto vysledku dospél, nebyl nikdy publikovan.

V roce 1970 Morrison a Brillhart nalezli pomoci metod fetézovych zlomki soucin

F7 = 59649589 127497 217 - paa.

V letech 1877-1970 bylo objeveno nékolik nevelkych soucinitelt Fermatovych ¢isel ve tvaru
kE-2"t2 41 pron > 9.

Western, 1903
Napriklad jiz v roce 1903 Western nalezl
Fg = 2424833 x Cl487

kde C14g je celé 148-ciferné cislo.

V roce 1980 Brent a Pollard nalezli souc¢in
F5 = 1238926361552897 X pgo

Pollardovou p-metodou.

V roce 1990 skupina matematiki a pocitacovych odbornikidi kolem Pollarda pouzila vice nez
700 pracovnich stanic rozmisténych po celém svété a odvodili metodou SNFS (Special Number
Field Sieve) pro

Fg = 2424833 X P49 X Pg9.

V 1ijnu 2003 John Cosgrave se spolupracovniky na St. Patrick’s College nalezli soucinitele

Fermatova ¢islu
F2478782 = (3 X 22478785 + 1) k.

Faktorizace:

neni kompletni pro vSechna Fermatova ¢isla, o kterych vime, ze jsou rozlozitelnd (F; az
F3),

napriklad pro Fio neni znam soucinitel Cy1g7 o velikosti 1187 cifer,

podobné pro Fis, Fis, ..., Fig, Fbs, ..., F32 chybi soucinitele riznych cifernych délek,

e pro Fy, ..., Fy soucinitele nezname vibec.
n| F,=2"+1
013
115
2 |7
3 | 257
4 | 65537
5 1641-6700417
6 | 274177 -67280421310721
7 | 59649 589127497217 - 5704689 200 685 129 054 721
8 | 1238927497217 - pgo
9 | 2424833 - P49 - P99



V tabulce oznacuje py k-ciferné prvocislo. Napiiklad Fg = 274 177-67 280421310721 = 274177 -

P14-

Euklidova ¢isla

Cisla definovand rekurenci
e, =¢€jesez...en_1+1

nazyvame Euklidova ¢isla.

Prvni ¢tyri Euklidova ¢isla

eg = 1+1=2
ea = 2+1=3
e3 = 2x34+1=7

e4 = 2x3IxT+1=43

jsou prvocisla.

Dalsi Euklidova, ¢isla az na eg

es = 2:3-7-434+1=1807=13-139
eg = 2:-3-7-43-18074+1=3263443
er = 547 - 607 x 1033 - 31051
eg = 29881-67003-9119521 - 6212157481

jsou sloZend cisla. Pro vSechna cisla eg . .. e17 je dokazano, Ze jsou to slozena cisla.

~~ ~ —~~
\)
— — ~— ~—

Fakt 10. Fuklidova cisla jsou nesoudélnd c¢isla, protoZe jejich nejuétsi spolecny délitel je

roven 1:
ged(em, en) = 1.

2 Nejvyétsi spolecny délitel
V celociselné aritmetice délime se zbytkem: je

a=qb+r.

Pro dvojici celych ¢isel @ a b ma smysl hledat nejvyssi celé cislo d, které obé éisla déli beze

zbytku.

Definice 11 (Nejvétsi spolecny délitel). Nejvyétsi spoleény délitel dvou nenulovych celych

C¢isel a € Z a b € Z je nejvétsi nenulové prirozené ¢islo d € Z — 0 takové, ze d|a A d|b.

Zapisujeme ged(a,b) = d.

Definice 12. Nesoudélna éisla<2-> Cisla a € Z a b € Z nazjvame nesoudélna angl. relative

primes, pokud ged(a,b) = 1.



2.1 Euklidav algoritmus
Pivodné formulovan geometricky cca 300 pf.n.l. Eukleidés hledal nejdelsi tisecku, ktera by se
beze zbytku vesla do dvou delsich tsecek.

Metoda nalezeni nejvétsiho spoleéného délitele (NSD = angl. greatest common divisor,
GCD) spocivé v jednoduchém pozorovani, ze nejvétsi spolecny délitel dvou ¢isel a > b je shodny
s nejvétsim spoleénym délitelem cisel a — b a b.

Tento poznatek jiz staci k sestaveni algoritmu.

Algoritmus 1 Zapis postupu vypoctu nejvétsiho spoleéného délitele ¢isel a a b Euklidovym
algoritmem.
Require: a,b € Z
Ensure: ged(a,b)
repeat
if a < b then
ca;a+ b b+ c
end if
a4+ a— b
until a =0
return b

Dikaz. Dukaz

1. Necht a a b jsou nenulova celd ¢isla, jejichz ged() pocitame.
2. Pokud a > b, plati a = b+ r, kde r = a — b.

3. Pokuida=s-dab=t-dbuder =(s—1t)-d

4. Je tedy ged(a,b) = ged(b, ) a staci tedy hledat ged(b,r).

5. Hodnota r postupné klesa a vypocet v konecném poctu krokt skonéi stavem r = 0.

10
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