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1 Uvod do numerické matematiky

Pro detailnéjsi obeznameni s pojmy, uvddénymi nize, doporucuji konzultovat monografii Micha-
ela T. Heathe [1], pfipadné néjaka z mnoha skript o numerické matematice, kterd v poslednich
letech vysla — naptiklad [3] (Casti tohoto skripta jsou dostupné i on-line).



1.1 Matematické modelovani

Terminem matematické modelovani oznacujeme proces tvorby matematického modelu,
jenz popisuje nami zkoumany systém pomoci matematickych pojmi a jim odpovidajiciho zapisu.
Piipomenme si, ze jako systém chapeme ¢ast prostiedi, kterou lze vnimat oddélené od jejiho
okoli. Systém od okoli oddéluje néjaka hranice, at uz fyzickd, ¢i myslenkova.

Abychom mohli zkoumat chovani néjakého systému, muzeme

e provadét experimenty anebo

e popsat systém matematicky — sestavit jeho matematicky model.

Matematické modely mohou v zavislosti na pouzitém matematickém aparatu nabyvat mnoha
ruznych forem. Nejcastéji se setkdme s diskrétnimi dynamickymi systémy, statistickymi modely,
spojitymi modely zaloZzenymi na diferencidlnich rovnicich, ¢i s modely vyuzivajicimi poznatkt
teorie her. Na fakulté jste se s mnoha pristupy k matematickému modelovani zajisté jiz setkali.
Uvedme jeden piiklad za vSechny: V ramci predmétu Modelovdni systémi a procesi [4] jsme
si ukazovali rizné modely, popisujici chovani systému ve spojitém ¢i diskrétnim case a popis
systému témito modely délili na vnéjsi a vnitini (stavovy) popis.

Priklad 1 (Zavazi na pruziné). Netlumené kmity zavazi na pruziné popisuje homogenni diferen-
cidlni rovnice harmonickych kmitta

d?y(t)

72 + w?y(t) = 0.

V této rovnici oznacuje y(t) polohu zavazi v ¢ase t a w uréuje thlovou frekvenci kmiti. Poc¢atec¢ni
podminky této diferencialni rovnice potom udavaji pocatecni vychylku zévazi od rovnovazné
polohy a jeho pocatecni zrychleni.

Priklad 2 (Model vyvoje dluhu). Finanéni model vyvoje zadluzeni muze mit tvar diferencéni
rovnice
yln+1] = (1 + aln]) - y[n] — uln].

Zde je y[n] posloupnost vysky dluhu (hodnota y[0] bude odpovidat vysce ptivodni pujcky), aln]
je v Case proménnd trokova mira a u[n| oznacuje posloupnost splatek dluhu.

Ke zkoumani matematickych modela systému jsme pouzivali Matlab a Simulink.
V pristich prednaskach si stru¢né povime
e co vlastné pocita¢ musi umeét, aby dokédzal s dostate¢nou presnosti pocitat s matematic-
kymi modely realného svéta,
e jaké matematické algoritmy se ve vybranych pripadech pouzivaji a

e pro¢ neni dobré pocitaci vzdycky slepé vérit.

1.2 Numericka matematika

Redlny problém, ktery se snazime vytesit — napiiklad nastaveni tuhosti odpruzeni podvozku
nového modelu automobilu, nebo optimalni alokaci skladu zasilkového obchodu —, muzeme
zkoumat experimentalni cestou, porovnavanim ruznych reSeni a mérenim vysledku bez detailni
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Obrazek 1: Pozice numerické tlohy a numerickych metod v kontextu matematického modelovani.



znalosti jeho modelu. Pokud ale potrebujeme urcité zaruky, ze jsme danou tlohu vytesili ko-
rektné a chceme dodat nasemu zpusobu feseni duvéryhodny zaklad, pouzijeme na vyreseni
problému néjaky matematicky model (o ném jsme se uz zminovali vyse). Kdo je zdrojem
tohoto modelu, neni v tento okamzik az tak dulezité: v pripadé fyzikalnich tloh to patrné bude
nékdo, kdo dokaze matematicky popsat fyzikalni stranku resené ulohy, v pripadé chemickych
procesu pak to bude nékdo znaly potiebné fyzikalni chemie.

V procesu feSeni matematického modelu zpravidla nemuzeme postupovat primo, musime se ob-
ratit k jeho nahrazeni jednodussi ilohou, tak zvanym pocitacovym modelem. To je ptivodni
model upraveny tak, ze jej lze v konecném case spocitat na pocitaci. Vysledky pocitacového mo-
delu jsou ale pouze priblizné (i kdyz vétsinou dostateéné presné) a slouzi jako pribliZeni neboli
aproximace vysledki, které by byly presnym feSenim uvazovaného matematického modelu.
Dobré pocitacové modely nam zaroven poskytuji informaci o presnosti ziskanych vysledki.

Takovato priblizna metoda FeSeni se v praxi pouziva velmi Casto, zapotiebi ji neni spiSe v malém
poctu pripadi. Jako priklad ndm mizou slouzit pocetné modely technickych systému zalozené
na diferencidlnich rovnicich. Ulohy pro diferencialni rovnice mizeme sice nékdy Fesit analyticky
(tedy na papife, uzitim standardniho matematického apardtu), ale u vétsiny diferencidlnich
rovnic takové analytické feSeni neni mozné a musime se spokojit s jeho aproximaci.

Priklad 3 (Pribliznd metoda feSeni). Soustavu parcidlnich diferencidlnich rovnic nelze zpravidla
fesit prfimo (podobné, jako jsme to zminovali u obycejné diferencidlni rovnice). Pokud ale nahra-
dime parcialni derivace diferencemi a celou ptivodni doménu tlohy rozdélime na sit rovinnych ¢i
objemovych elementu (pouzijeme postup, jenz se nazyva metoda konecnijch proki), lze ptivodni
soustavu prevést na soustavu algebraickych rovnic, linedrnich nebo nelinearnich — to je v nasem
pripadé ta jednodussi matematicka tloha, uvedena na Obrazku 1. Soustavu linedrnich rovnic
muzeme byt schopni vyfesit presné napiiklad Gaussovou eliminaci, ale tento proces je pro velké
soustavy velmi pomaly a v mnoha pripadech se spokojime s pribliznym a mnohem rychlejsim
feSenim nékterou itera¢ni metodou.

M doplnit dalsi piiklady? ll

1.3 Numericka uloha

Protoze pocitac¢ je konecny automat pracujici pouze s kone¢nym poctem vstupnich a vystupnich
dat, zavadi se nékdy také pojem numerické lohy.

Numericka aloha — jasny a jednoznac¢ny popis funkéniho vztahu mezi konecnym poctem vstup-
nich a vystupnich dat. Data jsou tedy v pripadé numerické ilohy vyjadritelna vzdy konecnym
poctem ¢isel (napriklad vektorem ¢i matici, pfipadné néjakou komplikovanéjsi datovou struk-
turou). Nékteré matematické dlohy jsou rovnou numerickymi tilohami — napiiklad jiz zminéné
feSeni soustav linedrnich rovnic.

= Pocitacovy model je takova aproximace matematického modelu, jez mize byt v konec¢ném
case realizovana na pocitaci.

Poznamenejme, zZe ne vsechny numerické tlohy 1ze na pocitaci vyresit v konec¢ném poctu krok.
Takové TeSeni lze provést presné napiiklad u feSeni soustav linedrnich rovnic (nebereme-li v
uvahu zaokrouhlovaci chyby), ale ne uz obecné pri hledani vlastnich ¢isel matic, coz je také
numerickd tloha. U rady numerickych tloh se tedy spokojime s tim, Ze stanovime néjaké je-
jich (vhodné definované) pfiblizné feseni (aproximaci). Takova TFeSeni se pak pocitaji pomoci
vhodngch numerickych metod. l O aproximaci se mluvi vyse.



Numericky algoritmus — postup, kterym se v koneéném poctu krokt resi dand numericka
uloha. P1i studiu vlastnosti numerickych algoritmu nés zajima predevsim realizace aritmetickych
operaci s ¢isly, nikoliv logické operace. Algoritmus numerické metody (Newtonova metoda) —
teoretickd zdlezitost, nemusi byt konecny.

Realizace algoritmu na pocitaéi (téZ implementace), smétfuje k programu — tfeba algoritmus
ve Fortranu, realizovatelny v koneéném ¢ase (m4 uz epsilon a maximélni povoleny pocet iteraci);
hledim, abych se vyhnul tifeba od¢itani sobé blizkych éisel.

Konecna faze je program — zadnd numerickd metoda mné nic nespocitd, vzdycky je to az
program.

Konstrukce a analyza metod a algoritmi pro realizaci numerickych dloh na pocitacich: nume-
rickd matematika.

Vstupni a vystupni data jsou vlastné danymi a hledanymi objekty numerické dlohy [3].

Priklad 4 (Numerickd tloha). P¥iblizné feSenf rovnice x4+ a12% +asx +az = 0 je mozno poéitat
numericky pro konkrétni vstupni vektor a = [a1, as, ag] € R3.

Vystupem numerické metody feSeni bude vektor x = [x1, T2, 23, 74] € C*. Reseni je v obecném
pripadé garantovano pouze priblizné, pii vhodné volbé vektoru parametri a jej ale miuzeme
ziskat i presné.

Priklad 5 (Co neni numericka tiloha). Reseni rovnice y”(x) — y(z)? = 0 za danych poéatecnich
podminek nelze vyjadiit kone¢nym poctem ¢isel a nelze jej tedy hledat numericky (fesenim
rovnice je funkce, nikoliv mnozina ¢éiselnych hodnot).

Numericky pristup lze pouzit pouze pro vysetfeni hodnot ve vybranych bodech = € {z;}7,
kde typicky x; = xg + 7 - A, spojity interval tedy aproximujeme diskrétnim. Vyzaduje-li to
pfresnost vypoctu, nemusi byt hodnoty x; rozmistény ekvidistantné — to uvidime napiiklad pti
numerickém vypoctu integrali.

V okamziku, kdy mame v ruce vysledky, musi jesté probéhnout analyza modelu, respektive
analyza reSeni. Ucelem téchto analyz je verifikovat a validovat pouzity model a metodu
reSeni a obdrzet odpovéd na nésledujici otazky:

validace — Pocitdme se spravnym modelem? Pokud jsou pripustné teploty kladné, nepredpo-
vidda model zapornou teplotu? Ma-li modelovana veli¢ina monotéonné rist nebo klesat,
nedochézi ve vysledku k oscilacim?

verifikace — Pocita nas model spravné? Nedochézi v ném k nepfipustnym chybam?

Zdrojim moznych chyb pti pouziti validntho modelu se budeme vénovat v jednom z nasledujicich
odstavcu. Nejprve si ale musime vysvétlit, jak vlastné pocitac reprezentuje realna ¢isla.

2 Zobrazeni cisel v pocitaci

Dnesni pocitace pracuji vyluéné v bindrnim kédu — veskera informace je uklddana v operacni
paméti a na vnéjsi pamétova média ve formé jednicek a nul. Mimo jiné to znamend, ze namisto
desitkové soustavy, pouzivané pro pocitani na papife, jsou v pocitacich ¢isla reprezentovana ve
dvojkové soustaveé.



2.1 Cela cisla, pevna a pohybliva radova carka

Cela ¢isla — ekvivalenty ve dvojkové soustavé, jeden (nejvyssi) bit na znaménko. Celd cisla
reprezentuji i ¢isla prirozena ve dvojnasobném rozsahu, musime si proto davat pozor, s ¢im
zrovna poéitame (v ANSI C deklarace int versus unsigned int). ll Zminit pfimy a doplitkovy
kod Il

Priklad 6. 66 = (01000010)3, —126 = (11111110),, oviem také (11111110)y = 254

2.1.1 Reprezentace R v pevné radové carce

Pevna radova ¢arka — pevny pocet bitu pro celou a desetinnou ¢ést ¢isla. @ notace oznacuje
pocet bitu pred a za desetinnou ¢arkou[5]: Q3.5 je osmibitové ¢islo, jez muze nabyvat hodnot
000,000002 az 111,111115, tedy 0,00000, 0,03125, . ..7,93750, 7,96875.

Priklad 7. 5,310019 ~ 101010105(= 101,010105), 7,562519 = 11110010,

2.1.2 Reprezentace R v pohyblivé radové ¢arce

Pohybliva fadova ¢arka — prevod na tvar a - ¢%, kde a € R, 1 < a < 10 je mantisa, b € Z je
exponent a g € N je zaklad, typicky 2 (PC, IEEE 754) nebo 10 (kalkulacka).

Definice 8 (Semilogaritmicky tvar). Cislo x lze reprezentovat v semilogaritmickém tvaru
s normalizovanou mantisou jako

x =sgn(z) - <al+a§+-~'+a§>qb,
q q q
kde ¢ € N, ¢ > 1 je zdklad, a; € {0,1,...,g—1}, a1 > 1, jsou ¢islice mantisy a b € {my,...,ma}
mq,mg € Z, obvykle m; < 0 a mg > 0 je ezponent. Predpoklddad se, Ze b je v intervalu (mq,ms)
reprezentovano rovnomeérné. Stejné tak se uvazuje pouze normalizovand mantisa m € (1,q),
protoze m a b nejsou jinak urceny jednoznacné.

Vsimnéte si, 7e reprezentace x pokryva pouze podmnozinu R — ma pouze 2(q — 1)¢' = (mg —
my + 1) + 1 prvka. Neékterd redlnd ¢isla nelze tedy presné reprezentovat. Jsou to napiiklad
¢isla s moc velkym a malym exponentem a ¢isla, kterd nemaji koneény q rozvoj. Dalsi limitujici
faktor je konecny pocet desetinnych mist mantisy — je jich pouze .

Priklad 9 (Reprezentace 1/2 a 1/10). Budeme-li uvazovat ¢ = 2, bude

1 1 0 0
Y T 1
s=(Gri+s)

4 8
ale
1—(1+1+1+1+ 1 + 1 + 1 )24
10 \16 32 256 512 4096 8192 = 32768

nelze reprezentovat koneé¢nym rozvojem.
Jednim z diusledku semilogaritmické reprezentace Cisel v pohyblivé radové c¢arce je i to, ze v
pocitaci existuje nejvétsi a nejmensi reprezentovatelné ¢islo.

Plati a1 # 0, coz pti bindrni reprezentaci znamend ale a1 = 1, a proto se a; vibec pfi bindrni
reprezntaci viitbec neuklada a ziskame tak ,zadarmo* jeden bit pfesnosti reprezentace navic.



Jak zobrazeni ¢isel, tak chovani pocitacové aritmetiky jsou dnes urc¢ovany vSeobecné uznavanymi
normami, z nichz nejcastéji se uzivd norma IEEE 754 [2]. Aritmetika podle této normy mé tu
vlastnost, ze vysledek operace s dvéma strojovymi ¢isly dava vzdy néjaky strojové zobrazitelny
vysledek. Tento pozadavek vede k tomu, ze v IEEE reprezentaci jsou potom specidlni priznaky
pro piipady, kdy napriklad dojde k podteceni a realné ¢islo se reprezentuje v nizsi presnosti (n
uz nejde snizit) s hodnotou a; = 0 — tato ¢isla nazyvame subnormélni (nebo denormalizovana)
B ubira se mantisa, jsou pod realmin, ale to definujeme az pozdéji M. Podobné jsou zde
symboly pro prekroceni ¢iselného rozsahu smérem k nekoneénu (v Matlabu vysledek Inf) nebo
pro vysledek, ktery matematicky nedava smysl (NaN, napiiklad vypocet 0/0).

Hezky interaktivni piiklad vypoctu reprezentace decimalné zapsanych ¢isel podle IEEE 754 1ze
nalézt na strankach http://babbage.cs.qc.cuny.edu/IEEE-754/.

Kdyz uz nyni zhruba vime, jak se v pocitaci reprezentuji ¢isla, podivejme se na mozné zdroje
chyb pri matematickém vypoctu.

3 Typy chyb

V Odstavci 1 jsme se zminili o tom, ze pii tvorbé matematického modelu problému z redlného
svéta jsme vzdy nuceni provést urcita priblizeni a nékteré skutec¢nosti si idealizovat. Rozdil feseni
idealizovaného problému (matematické tlohy) a FeSeni redlného problému nazyvdme chybou
matematického modelu nebo také jenom chybou modelu. Z velikosti této chyby posuzu-
jeme zpétné vhodnost ¢i nevhodnost zvoleného modelu, tj. aproximace reality.

3.1 Typy chyb v matematickém modelovani

Jestlize k Teseni matematické tlohy pouzijeme metodu, kterd nam neposkytne presné (teore-
tické) feseni dané tlohy, pak chybu, které se dopustime, nazyviame chybou metody. Typickym
ptikladem je chyba, které se dopustime, kdyz za limitu nekone¢né posloupnosti vezmeme né-
ktery jeji ¢len s dostateéné velkym indexem. Casto Fesime matematickou tilohu tim, ze pomoci
jistych metod ji nahradime (aproximujeme) tlohou jednodussi — obvykle jiz ilohou numerickou
— a rozdil Teseni téchto dvou tloh nazyvame chybou aproximace. Tato chyba se casto bere
jako soucast chyby metody.

K posouzeni presnosti vysledku musime jesté vzit v ivahu chyby (Sum) ve vstupnich da-
tech, dané jednak chybami méreni, jednak zplisobené zobrazenim vstupnich dat do nesouvislé
mnoziny reprezentujici data v pocitaci. Posledni skupinou chyb jsou chyby zaokrouhlovaci.
Do této skupiny zahrnujeme vSechny neptesnosti zptisobené realizaci algoritmu v pocitaci véetné
nepfresného provadéni aritmetickych operaci.

3.2 Relativni a absolutni chyba

V dalsim textu budeme pouzivat oznaceni, v némz ¢islo x v numerickém algoritmu je reprezen-
tovano priblizenim Z.

Definice 10 (Absolutni a relativni chyba). Absolutni chybou A(z) aproximace ¢isla x ¢islem
Z oznacujeme rozdil


http://babbage.cs.qc.cuny.edu/IEEE-754/
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Obrazek 2: Typy chyb v matematickém modelovani



Relativni chybou R(x) aproximace ¢isla x ¢islem Z oznacujeme podil

Alz) _

|z

r— I

R(zx) =

, x#0

B zminit data naméiena s chybou? ll

Absolutni chyba tak neni nazyvéana kvuli absolutni hodnoté, jednd se o absolutni odchylku mezi
reprezentaci ¢isla a jeho pravou hodnotou. Velikost absolutni chyby neni postacujicim méritkem
pro posouzeni presnosti vypoctu, zde se nam naopak velmi hodi relativni chyba — ta bere v ivahu
i velikost ¢isla, s nimz se poc¢itd. Pro x blizko 0 se ovSsem muze stat, ze relativni chyba bude
moc prisnd (uvidime to v dalsi prednésce pri vypoctu kofenti nelinedrni funkce Newtonovou
metodou) a v této oblasti je vhodnéjsi mérit absolutni chybou.

Pripomenme si, co jsme zminili jiz v predeslém odstavci, kdyz jsme se bavili o reprezentaci
redlnych c¢isel v pohyblivé radové carce: Redlnd cisla nejsou v pocitaci vétsinou reprezentovdna
presné. Pouzijeme-li jiz zminény standard IEEE 754 [2], ¢isla v pohyblivé fadové ¢arce repre-
zentujeme standardné ve dvojnasobné presnosti (tj. IEEE 75/ binary6 s 53 bity mantisy, z
nichz je ulozeno 52)! — relativni chyba této reprezentace je o malinko vétsi, nez 10716 (mantisa
ma 15,95 platnych dekadickych ¢islic). Pokud je to tfeba, lze na ukor vyssich zaokrouhlovacich
chyb volit jednoduchou piesnost (tj. IEEE 75/ binary32 s 24 bity mantisy, z nichz je uloZeno
23)%, kde je relativni chyba reprezentace o malinko nizsi, nez 10~7 (mantisa ma 7,22 platnych
dekadickych ¢islic).

Jak vidime, je-li relativni chyba reprezentace ¢isla 2 hodnotou # rovna R(z) = 10~%, znamen4
to, Ze x je ma ve zvolené reprezentaci d platnych &islic. Absolutni chyba A(z) = 10~% udava
pocet platnych desetinnych mist.

Presnost aritmetiky v Matlabu: eps (relativni chyba reprezentace ¢isla), realmax (nejvétsi zob-
razitelné ¢islo), realmin (nejmensi plné reprezentovatelné — tedy nikoliv subnormdlni — ¢islo).

3.3 Vliv zahokrouhlovacich chyb

Nahromadéni zaokrouhlovacich chyb béhem postupu vypoc¢tu mize nakonec vést k situaci, kdy
vysledek vypoctu je zcela odlisSny od spravné hodnoty — a to muze vést k velmi zdvaznym
nasledkium. Jednim z tragickych priklada takové chyby je selhani baterie protiraketovych strel
Patriot, chranicich americkou zdkladnu Dhahran v Saudské Ardbii béhem valky v Perském
zélivu dne 25. tnora 1991, jez stalo zivot 28 americkych vojaki, dalsich 98 bylo zranéno [6].
Strely Patriot se pritom v dobé konfliktu povazovaly za velmi ispésné prostiedky ochrany proti
raketovym utokim protivnika. V tomto pripadé ale baterie viibec nevysttelila. Co se vlastné
stalo?

Priklad 11 (Pro¢ Patriot netrefi Scud). Hlavnim duvodem selhdni byl nepfesny vypocet casové
zakladny v zamérovacim systému baterie Patriot: Systém pocital s hodnotami ¢asu v desetinach
sekundy, jeho autori proto systémovy cas v sekundach ziskavali prostym vyndsobenim hodnotou
0,1. Jak jsme vidéli v Piikladé 9, vétsina desetinnych zlomk® nema ale v pohyblivé fadové ¢arce
s bindrnim zakladem konecny rozvoj, plati

0,1 ~ (0,0001100110011001100110011001100110011 . .. )s.

1V Matlabu i ANSI C/C++ double.
%V Matlabu single, v ANSI C/C++ float.



Interni registr v ridicim systému baterie pracoval ovsem pouze v jednoduché presnosti, mél tedy
24 bitt mantisy a efektivné tak ukladal ¢islo

0,1 ~ (0,0001100110011001100110011)5 = 0,099999994,

tedy reprezentoval desetinu sekundy s absolutni chybou priblizné 0,000000096.

Systém, chranici spojeneckou zakladu, byl v provozu nepretrzité po dobu 100 hodin, a béhem
této doby odchylka ¢asové zéklady od referencniho ¢asu dosdhla 0,34 sekundy. Scud leti (¢i spiSe
jeho zbytky vcetné hlavice padaji) rychlosti okolo 1700 m/s, posun ¢asové zdkladny potom zpu-
sobil, ze Tidici systém baterie jej po prvotnim radarovém kontaktu hledal v bodé cca 500 m za
skutecnou polohou itodéici strely. Vzhledem k tomu, Ze se v dané oblasti nic nevyskytovalo, pro-
hlésil pavodni radarovy kontakt za falesny poplach a proti blizicimu se Scudu nebyly odpéleny
zadné rakety.

K priikladu je tfeba pro dplnost doplnit dvé véci: (i) Patriot je ptivodné mobilni systém pro-
tiletadlové obrany, upraveny na niceni taktickych balistickych stiel. Pfi navrhu se nepocitalo
s dlouhodobym nasazenim pri obrané statickych cili — nikdo proto neptredpokladal, ze by cely
systém byl aktivovan po dobu nékolika dni. (ii) ReSeni problému piitom bylo jednoduché (a
navrzené izraelskymi odborniky asi dva tydny pred incidentem): stacilo vzdy po péar hodinach
restartovat ridici systém baterie. Opraveny software byl pfitom vyrobcem dodén 26. tinora 1991,
tedy den po incidentu v Dhahranu.

3.4 Vliv aritmetickych operaci na relativni chybu

Aritmetické operace mohou mit na nepresné reprezentace ¢isel devastujici vliv (naptiklad podil
velkého a malého ¢isla, ale i odéitani dvou sobé blizkych ¢isel stejného znaménka).

Relativni chyba se muze vyrazné zvétsit pri odc¢itani dvou blizkych cisel:

Az +y)

R(zxty) = T iy

Podminkou ale je, ze ¢isla x a y nejsou v pocitaci reprezentovana presné. Nasobeni ani déleni
nemaji na A(x) a R(x) vyraznéjsi vliv.

Priklad 12. Méjme ¢isla x1 = 758320, x9 = 757940, a necht jsou reprezentovana jako 1 =
758330 a Zo = 757930. Plati A(x1) = 10, A(x2) = 10,

10 10
R = <132-10°.R - <132-107°.
(1) = 7xg390 = 1 R(w2) = Zergig <1

Mame tedy v = z1 — x9 = 380 a je © = &1 — &2 = 400. Proto A(v) = |v — 0| = 20 a

Av 20
R(v) = = = <0053
() | 380 =

Relativni chyba rozdilu v = z1 — x3 je tedy o tii fady vyssi nez relativni chyby obou operandi.

4 Typy numerickych tloh

4.1 Matematicka iloha a jeji formalizace

Méjme dany dva vektorové prostory B, (vstupni data) a B, (vystupni data).
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Definice 13 (Matematicka tloha). Matematickou tlohou rozumime relaci

y=U(x), v € By,y € By

Definice nerika nic jiného, nez ze matematicka tloha transformuje posloupnost vstupnich dat
na posloupnost vysledkii. Ne vSechny tlohy, odpovidajici formalni definici uvedené vyse, lze
na pocitaci numericky resit. Mozné to je pouze pro podmnozinu vsech tloh, kterou si mizeme
definovat takto:

Definice 14 (Korektni tiloha). Rekneme, Ze tiloha je korektni, pokud

1. ke kazdému x € B, existuje pravé jedno y € By,

2. TesSeni y spojité zavisi na datech, tedy pokud z,, — = a U(x,) = yn, pak také y, — y =
U(x).

Zbylé matematické tlohy oznacujeme jako nekorektni. Jde napiiklad o nejednoznacné resitelné
problémy, intervalové odhady, tilohy s nevhodnou formulaci zadani.

Priklad 15 (Korektni dloha). Jako priklad korektni tilohy muze slouzit naptiklad vypocet inte-
gralu z dané spojité a ohranicené funkce pres néjaky interval.
Priklad 16 (Nekorektni tloha). Urcete matici A spliujci rovnici Ax = b mate-li dany hodnoty

xab

Priklad 17 (Jind nekorektni tloha). Urcete

1
y:/ 1/xdx.
1

Definice 18 (Cislo podminénosti). Podil

|Ax|
- |z|
|Ay|
|y

se nazyva ¢islo podminénosti tlohy.

Cislo podminénosti ndm udévi, jak moc ,silny“ je vliv zmén ve vstupnich datech tlohy na
vystupni data. V pripadech, kdy |z| nebo |y| jsou malé, byva namisté pouzivat v definici ¢isla
podminénosti v ¢itateli i jmenovateli nikoli relativni, ale absolutni chyby (mluvime pak o ab-
solutnim ¢isle podminénosti).

Definice 19 (Dobfe podminéna tiloha). Budeme fikat, ze korektni tiloha je dob¥e podminén4,
jestlize mald zména ve vstupnich datech vyvold malou zménu feseni (resp. Cp, ~ 1).

Dobre podminéné tlohy se numericky resi ,snadno“, tedy s malou o¢ekdvanou chybou a s rela-
tivné malymi problémy se zaokrouhlovacimi chybami. Ulohy $patné podminéné diky svym vlast-
nostem zpusobuji numerické problémy, je teba je fesit ,opatrné“ (pouzivat vhodné algoritmy,
jez treba nejsou tak efektivni, jsou ale numericky stabilni) a nebo se pokusit je transformovat
na lépe podminéné lohy.
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Obrazek 3: Taxonomie matematickych tloh

Reference

[1] Michael T. Heath. Scientific computing: an introductory survey. McGraw-Hill, Boston, 2
edition, 2002.

[2] IEEE Std 754-2008. IEEE standard for binary floating-point arithmetic, 2008.

[3] Stanislav Mika and Marek Brandner. Numerické metody I. FAV ZCU, Plzen, 2. edition,
2002.

[4] Modelovani systému a procesii.
[5] E. L. Oberstar. Fixed-point representation and fractional math, 2007.

[6] U.S. Government Accountability Office. Patriot missile defense: Software problem led to
system failure at dhahran, saudi arabia., 1992.

12



	Úvod
	Matematické modelování
	Numerická matematika
	Numerická úloha

	Zobrazení čísel
	Celá čísla, pevná a pohyblivá řádová čárka
	Reprezentace R v pevné řádové čárce
	Reprezentace R v pohyblivé řádové čárce


	Chyby
	Typy chyb v matematickém modelování
	Relativní a absolutní chyba
	Vliv zahokrouhlovacích chyb
	Vliv aritmetických operací na relativní chybu

	Typy úloh
	Matematická úloha a její formalizace


