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Matematické modelovani
Zopakujme si MSP

Systém — Cast prostredi, kterou lze vnimat oddélené od jejiho
okoli. Systém od okoli oddéluje néjaka hranice, at uz fyzicka, i
myslenkova.

Abychom mohli zkoumat chovani néjakého systému, mizeme

e provadét experimenty anebo

e popsat systém matematicky — sestavit jeho matematicky
model.

V ramci predmétu Modelovani systémii a procesii jsme si ukazovali
riizné modely, popisujici chovani systémi ve spojitém &i diskrétnim
Case a popis systém( témito modely délili na vnéjsi a vnitini
(stavovy) popis.



Matematické modelovani
Piiklady

Netlumené kmity zavazi na pruziné popisuje homogenni
diferencialni rovnice harmonickych kmitd

2 +w y(t) =0.
Finan¢ni model vyvoje zadluzeni mize mit tvar diferen¢ni rovnice
yln+1] = (1 4 afn]) - y[n] — u[n].




Matematické modelovani
Co stoji za Matlabem a Simulinkem?

Ke zkoumani matematickych modeld systémi jsme pouZzivali
Matlab a Simulink.

V pristich prednaskach si strucné povime

pouZzivaji a

e co vlastné pocita¢ musi umét, aby dokazal s dostatecnou
o jaké matematické algoritmy se ve vybranych pripadech

presnosti pocitat s matematickymi modely redlného svéta,

e pro¢ neni dobré pocitaci vzdycky slepé véFit.



Matematické modelovani

Pozice numerické matematiky

realny problém - - feseni problému
experimenty a méreni
analyza
modelu
matematicka Uloha teoretické
(matematicky model) exaktni metody feseni Glohy
jednodussi numericka numerické
matematicka Gloha uloha feseni Ulohy
priblizné metody

numerické metody
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Cim se numericka matematika zabyva

Numerické Glohy a metody

Protoze pocitac je konecny automat pracujici pouze s koneénym
poctem vstupnich a vystupnich dat, zavadi se nékdy také pojem
numerické Glohy.

Numericka uloha — jasny a jednoznacny popis funkéniho vztahu
mezi konecnym poctem vstupnich a vystupnich dat.

= Pocitatovy model je takova aproximace matematického modelu,
jez mize byt v kone¢ném Case realizovana na pocitaci.

Numericky algoritmus — postup, kterym se v konec¢ném poctu
krok(i fesSi dana numericka dloha. P¥i studiu vlastnosti numerickych
algoritm( nas zajima predevsim realizace aritmetickych operaci

s Cisly, nikoliv logické operace.

Konstrukce a analyza metod a algoritm0 pro realizaci numerickych o
tloh na poditacich: numerickd matematika. /%35
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Numerické dlohy
P¥iklady

P¥iblizné Yedeni rovnice x* + a;x? + a»x 4+ a3 = 0 je mozno poditat
numericky pro konkrétni vstupni vektor a = [ay, a0, a3] € R3.
Vystupem numerické metody feseni bude vektor

X = [X1,X2,X3,X4] c C*.

Regeni rovnice y”(x) — y(x)? = 0 za danych pocate¢nich
podminek nelze vyjadrit konenym poctem Cisel a nelze jej tedy
hledat numericky .

Numericky pristup pouze pro vysetreni hodnot ve vybranych
bodech x € {x;}{.
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Zobrazeni Cisel v pocitaci

Cela ¢&isla, pevna a pohybliva fadova carka

Pocita¢ = binarni logika, binarni reprezentace Cisel.
na znaménko

Cela cisla — ekvivalenty ve dvojkové soustavé, jeden (nejvyssi) bit

66 = (01000010),, —126 = (11111110)s, oviem také
(11111110), = 254

¢ast Cisla

Pevna radova carka — pevny pocet bitli pro celou a desetinnou

5,310010 ~ 101010102(= 101,01010,), 7,5625;9 = 11110010,
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Zobrazeni Cisel v pocitaci
Mantisa a exponent

Pohybliva fadova ¢arka — prevod na tvar a- g°.

Definice (Semilogaritmicky tvar)

Cislo x Ize reprezentovat v semilogaritmickém tvaru s
normalizovanou mantisou jako

a a a
x=sgn() (2421 2) g

kde g > 1 je zdklad, a; € {0,1,...,q — 1}, a1 > 1, jsou Cislice
mantisy a b € {my,..., my} je exponent.
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Zobrazeni Cisel v pocitaci
Mantisa a exponent
Reprezentace x pokryva pouze podmnozinu R — ma pouze
2(q —1)g""Y(ma — my + 1) + 1 prvkd.
= Néktera realna Cisla nelze presné reprezentovat.

Budeme-li uvazovat g = 2, bude

1 /1 0 0
(a2 Z... )90
( TaT )

2 \2 8

ale

i—<i+i+i+i+ L, 1, )2—4
10 \16 ' 32 ' 256 512 ' 4096 8192 ' 32768

nelze reprezentovat konecnym rozvojem.
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Typy chyb v matematickém modelovani
Relativni a absolutni chyba

Vliv zahokrouhlovacich chyb

Vliv aritmetickych operaci na relativni chybu



Chyby vypoctu

Typy

realny problém

feseni problému

experimenty a méreni
chyba (matematického)

analyza

modelu modelu
matematicka Uloha teoretické
(matematicky model) exaktni metody reseni Ulohy

. Sum v datech,
chyba aproximace ;, chyba metody zaokrouhlovaci chyby
jednodussi numericka numerické

matematicka Gloha uloha feseni Ulohy

I N

priblizné metody numerické metody
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Chyby vypoctu
Relativni a absolutni chyba
Cislo x v numerickém algoritmu je reprezentovano piblizenim X.

Definice (Absolutni a relativni chyba)

Absolutni chybou A(x) aproximace &isla x ¢islem % oznalujeme

rozdil

Ax) =[x~ %]

Relativni chybou R(x) aproximace &isla x Cislem X oznacujeme

podil
R(x):@: , Xx#0

o

X —X




Chyby vypoctu

Vliv reprezentace Cisel

Redlna ¢isla nejsou v pocitali vétsinou reprezentovana presné.

Dvojnasobna piesnost (double) — relativni chyba této
reprezentace je o malinko v&t$i, nez 1071 (mantisa m4 15,95
platnych dekadickych ¢islic).

Jednoducha presnost (single, float) — relativni chyba
reprezentace o malinko nizé(, nez 10~7 (mantisa m4 7,22 platnych
dekadickych ¢islic).
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Chyby vypoctu
Disledek zaokrouhlovacich chyb

Systém pocital s hodnotami Casu v desetinach sekundy, jeho autofi
proto systémovy cas v sekundach ziskavali prostym vynasobenim
hodnotou 0,1,

0,1 ~ (0,0001100110011001100110011001100110011 ... ),.
Patriot pracoval pouze v jednoduché presnosti,
0,1 ~ (0,0001100110011001100110011), =~ 0,099999994,

Systém v provozu > 100 h, A(t) ~ 0,34s. Scud leti okolo 1700 m/s
a fidici systém baterie jej po prvotnim radarovém kontaktu hledal
v bodé 1700 - 0,34 ~ 500 m mimo.




Chyby vypoctu

Vlastnosti A(x) a R(x)

Aritmetické operace mohou mit na nepresné reprezentace Cisel
devastujici vliv (naptiklad podil velkého a malého ¢&isla, ale i
od¢itani dvou sobé blizkych ¢isel stejného znaménka).

Cisel:

Relativni chyba se miize vyrazné zvétsit pfi od¢itani dvou blizkych

R(x £ ):A(



Uvod Zobrazeni Cisel Chyby Typy tloh
000000 000 oooooe 0000

Chyby vypoctu
Pikiad

Méjme cisla x; = 758320, xo = 757940, a necht jsou

reprezentovana jako X; = 758330 a X» = 757930. Plati
A(x1) =10, A(x2) = 10,

10 10
R <1,32-107°, = <132-107°.
(1) = Z5g350 = 132107 Rix) = 7 < 1,32 107

Mame tedy v = x; — xop = 380 a je ¥ = X; — X» = 400. Proto
A(v)=|v—¥]=20a

A(v) 20

RO =7 =380 =

< 0,053.

Relativni chyba rozdilu v = x; — xo je tedy o tfi rady vyssi nez
relativni chyby obou operandi.
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Matematicka uloha
A jeji formalizace

Méjme dany dva vektorové prostory By (vstupni data) a B,
(vystupni data).

Definice (Matematicka tloha)

Matematickou alohou rozumime relaci

y =U(x), x € By,y € B,

Definice nefika nic jiného, nez Ze matematicka dloha transformuje
posloupnost vstupnich dat na posloupnost vysledki.
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Korektni tlohy
Definice

Definice (Korektni tloha)

Rekneme, Ze (loha je korektni, pokud
@ ke kazdému x € B, existuje pravé jedno y € B,,

@ reseni y spojité zavisi na datech, tedy pokud x, — x a
U(xn) = yn, pak také y, — y = U(x).

Zbylé matematické dlohy oznacujeme jako nekorektni. Jde

v

napfiklad o nejednoznacné fesitelné problémy, intervalové odhady,
tlohy s nevhodnou formulaci zadani.

Jako priklad korektni tGlohy mize slouzit napfiklad vypocet
integralu z dané spojité a ohranicené funkce pres néjaky interval. DR

[} = =
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Korektni tlohy
Definice

Definice (Korektni tloha)

Rekneme, Ze (iloha je korektni, pokud
@ ke kazdému x € B, existuje pravé jedno y € B,,

@ reseni y spojité zavisi na datech, tedy pokud x, — x a
U(xn) = yn, pak také y, — y = U(x).

Zbylé matematické dlohy oznacujeme jako nekorektni. Jde

v

napfiklad o nejednoznacné fesitelné problémy, intervalové odhady,
tlohy s nevhodnou formulaci zadani.

Urcete matici A spliujci rovnici Ax = b mate-li dany hodnoty x a b
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Korektni tlohy
Definice

Definice (Korektni tloha)

Rekneme, Ze (loha je korektni, pokud
@ ke kazdému x € B, existuje pravé jedno y € B,,

@ reseni y spojité zavisi na datech, tedy pokud x, — x a
U(xn) = yn, pak také y, — y = U(x).

Zbylé matematické dlohy oznacujeme jako nekorektni. Jde
napfiklad o nejednoznacné fesitelné problémy, intervalové odhady,
tlohy s nevhodnou formulaci zadani.

Urcete

1
= 'y%/{
y /_1 1/xdx. z\%

YRS
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Dobre podminéné dlohy

Definice

Definice (Cislo podmin&nosti)

Podil
|Ax|
ST
oyl
||
se nazyva Cislo podminénosti tlohy.

Udava vliv zmén ve vstupnich datech na vystupni data

Definice (Dobfe podminéna dloha)

Budeme rikat, ze korektni Uloha je dobfe podminéna, jestlize
mald zména ve vstupnich datech vyvold malou zménu feSeni (resp.
G~ 1).




Taxonomie tloh
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nekorektni
dobre podml'néné| |§patné podml'néné|
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