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1 Reseni nelinearnich rovnic

1.1 Formulace ilohy

Pro detailngjsi obeznameni s pojmy, uvadénymi nize, doporucuji i zde konzultovat knihu Micha-
ela T. Heathe [1], pfipadné néjakou z ¢eskych ucebnic ¢i mnoha skript o numerické matematice,



‘

ktera v poslednich letech vysla — naptiklad [2], [3] (¢dsti tohoto skripta jsou dostupné i on-line).
Mnohé ze zde pouzitych obrazku jsme prevzali prave z [1].

Budeme se zde zabyvat predev§im numerickymi metodami pro (pfiblizné) feSeni nelinearni
rovnice

kde f : R — R je realna nelinedrni funkce jedné redlné proménné. Resit linedrni rovnice
tvaru ax + b = ¢, tj. ax + b — ¢ = 0, jsme se naucili jiz na stfedni skole. Seznamili jsme se
tam i s feSenim nékterych nelinearnich rovnic, napiiklad kvadratické rovnice axz? + bx + ¢ = 0
nebo rovnice sinxz = 0. K feSeni vétsiny nelinedrnich rovnic vSak potirebujeme pouzit nékterou
vhodnou numerickou metodu.

ReSenim nebo kofenem uvedené rovnice nebo také nulovym bodem funkce f nazyvime
takové redlné ¢islo z*, pro které plati f(z*) = 0. Nelinedrni rovnice mohou mit préavé jedno
feSeni (rovnice z — sinx = 0), vice feseni (rovnice z? — 1 = 0), nebo nemusi mit z4dné Feseni
(rovnice sinz = 2).

Budeme se také zabyvat specidlnim rovnicemi tvaru

z = g(x), (2)

kde opét g : R — R a tedy f(x) = = — g(x). Reseni takové rovnice se nazyva také pevnym
bodem funkce g.

Specialni situace nastava také, je-li uvazovana funkce f polynom. Hleddme pak totiz casto i jeho
komplexni kofeny. Pro polynomy existuji tedy i specidlni numerické metody, jimiz se zde vsak
nemtiizeme extra zabyvat. V praxi se setkdme i se soustavami nelinedrnich rovnic, jejichz resenim
pak neni cislo, ale vektor hodnot. Existuji numerické metody i pro reseni takovych soustav,
z ¢asovych divodl se jimi ale zde také zabyvat nebudeme. Pripadné zajemce odkazujeme na
Heathovu knihu [1] nebo na Mikovu ucebnici [2] ¢i skripta [3].

1.2 Existence a jednoznacnost

Existence a jednoznac¢nost feseni nelinearnich rovnic je podstatné komplikovanéjsi zalezitost nez
je tomu u linearnich rovnic a jejich soustav. V mnoha piipadech je obtizné stanovit existenci
nebo pocet feseni nelinedrni rovnice. Zatimco u soustav linearnich rovnic musi byt pocet feSeni
roven nule, jedné nebo byt nekonecny, nelinedrni rovnice mohou mit jakykoli pocet feseni, a to
dokonce i pro jedinou rovnici.

Priklad 1 (Existence kofentl). Uvazujeme-li kofeny nésledujicich rovnic na celém R, pak rovnice

e ¢ + 1 =0 nemd zadné reseni

—x

e ¢~ —x =0 ma pravé jedno feseni

e 22 —4sinz = 0 ma dvé Feseni

23 4+ 622 4+ 11z — 6 = 0 ma t¥i FeSeni
e sin z = 0 mé nekonecné mnoho reseni

Jakkoli je tedy obtizné ziskat jakakoli globalni tvrzeni o pocCtu reSeni nelinedrni rovnice, mame
presto k dispozici néktera uziteéna lokalni kritéria zarucujici existenci aspon jednoho kofene
rovnice na daném intervalu. Jedno takové praktické kritérium je zalozeno na matematické véteé,
kterd pochéazi od B. Bolzana a 1ika:



Obrézek 1: Piiklad nelinedrni funkce s kofeny z7 a x5 na intervalu [a,b]. Tento interval je pro danou
funkei f(z) uzévérou kofene.

Véta 2 (Bolzanova véta). Necht funkce f je spojitd na uzavieném omezeném intervalu [a,b] a
necht plati f(a)- f(b) <0 (t. f(a) a f(b) maji opacnd znaménka). Pak funkce f md na intervalu
(a,b) alespon jeden nulovy bod.

Takovy interval [a,b], v jehoz koncovych bodech mé funkce f opacnd znaménka, budeme na-
zyvat uzavérou reseni nelinedrni rovnice f(z) = 0. Jak uvidime pozdéji, v fadé numerickych
metod pro feSeni nelinedrnich rovnic hraje dilezitou roli pravé postupné zuzovani takové predem
nalezené uzavéry. Jak ovSem pocatecni uzavéru najit, je viceméné zilezitosti pokusti a omyld.
Jedna z moznosti je odhadnout néjak pocatecni interval, na némz budeme chovani funkce f
zkoumat (i kdyz to jesté nebude uzavéra korene), a pak prochazet timto intervalem po néjakych
vhodné volenych krocich, postupné pocitat hodnoty f(z) a sledovat, kdy v nich dojde ke zméné
znaménka.

Poznamenejme jesté, ze pravé zminéné kritérium udava pouze postacujici, nikoli nutnou pod-
minku existence kofene. Nemélo by néas tedy od hledani kofene predem odrazovat to, ze jsme
nenasli jeho uzavéru. V radé piipadi totiz ani pro dany kofen uzavéra neexistuje. Jako piiklad
sta¢i vzit trividlni rovnici 22 = 0 s jedinym kofenem z = 0. Zde pro vSechna x mame z> > 0 a
ke zméné znaménka tedy nemiize dojit.

Obratme svoji pozornost nyni k rovnici (2). Zde lze k dikazu existence pevného bodu na daném
intervalu vyuzit opét klasické matematiky, konkrétné tzv. véty o kontrakci.

Definice 3 (Kontrakce). Rekneme, Ze funkce g : R — R je na mnoziné S C R kontrakce,
pokud existuje konstanta L € R, 0 < L < 1 takova, ze pro vSechna x,y € S plati

l9(z) — g(y)| < Llz —yl.

Véta 4 (O existenci pevného bodu). Jestlize je funkce g kontrakce na uzavrené mnoziné S C R
a g(S) C S, pak ma g v S pevny bod, a to privé jeden.

Pokud ¢tenati vadi, ze jsme vyse uvedenou definici a vétu formulovali pro obecnou mnozinu S,
muze si pod S predstavovat néjaky interval. Z uvedené véty ihned plyne, ze pokud v rovnici
(1) mazeme psat f(x) = z — g(x), kde g je kontrakce na néjaké uzaviené mnoziné S takovd, ze
zobrazuje S do sebe samé, mé rovnice f(x) = 0 na mnoziné S pravé jedno feSeni, totiz pevny



bod funkce g. Brzy uvidime, ze tato skute¢nost ndm dava moznost odvodit nékteré numerické
metody pro feSeni nelinedrnich rovnic. Poznamenejme jesté, ze pokud pro vsechna x € S existuje
derivace funkce g a plati |¢/(x)] < 1, d4 se ukdzat, Ze g na S je kontrakce.

7 matematického ¢i logického hlediska jsou nase tvahy o uzavére spojité funkce ¢i predpoklady
véty o kontrakci pouze postacujici podminky, nikoli v§ak podminky nutné. Neni tedy nikde pséno,
ze funkce f nemtze mit nulovy bod v intervalu, ktery neni uzavérou, nebo ze funkce g, kterd neni
kontrakce, nemuze mit pevny bod. V praxi tedy muze byt uzitecné vyuzit soudobych moznosti
naseho softwarového vybaveni a pri feSeni nelinedrnich rovnic si nejprve nechat vykreslit graf
funkce f pro rovnici (1) nebo grafy y = z a y = g(x) pro rovnici (2).

Priklad 5 (Nesplnéné postacujici podminky). Nejsou-li postacujici podminky pro existenci nu-
lového nebo pevného bodu, neznamena to jesté, ze takovy bod neexistuje:

2

e funkce f(z) = 2* ma nulovy bod z = 0 na intervalu [—1, 1], ktery neni uzavéra

e funkce g(z) = sinx mé pevny bod z = 0, ale v okoli tohoto bodu to neni kontrakce

Doposud jsme se soustfedili prevazné na existenci kofenu nelinedrnich rovnic a ne na jejich
jednoznacnost, protoze se obecné ma za to, ze nelinedrni rovnice mohou mit vice nez jedno
feseni, prinejmensim globdlné. Jednoznacnost korene nas presto muize zajimat, alespon lokalné,
napiiklad na daném intervalu. Pfipomenme si, ze z linearni algebry vime, ze soustava linearnich
rovnic s regularni matici ma vzdy pravé jedno reseni. Pro nelinearni funkce f plati podobné
tvrzeni o regularité, prinejmensim lokalné. Pokud totiz funkce f méa v daném bodé x* nenulovou
derivaci, pak existuje otevieny interval kolem tohoto bodu, v némz je funkce f ostfe monoténni,
tedy rostouci nebo klesajici. V takové situaci v okoli bodu z* tedy mize existovat nejvyse jeden
koten.

Pokud vsak v néjakém kofenu z* ma funkce f nulovou derivaci, mé tento koren jisté zvlastni
vlastnosti, které ovliviiuji jak podminénost resené ulohy, tak také chovani pouzité numerické
metody. Nulovy bod x* funkce f, pro ktery plati zdroven f(z*) = 0 a f/(z*) = 0 se nazyvd
ndsobny koren rovnice f(x) = 0. Geometricky to znamend, ze graf funkce f mé v tomto bodé
vodorovnou te¢nu splyvajici s osou x. Kofeny, které nejsou nasobné, se nazyvaji jednoduché.
Koren x1 z Obréazkul je tedy jednoduchy, kofen x5 je ndsobny. Pojem nasobnosti 1ze pro hladké
funkce f dale upfesnit. Pokud plati f(z*) = f/(z*) = f"(z*) = --- = f" D(z*) = 0, ale
f(m) £ 0, fekneme, Ze ndsobnost kofene 2* je m.

Priklad 6 (Pevné body). Ovéfte si nasledujici tvrzeni:

e funkce g(z) = sinz mé jediny pevny bod z =0

2

funkce g(z) = x* mé pevné body xr =0az =1
e koten z = ( rovnice sinx = 0 je jednoduchy
e kotfen z = 0 rovnice 2> = 0 je dvojnasobny

e kofen z = 1 rovnice 23 — 322 4+ 3z — 1 = 0 je trojnasobny

1.3 Podminénost Feseni

Abychom mohli kvantitativné méfit citlivost feseni nelinedrnich rovnic na data (funkéni hod-
noty), musime pracovat s absolutnim ¢islem podminénosti, coz je obdoba jiz zavedeného ¢isla



well-conditioned ill-conditioned

Obréazek 2: Podminénost kofent nelinedrn{ rovnice f(z) = 0. Vlevo: dobfe podminénd tloha, vpravo:
$patné podminénd tuloha.

podminénosti z minulé prednésky, kde ale misto relativnich zmén v ¢itateli i jmenovateli vystu-
puji absolutni odchylky. Je to dano tim, Ze hodnota funkce f v korenu rovnice je rovna nule.
D4 se ukazat, ze pokud ma funkce f v okoli korene z* derivaci, je pak toto ¢islo podminénosti
priblizné
1
C N
PR ()

Pokud je ve jmenovateli f'(z*) = 0 (nésobny koren), klademe Cp aps = 00. Z definice ¢isla
podminénosti pak vyplyva, ze pokud najdeme bod Z takovy, ze |f(Z)| < e, miuze odchylka
|z — a*| tohoto bodu od kofene rovnice f(z) = 0 mit velikost €/|f'(z*)|. Pro malé hodnoty
|f'(x*)| tedy muze byt tato odchylka od kofene velkd, i kdyz funkéni hodnota sama je mal4.

Celou situaci ilustruje Obrazek 2. Carkované kiivky vyznacuji oblast nejistoty kolem kazdé
plné nakreslené kiivky, takze nulovy bod dané funkce muze byt kdekoli mezi body, v nichz
c¢arkované krivky protinaji vodorovnou osu. Maly interval nejistoty pro nulovy bod na levém
obrazku je dén tim, Ze dand kfivka strmé roste (takze prevrdcend hodnota derivace je mald),
kdezto velky interval nejistoty pro nulovy bod na pravém obrézku plyne z pomalého rustu (a
tedy velké prevracené hodnoty derivace). Vsimnéte si také toho, Ze Sife pasu nejistot kolem
funkénich hodnot je na obou obréazcich stejna.

Mame-li ndsobny koten z*, je f'(z*) = 0, takZe ¢islo podminénosti nédsobného kotene je neko-
necné. To dava smysl, protoze nepatrna zména v f muze zpusobit, ze z nasobného korene se
stane vice nez jeden kofen nebo naopak nasobny koren zmizi. Staci si k tomu nakreslit napiiklad
funkei f(x) = 22 a posunout ji o malé e nahoru nebo doli. M piiklad,obrazek H

Podminénost nelinedrni rovnice ovliviiuje nas pohled na priblizné feseni Z: mame usilovat o to,
aby | f(z)| byla malé, nebo spise o to, aby bylo malé |z — z*|, jakkoli pfesné feseni z* predem
nezname? Jak uz to u numerickych metod byva, obé uvedené veli¢iny nejsou nutné malé sou-
casné, zavisi to jesté na podminénosti. Tato skute¢nost ovliviiuje volbu algoritmt numerickych
metod, o nichz budeme hovorit ve zbytku této prednasky. V kazdém pripadé je uzitecné ziskat
predem néjakou informaci o podminénosti fesené tlohy.

1.4 Iteracni metody a jejich konvergence

Numerické metody pro feSeni nelinedrnich rovnic jsou vesmés metody iteracni. Iterace (z lat. ite-
rare, opakovat) znamend postupné opakovani ur¢itého postupu, béhem kterého se postupné
generuje posloupnost hodnot xg,x1,...,x,... takova, ze v nasem pripadé (hleddme koten z*
nelinedrni rovnice) postupné ziskdvané hodnoty konverguji k hledanému feseni, xx — x* pro



k — oo. Pri skute¢ném vypoctu samoziejmé nemtzeme jit s k do nekonecna a iteracni postup
zastavime po ur¢itém dostateéné velkém poctu kroka pomoci vhodné zvoleného zastavovaciho
kritéria. Ziskame tak pribliznou hodnotu hledaného korene. Termin iterace se v numerické
matematice pouzivd nejen k oznaceni vysSe uvedeného postupu jako celku, ale nazyva se tak
také kazdy jeho krok a nazyvaji se tak také postupné pocitané hodnoty xi, tedy aproximace
hledaného korene.

Abychom mohli porovnavat efektivitu iteracnich metod, potfebujeme néjak charakterizovat je-
jich rychlost konvergence, tj. rychlost konvergence posloupnosti iteraci x; k hledanému kofenu
rovnice. Chyba(nepfesnost) k-té iterace, kterou budeme oznacovat ey, se obvykle definuje jako
er = x — x*, kde xp je aproximace (priblizeni) hledaného feSeni ziskana v iteraci k a x* je
skuteéné (presné) reseni. Nékteré z pouzivanych metod neprodukuji pfimo konkrétni ptiblizné
feSeni x, ale pouze interval, ktery s urcitosti obsahuje presné reseni, pricemz délka tohoto in-
tervalu se béhem itera¢niho procesu postupné zmensuje. U takové metody pak e; definujeme
jako délku tohoto intervalu po k-té iteraci. V obou piipadech pak fekneme, ze dand iteracni
metoda konverguje s rychlosti r (také: metoda je fadu r), jestlize pro néjakou konecnou
kladnou konstantu C' > 0 plati

lim lek+1] _

k—o0 ]eklr

Specialné se rozlisuji nasledujici pripady:

e pokud r =1 a C < 1, je konvergence linedrni,
e pokud r > 1, je konvergence superlinedrni,
e pokud r = 2, je konvergence kvadratickd,

e pokud r = 3, je konvergence kubickd, atd.

Jeden z dlivodii, pro¢ rozlisSujeme mezi linearni a superlinedrni konvergenci, je ten, ze, asympto-
ticky pro velka k, linearné konvergentni posloupnost ziskava po kazdé iteraci jisty stdle stejny
pocet presnych c¢islic, kdezto superlinearné konvergujici posloupnost v jednotlivych iteracich
ziskava pocet presnych cislic, ktery stdle roste. Presnéji muzeme rici, ze linedrné konvergentni
posloupnost ziskava v kazdé iteraci — log(C') presnych ¢islic, kdezZto superlinearné konvergujici
posloupnost mé po kazdé iteraci r-krat vice presnych cislic nez méla pred touto iteraci. Speci-
alné pak plati, ze u kvadraticky konvergentni metody se pocet presnych ¢islic po kazdé iteraci
zdvojnasobi (pro dostatecné velka k).

Priklad 7 (Rychlosti konvergence). Jestlize ¢leny nasledujicich posloupnosti predstavuji velikosti

chyb postupné generovanych iteracnich aproximaci, jsou rychlosti konvergence takové, jak je u
jednotlivych posloupnosti uvedeno.

e 1072,1073,1074,107°,...  linearni, C = 107!

e 1072,1074,107%,107%,...  linedrni, C = 102

e 1072,1073,1075,1078,...  superlinedrni, ale ne kvadratické
e 1072,1074,107%,10716, ...  kvadraticka

V teorii numerickych metod se dokazuji véty o konvergenci, které ndm umoznuji fici, kdy pro
danou rovnici ta ¢i ona metoda konverguje a jak rychle. Nedavaji ndm ale explicitné pokyny



pro to, kdy mame iteracni proces zastavit a prohlasit vysledné priblizné reseni za ,dostatecné
presné“. Navrhnout vhodné zastavovaci kritérium je pomérné slozita zalezitost, a to z Tfady
divodi. Diky teorii mizeme v zdsadé védét, ze se chyba |eg| postupné zmensuje, ale protoze
nezname presné reseni, neni tu moznost primo zjistit, jak veliké |ex| je. Rozumnou néhrazkou
tu muze slouzit relativni zména v postupnych iteracich, tedy

|95k+1 - xk’
|z |

Pokud se tato veli¢ina stane dostatecné malou, znamend to, ze se priblizné hodnoty feseni uz
prestaly vyznamné ménit a nema tedy cenu pokracovat. Na druhé strané bychom chtéli mit
jistotu, ze jsme skute¢né ziskali dobré piiblizné feseni a ze tedy aspon je hodnota f(x) primé-
rené mala. Jak uz jsme si ale mohli povsSimnout, obé dvé tyto uvedené veli¢iny nemusi byt malé
soucasné, roli tu hraje podminénost tlohy. Déle se zde projevuje také pripadnd zména méritka
u proménné x a funkce f. Ze vsech téchto diuvodu je vytvoreni zcela spolehlivého zastavovaciho
kritéria velmi obtizné a musime se také spoléhat na dalsi informace, které o resené tiloze vime.
U iteracnich metod, které budeme vzapéti v této prednasce popisovat, proto zpravidla vyneché-
vame jakykoli test na konvergenci a misto toho pouze naznacujeme jisty neuréeny pocet iteraci
s tim, ze iteracni proces je tfeba ukoncit poté, co se vyhovi uré¢itému vhodnému kritériu, jehoz
volba je (bohuzel) na uzivateli.

2 Numerické metody reseni nelinearnich rovnic

Budeme se zabyvat numerickym (pfibliznym) feSenim nelinedrni rovnice (1): pro danou spojitou
funkci f : R — R hleddme bod z* € R takovy, ze f(z*) = 0.

2.1 Metoda pileni intervalu neboli bisekce

V pocitacové aritmetice s kone¢nou presnosti nemusi existovat strojové ¢islo x* takové, ze f(z*)
je presné nula. Alternativni moznost je hledat néjaky velmi maly interval [a, b], ve kterém f méni
znaménko. Jak jsme jiz uvedli v odstavci 1.2, takova uzdvéra zarucuje, ze prislusna spojita funkce
musi nékde uvnitt tohoto intervalu mit nulovy bod. Metoda pileni intervalu neboli metoda
bisekce zacéind od néjaké pocatecni uzavéry a postupné snizuje jeji velikost do té doby, az je
feSeni uzavieno s pozadovanou presnosti (resp. tak, jak to aritmetika pocitace dovoli). V kazdé
iteraci se nejprve stanovi stred aktualniho intervalu a pro dalsi iteraci se ponecha pouze jedna
z polovin intervalu podle toho, jaké znaménko mé funkéni hodnota ve stredu. Tato polovina
pak tvori opét (jiz kratsi) uzavér, s nimz vstupujeme do dalsi iterace. Metodu bisekce formélné
muzeme zapsat jako Algoritmus 1, v némz jako vstupni data figuruje funkce f, uzdvéra [a,b] a
chybovd tolerance A, pro délku vysledného intervalu obsahujiciho koren.

Uvedeme jesté par poznamek k implementaci metody bisekce ve vyse uvedeném algoritmu:

Predevsim, zd4 se, ze nejprirozenéjsi vzorec pro vypocet stfedu intervalu [a,b] by byl m =
(a + b)/2. Jenze v pocitacové aritmetice neni v extrémnich pfipadech zaruceno, Ze takto po-
¢itany bod m vubec padne do intervalu [a,b]. Komu se to zdd divné, mize si v aritmetice se
dvéma desitkovymi ¢islicemi zkusit podle tohoto vzorce spocitat stied intervalu [0.67,0.69] (vy-
jde m = 0.7). Kromé toho muze u tohoto vzorce mezivysledek a + b prekrocit rozsah pocitace
i v situacich, kdy stied intervalu v rozsahu pocitace lezi. Jakkoli jde o extrémni pripady, je
na tomto jednoduchém prikladu vidét, ze pocitacova implementace algoritmi neni jen pouhé



Algoritmus 1 Metoda piileni intervalu

Require: Funkce f, uzavéra [a,b], chybova tolerance A
Ensure: z*: f(z*) = 0
while (b —a) > Ay, do

m<—a-+ -
if sgn f(a) = sgn f(m) then
a<m
else
b+ m
end if
end while

prepisovani vzoreckl v néjakém vhodném programovacim jazyce. Vzorec pouzity v Algoritmu 1
se uvedenym problémtm vyhyba.

Daéle, pokud jde o testovani toho, zda dvé hodnoty f(z1) a f(x2) maji stejné znaménko, je
na pocitaci lepsi pouzivat funkci signum nez matematicky ekvivalentni testovani, zda soucin
f(z1) - f(z2) je kladny nebo zadporny. Takovy soucin muze totiz také prekrocit rozsah pocitace
smérem k nekoneénu a v okoli kofene smérem k nule. Poznamenejme pro poradek, ze je sgn(x) =
1 pro z > 0 a sign(z) = —1 pro = < 0.

Priklad 8 (Metoda bisekce). Metodu puleni intervalu ukdzeme na piikladu hledani kofene rov-
nice
f(z) = 2% — 4sinz = 0.

Jako pocatecni uzavéru vezmeme interval [a, b], kde a = 1 a b = 3. ZaleZi tu pouze na tom, aby
se funkéni hodnoty v téchto dvou bodech lisily ve znaménku. Vypocitadme hodnotu funkce ve
stfednim bodé intervalu, tedy v m = 2 a zjistime, ze f(m) mé opa¢né znaménko nez f(a), takze
si podrzime levou polovinu pocateéniho intervalu a polozime pro dalsi krok b = m. Pak tento
postup opakujeme tak dlouho, az se interval uzdvéry zuzi na pozadovanou velikost. Nasledujici
tabulka ukazuje moznou posloupnost iteraci.

a f(a) b f(b)
1.000000 -2.365884 3.000000 8.435520
1.000000 -2.365884 2.000000 0.362810
1.500000 -1.739980 2.000000 0.362810
1.750000 -0.873444 2.000000 0.362810
1.875000 -0.300718 2.000000 0.362810
1.875000 -0.300718 1.937500 0.019849
1.906250 -0.143255 1.937500 0.019849
1.921875 -0.062406 1.937500 0.019849
1.929688 -0.021454 1.937500 0.019849
1.933594 -0.000846 1.937500 0.019849
1.933594 -0.000846 1.935547 0.009491
1.933594 -0.000846 1.934570 0.004320
1.933594 -0.000846 1.934082 0.001736

Interval, u kterého jsme iterace ukoncili, ma délku mensi, nez 0.0005, a mizeme tedy Fici, ze
nalezeny kofen je s touto presnosti roven xz* ~ 1.934.



Na zaveér jesté nékolik poznamek k metodé pileni intervalu.

e V metodé ptileni se nikde nevyuzivaji velikosti funkénich hodnot, pouze jejich znaménka.

e Pokud vypocet zacneme s uzavérou spojité funkce, pak metoda konverguje vzdy, ale dosti
pomalu.

e V kazdé iteraci se délka uzaveéry snizuje na polovinu, takze rychlost konvergence je linedrni,
sr=1aC=0.5.

e V kazdé iteraci bisekce ziskdavame jednu dalsi presnou dvojkovou ¢islici v priblizném feseni.

e Pro dany pocatecni interval [a, b] je délka intervalu po k iteracich rovna (b— a)/2F, takze
k dosazeni chybové tolerance € je zapotiebi zhruba

(6()1>
2

iteraci, nezavisle na vlastnostech pouzité funkce f.

2.2 Metoda postupnych aproximaci

Metoda postupnijch aprorimaci nebo také metoda prosté iterace slouzi k hledani pevnych bodu
funkce g z rovnice (2). Pfipomenme tedy, Ze pro funkci g : R — R se pevngm bodem nazyva
takové ¢islo z* (pokud existuje), pro které plati

Dtvodem tohoto nazvu je skutecnost, ze x* se po aplikaci funkce g nezméni. Zatimco u nelinedrni
rovnice f(x) = 0 hleddme bod, v némz graf funkce f protind osu z (tedy primku y = 0), pri
hledani pevného bodu funkce g chceme najit bod, v némz graf funkce g protne diagonalni primku
y = x. Ulohy na hled4ni pevného bodu dost ¢asto pochézeji pfimo z praxe, ale pro nas zde maji
vyznam také z toho duvodu, Ze FeSeni nelinedrni rovnice (1) lze zpravidla pfevést na hledéni
pevného bodu odpovidajici nelinearni funkce g, tedy na feSeni rovnice (2). Metoda postupnych
aproximaci (prosté iterace) pro Feseni této rovnice je zaloZena na opakovaném (itera¢nim) pouziti
vzorce
Ti+1 = g(xk)
s vhodné zvolenym pocdatecnim pribliZenim (poc¢atecni aproximaci) zg.

Chceme-li Tesit rovnici f(x) = 0 metodou postupnych aproximaci, pak ji nejprve musime prevést
na tulohu o pevném bodu pro néjakou vhodné vybranou funkci g. Takovych moznosti byva
pro danou f vice, ale ne vSechny jsou stejné vhodné pro ziskani itera¢niho schématu k reseni
vychozi rovnice. Vyslednd iteracni metoda se pro ruzné volby g muze lisit nejen co do rychlosti
konvergence, ale také v tom, zda vibec konverguje ¢i nikoli.

Priklad 9 (Ulohy na pevny bod). Nelinedrni rovnice
fl)=a*-2-2=0

mé kofeny x* = 2 a x* = —1. Mezi ekvivalentni tlohy na hleddni pevného bodu patii tulohy (2)
s funkcemi (ovérte si to)

1. g(x) =2% -2,
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Obrazek 3: Pevny bod (2,2) nelinedrnich funkei.

2. g(x) = v/ + 2 (ekvivalence pouze pro nezaporné pevné body, srv. (2)),
3. g(x) =1+ (2/2),
4. g(z) = (2?2 +2)/(2x — 1).

Na obrazku 3 je vykreslen pribéh kazdé z téchto funkci spolu s primkou y = x. VSimnéme si, ze
funkce g jsou konstruovany tak, ze jejich grafy vesmeés protinaji pfimku y = x v pevném bodé
(2,2).

Prubéh prislusnych iteracnich schémat metody postupnych aproximaci je graficky znazornén na
obrézcich 4 a 5. Sipka ve svislém sméru odpovida vipoétu hodnoty dané funkce v néjakém bodé
a vodorovna sipka smérujici k pfimce y = = vyznacuje, ze se vysledek predchoziho vypocétu hod-
noty funkce g pouzije jeko argument pro ptisti vypocet funkéni hodnoty. U prvni z uvedenych
funkci vidime, ze i pres to, ze pocatecéni bod je velmi blizko Teseni, postupné aproximace diver-
guji. U ostatnich tif funkci je vidét, ze postupné iterace konverguji k pevnému bodu, i kdyz byly
odstartovany v bodé, ktery je od feseni relativné daleko. Zda se pritom, zZe rychlosti konvergence
pro tyto tii funkce se mohou lisit.

Jak lze z grafi funkci na obréazcich 4 a 5 vidét, chovani metody prosté iterace se muze znacné
odlisovat, od divergence pres pomalou konvergenci k rychlé konvergenci. Nejjednodussi (i kdyz
ne nejobecnéjsi) zpusob, jak charakterizovat chovani itera¢niho schématu xp1 = g(xy) pro Te-
seni tlohy na pevny bod tvaru z = g(x), je pokusit se vzit v ivahu derivaci funkce g v hledaném
feSeni z* za predpokladu, ze funkce g je hladka a tato derivace existuje. Da se ukazat, ze pokud
x* = g(z*) a |¢'(z*)| < 1, pak itera¢ni schéma metody postupnych aproximaci lokalné kon-
verguje. To znamend, ze existuje néjaky interval obsahujici z* takovy, ze metoda prosté iterace
s funkci g konverguje, pokud je odstartovana z néjakého xg, jez lezi uvniti tohoto intervalu.
Rikdme také, Ze metoda konverguje pro dostateéné blizké pocatecni priblizeni. Naproti tomu
pokud |¢'(z*)| > 1, pak metoda prosté iterace diverguje pro jakékoli pocatecni pfibliZzen{ kromé

T*.

Dtikaz tohoto tvrzeni je zalozen na vété o stfedni hodnoté funkce, ale z Casovych duvodi jej zde
neuvadime, jakkoli neni slozity (viz [2], [3] nebo [1]). Plyne z néj ale také to, ze pokud metoda

10



34 34
y:;5272
2 2
1- 1-
0 \ \ I 0 I I
0 1 2 3 0 1 2 3

Obrazek 4: Metoda postupnych aproximaci pro prvni a druhou funkei g.
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Obrazek 5: Metoda postupnych aproximaci pro treti a ¢tvrtou funkei g.
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konverguje, je jeji asymptoticka rychlost konvergence linedrni s konstantou C' = |¢/(z*)|. Cim
mensi je tato konstanta, tim je konvergence rychlejsi, a idedlni by tedy pro danou rovnici (1) bylo
najit ekvivalentni formulaci (2) s funkei g, pro niz by platilo ¢'(z*) = 0. V takovém pripadé se d4
pomoci Taylorova rozvoje opét pomérné snadno ukazat, ze konvergence je nejméné kvadraticka.
V pristim odstavci si popiseme jeden systematicky zpusob takové volby funkce g pro rovnici
f(z) =0.

Priklad 10 (Konvergence metody postupnych aproximaci). Pro ¢tyfi ulohy na pevny bod z pred-
chazejiciho prikladu mame nésledujici vysledky:

1. ¢'(x) = 2z, takze ¢'(2) = 4 a metoda postupnych aproximaci tedy diverguje.

2. ¢'(x) = 1/(2/x + 2), takze ¢'(2) = 1/4 a metoda postupnych aproximaci konverguje
lindrné s konstantou C' = 1/4. Kladné znaménko derivace ¢'(2) vede k tomu, Ze se iterace
priblizuji k pevnému bodu z jedné strany.

3. ¢ (x) = —2/2?%, takze ¢’(2) = —1/2 a metoda postupnjch aproximaci konverguje line-
arné s konstantou C' = 1/2. Zaporné znaménko derivace ¢'(2) vede k tomu, zZe se iterace
priblizuji k pevnému bodu po spirdle, stridavé vzdy z opacné strany.

4. ¢'(z) = (22% — 2z — 4)/(2z — 1)?, takze ¢'(2) = 0 a metoda postupnych aproximaci
konverguje kvadraticky.

2.3 Newtonova metoda

Metoda bisekce nepouziva jiné vlastnosti funkcénich hodnot nez jejich znaménka, coz vede
k tomu, ze konverguje vzdy, ale pomalu. Pokud se vyuziji také velikosti funkénich hodnot,
muzeme odvodit rychleji konvergujici metody, které nam v kazdé iteraci budou davat presnéjsi
aproximaci kofene fesené rovnice. V prvni radé se zde vyuziva aproximace funkce f vystupujici
v rovnici pomoci prvnich dvou ¢lent jejiho Taylorova rozvoje, tedy

fl@+h)~ fz) + f'(2)h,

coz je linearni funkce h, ktera aproximuje f v okoli bodu x. Nahradime tudiz nelinedrni funkci
f touto linedrni funkei, jejiz nulovy bod v h se snadno vypocitd, je to h = —f(x)/f'(z), pokud
ovSem f’(z) # 0. Je jasné, ze kofeny obou téchto funkei nejsou obecné identické, takze popsany
postup musime iteracné opakovat. To vede k itera¢ni metodé, které se fika Newtonova metoda
(nebo také Newtonova-Raphsonova), jejiz algoritmus uvadime jako Algoritmus 2.

Algoritmus 2 Newtonova metoda
Require: Funkce f, pocatecni aproximace xg, chybova tolerance Ayq
Ensure: z*: f(z*) =~ 0
k<0
while | f(z1)| > Atol do
Tp1 < ok + f(or)/ [ (2k)
k< k+1
end while

Ne obrazku 6 ukazujeme, ze Newtonova metoda se da interpretovat jako aproximace funkce
f pobliZ zj teénou ke grafu funkce vedenou v bodé (zy, f(zx)). Jako dalsi aproximaci FeSeni
pak bereme nulovy bod této linearni tecné funkce a proces postupné opakujeme. Nékdy se
Newtonové metodé proto také rika metoda tecen.

12
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Obrazek 6: Newtonova metoda pro feseni nelinedrni rovnice.

Priklad 11 (Newtonova metoda). Newtonovu metodu predvedeme opét na hledani kofene rov-
nice
f(z) =2* —4sinz = 0.

Derivace této funkce je
f'(x) =2x — 4cosw,

takze itera¢ni schéma je ddno vzorcem

Thir = Tp — :1:% — 4 sin xy, .
2xp — 4 cos xp

Jako pocatecni priblizeni zvolime zg = 3 a postupné obdrzime posloupnost iteraci, ktera je

uvedena dale. Pfitom hy = —f(xy)/(xg) oznacuje zménu xy, v kazdé iteraci. Iteraéni proces

muzeme ukoncit, kdyz bude |hg|/|xk| nebo |f(zk)|, nebo oboji, mensi nez ndmi predepsand

tolerance.

T, f(zg) f' () Ry
3.000000 8.435520 9.959970 -0.846942
2.153058 1.294772 6.505771 -0.199019
1.954039 0.108438 5.403795 -0.020067
1.933972 0.001152 5.288919 -0.000218
1.933754 0.000000 5.287670  0.000000

=W N = O

Na Newtonovu metodu se miizeme také divat jako na specialni zptsob prevodu nelinearni rovnice
f(x) = 0 na tlohu o pevném bodé pro jistou funkci g, tedy = = g(z), kde za funkeci g volime

g(z) =z — f(2)/f (2).

a pevny bod hleddme metodou postupnych aproximaci. Abychom vysetfili konvergenci metody,
potfebujeme tedy nejprve znat derivaci funkce g, coz je po tpravé

g'(z) = f@)f"(2)/(f (x))?

(pokud f'(x) # 0). Je-li tedy z* jednoduchy kofen, tj. f(z*) =0 a f'(z*) # 0, pak ¢'(z*) = 0.
Newtonova metoda méa tedy pro jednoduché koreny asymptoticky kvadratickou rychlost kon-
vergence, tedy r = 2.

13



Kvadraticka rychlost konvergence Newtonovy metody znamend, ze asymptoticky (v blizkosti
kotene) se chyba metody po kazdé iteraci umocni na druhou. Jinak také muzeme Fici, Ze se
pocet presnych (spravnych) ¢islic priblizného feseni po kazdé iteraci zdvojnasobi. Naproti tomu
pro nésobné kofeny je Newtonova metoda pouze linedrné (lokélné) konvergentni s konstantou
C' =1—(1/m), kde m je ndsobnost po¢itaného kotene. Opét ale musime zduraznit, ze tyto tvahy
o konvergenci plati pouze lokalné v néjakém vétsim nebo mensim okoli hledaného korene a ze
Newtonova metoda, kterda neni odstartovana dostatecné blizko ke kofeni, nemusi konvergovat
vibec. Jednoduchy piiklad je situace, kdy nékdy béhem iteraci bude f'(zx) relativné malé (graf
funkce f bude mit v bodé zj témér vodorovnou teénu) a v dusledku toho bude nésledujici
iterace mit tendenci lezet nékde daleko od posledniho priblizeni.

Priklad 12 (Newtonova metoda pro nasobny kofen). Nésledujici dva piiklady ukazuji oba typy
vyse popsaného chovani Newtonovy metody. Prvni z nich ukazuje kvadratickou konvergenci
k jednoduchému korenu, druhy linearni konvergenci k ndsobnému korenu. Nasobnost korene ve
druhém z uvedenych piikladu je 2, takze C = 1/2.

f)=22-1 f(r)=22-22+1

k  xp Tk

0 2.0 2.0

1 1.25 1.5

2 1.025 1.25

3 1.0003 1.125

4 1.00000005 1.0625
5 1.0 1.03125

2.4 Metoda secCen

Jistou nevyhodou Newtonovy metody je, ze za jeji kvadratickou konvergenci platime tim, ze
v kazdém itera¢nim kroku musime kromé funkéni hodnoty pocitat také hodnotu derivace. Vy-
pocet hodnot derivace pritom muze byt nepohodlny nebo ¢asové narocny, takze bychom mohli
uvazovat o tom, ze hodnoty derivaci budeme nahrazovat diferenénimi podily vyplyvajicimi z
definice derivace funkce, tedy bychom mohli pro vhodné dostatecné malé h klast napriklad

o fat ) - @)
f(@) ~ S

To by ovSem znamenalo pocitat v kazdé iteraci jednu funkéni hodnotu navic, a to jen proto,
abychom ziskali pribliznou informaci o hodnoté derivace. Lepsi je zalozit podobnou diferencni
aproximaci derivace na funkénich hodnotéach, které jsme uz béhem iteraci stejné vypocitali, a

klést
Flax) ~ f(xy) — f(xk—l)‘

Lk — Tk—1

Tento postup vede k metodé secen, jejiz algoritmus uvadime jako Algoritmus 3. Na obrazku
7 vidime, Ze metoda secen se da interpretovat jako aproximovani funkce f piimkou prochéze-
jici predchozimi dvéma iteracemi, tedy se¢nou, pricemz za nové priblizeni bereme nulovy bod
této linearni funkce. Na rozdil od Newtonovy metody zde ovSsem potiebujeme dvé pocatecni
aproximace.

Algoritmus 3 Metoda secen
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Obrazek 7: Metoda secen pro reseni nelinearni rovnice.

g, T1 = pocatecni aproximace
for k=0,1,2,...
Tpy1 = v — fog) (@ — 2p-1)/(f(2r) — f(2k — +))

end

Priklad 13 (Metoda secen). Metodu secen budeme ilustrovat opét na hledani kofene rovnice
f(z) =2* —4sinz = 0.

Za potrebna dvé pocatecni priblizeni vezmeme xy = 1 a 1 = 3, vypocitame piislusné funkéni
hodnoty a za dalsi priblizné feseni vezmeme prusecik primky spojujici tyto dvé funkéni hodnoty
s nulou. Cely postup pak opakujeme, pricemz pouzijeme toto nové ziskané priblizeni korene a tu
novéjsi ze dvou predchazejich iteraci, takze v kazdém itera¢nim kroku potrebujeme vypocitat
pouze jednu novou funkéni hodnotu. Posloupnost provedenych iteraci je uvedena v tabulce, kde
hi oznacuje zménu xj v prislusné iteraci.

k xy, f(zk) hy,

0 1.000000 -2.365884

1 3.000000 &8.435520 -1.561930
2 1.438070 -1.896774 0.286735
3 1.724805 -0.977706 0.305029
4 2.029833 0.534305 -0.107789
5 1.922044 -0.061523 0.011130
6 1.933174 -0.003064 0.000583
7 1.933757 0.000019 -0.000004
8 1.933754  0.000000  0.000000

Protoze kazdé nové priblizné Teseni, které dava metoda secen, zavisi na dvou predchozich ite-
racich, je vysetrovani konvergence metody o néco slozitéjsi a detaily jsme nuceni zde vypustit.
Uvadime alespon, ze se d& dokdazat, ze chyby metody spliuji pro jistou kladnou konstantu ¢ > 0

vztah
y ekt

koo lex| - Jep—1|

coz znamena, ze posloupnost iteraci metodou secen lokalné konverguje a rychlost konvergence
je superlinedrni. Presnéji (viz [2], [3] a [1]) se d& ukdzat, ze asymptotickd rychlost konvergence

15



metody se¢en je!

H
+
B

r= ~ 1,618.

2
Stejné jako u Newtonovy metody je i u metody secen ke konvergenci nutno iterace odstartovat
dostatecné blizko kofene.

Porovname-li metodu se¢en s Newtonovou metodou, vidime, Ze metoda secen mé vyhodu v
tom, ze v kazdé iteraci potiebuje vypocitat pouze jednu novou funkéni hodnotu. Za nevyhodu
bychom mohli povazovat to, ze vyzaduje dvé startovaci hodnoty a ze vic¢i Newtonové metodé
konverguje pomaleji, i kdyz stale superlinedrné. Mensi pracnost provedeni jedné iterace vyvazi
u metody secen zpravidla to, ze k dosazeni kone¢ného vysledku musime provést vétsi pocet
iteraci. D4 se tedy Tici, ze nalezeni ptiblizné hodnoty feseni nelinedrni rovnice metodou secen
je casto méné pracné nez pouziti Newtonovy metody.

3 Dodatky

3.1 Bezpecné metody

Rychle konvergujici metody pro numerické feseni nelinearnich rovnic jako jsou naptiklad New-
tonova metoda ¢i metoda seCen (dalsi takové metody lze najit v literatute [2, 3, 1]) nejsou
bezpecné v tom smyslu, ze pokud nejsou odstartovany dostatecné blizko korene, nemusi kon-
vergovat. Bezpecnou metodou v tomto smyslu je metoda piileni intervalu, ktera je ale pomala
a tedy nakladna. Jakou metodu tedy volit?

Resenim tohoto dilematu jsou hybridni metody, které jsou zahrnuty ve vétsiné moderntho ma-
tematického softwaru a které v sobé kombinuji vlastnosti obou vyse popsanych typt metod.
vergentni metodou a pritom docilit toho, Ze iterace zistavaji uvniti pocate¢ni uzavéry kotene.
Pokud nasledujici aproximace reseni rychlym algoritmem padne mimo interval uzavéry, vratime
se a provedeme jednu iteraci bezpecnou metodou, napriklad bisekci. Pak se miize zkusit opét
pouzitd rychla metoda, tentokrit ovSem uz na mensim intervalu a s vétsi nadéji na tspéch. ke
konci vypoctu uz by mély iterace bézet tou rychlou metodou. Uvedeny postup je jen ziidka
horsi nez pouzitd pomald metoda, zpravidla je mnohem rychlejsi.

Popularni implementace vySe popsaného hybridniho postupu dnes pochazi od Brenta (v lite-
rature také tedy Brentova metoda) a kombinuje v sobé bezpeci bisekce s rychlejsi konvergenci
tzv. inverzni kvadratické interpolace (vice k tomu viz [1]). Diky tomu, Ze se zde vyhybdme
Newtonové metodé, nejsou k vypoctu zapotiebi hodnoty derivace. Soudoby kvalitni software
musi pri implementaci metody vzit v ivahu také to, Ze se jeji algoritmus realizuje v pocita-
¢ové aritmetice, tedy napt. ohlidat mozna prekroceni rozsahu pocitace nebo neprimérené ptrisné
pozadavky na presnost vysledku. Dobrou implementaci vySe popsaného postupu predstavuje
napriklad funkce fzero v Matlabu.

Poznamenavame jesté, ze jakousi kombinaci metody bisekce a metody secen je metoda regula
falsi (z lat., doslova pravidlo false). Kazdy jeji krok zac¢ind tim, Ze body xy a z_ tvori uzavéru
hledaného korene, ale misto aby se v kazdém kroku interval uzavéry pulil, vypocita se nejprve
Zr4+1 pomoci vzorce metody seCen. Pribéh funkce se tedy na daném intervalu opét nahradi
secnou. Pak se z takto ziskanych t¥i boda zachovaji ty dva, v nichz ma funkce f opac¢nd zna-
ménka, a postup se opakuje. Metoda regula falsi je dalsi vzdy konvergentni metodou, musime ji

'Pokud vam to &islo piipada povédomé, p¥ipomindm, Ze je to hodnota zlatého fezu.
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ovSem odstartovat z uzaveéry kotrene. Jeji konvergence je pouze linedrni a mize, ale nemusi byt
rychlejsi nez metoda puleni. Lze také ukazat, ze v nékterych pripadech miize jeden z krajnich
bodl uzavéry zistavat béhem iteraci trvale beze zmény a ackoli druhy bod konverguje ke kofenu
rovnice, uzdvéra se nemuze zmensit pod jistou mez.

3.2 Numericky vypocet korenti polynomu

A7z dosud jsme se zabyvali metodami pro nalezeni jednoho nulového bodu obecné reilné funkce
jedné redlné proménné. Pokud je uvazovand funkce polynom p(z) stupné n, pak potfebujeme
¢asto najit vSechny jeho nulové body, z nichz nékteré mohou byt komplexni, i kdyz polynom sam
nez zname o nulovych bodech obecnych funkci. Predevsim je zde tzv. zdkladni véta algebry,
podle niz kazdy polynom stupné n mé v komplexni roviné pravé n nulovych bodu (kofent),
pokud kazdy z nich pocitame tolikrat, kolik ¢ini jeho ndsobnost. Dale se da ukazat, ze pokud
ma redlny polynom komplexni koreny, vyskytuji se tyto kofeny vzdy ve dvojicich komplexné
sdruzenych cisel, tedy jako x + By.

Pro hledani korent polynomii neni nezbytné pouzivat komplexni aritmetiku, leckdy lze pocitat
jejich realné a imaginarni ¢asti x a y oddélené. Pro vypocet korent polynomu existuje rada
moznosti:

e Pouzijeme nékterou z popsanych obecnych metod(napt. Newtonovu metodu) a nalezneme
jeden kofen x. Pak déle pracujeme s redukovanym polynomem p(z)/(z—x1), jehoz stupen
je o jednicku nizsi. Postup opakujeme tak dlouho, dokud nestanovime vSechny koteny.
Metoda se komplikuje, pokud narazime na komplexni koren.

e K danému polynomu sestavime jeho doprovodnou matici, coz je specidlni matice majici
vlastni ¢isla shodnd s koreny polynomu. Pak néjakou vhodnou numerickou metodou al-
gebry stanovime jako koreny daného polynomu vlastni ¢isla této matice. Tento postup,
ktery je pouzit ve funkci roots v Matlabu, je spolehlivy, ale neni tak efektivni jako pouziti
numerickych metod odvozenych specidlné pro vypocet korenii polynomu.

e Pouzijeme nékterou ze specidlnich metod pro vypocet nulovych modu polynomi. Najdou
se mezi nimi jak bezpecné metody, které izoluji koreny napriklad ve sjednoceni diskt v
komplexni roviné (ty jsou ovSem podobné jako bisekce pouze linedrné konvergentni), tak
rychle konvergujici metody (i rychlejsi nez je Newtonova metoda). O téchto specidlnich
metodach se lze poucit napiiklad v [2, 3].

3.3 Numerické reseni soustav nelinearnich rovnic
Resenf soustav nelinearnich rovnic je obtiznéjsi, nez je tomu u jedné rovnice, a to z fady davodi:

Vv

vvvvv

e Konvencéni metody pouzivané pro jednu rovnici se leckdy daji viceméné primocare zobec-
nit i pro soustavy, ale u soustav neni jednoduchy zpusob, jak zobecnit pojem uzavéry
feseni, takze zde neni jednoduché sestrojit bezpecné, globalné konvergujici metody. Urcité
moznosti zde ale existuji, nicméné se vymykaji moznostem tohoto textu a nenajdou se
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ani v béznych ucebnicich. Nicméné v Matlabu je pro reseni soustav nelinedrnich rovnic k
dispozici veelku spolehliva funkce fsolve.

e Pracnost numerického reseni soustav nelinearnich rovnic roste nelinearné s poc¢tem nezna-
mych. Tak napiiklad jeden itera¢ni krok Newtonovy metody pro soustavu o n neznamych
znamens obecné vypocet n? hodnot derivaci a jedno feseni souatavy n linedrnich rovnic o
n nezndmych, coZ je samo o sobé obecné Fadové n? aritmetickych operaci. Také organizacéni

vvvvvv

Jak jsme uvedli jiz na zac¢atku tohoto textu, studium problematiky soustav se zde vymyka nasim
¢asovym moznostem. Uvodni informace muze zdjemce najit v doporucené literatute [2], [3], [1].
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