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1 Interpolace Lagrangeovym polynomem

V prednéasce jsme si popsali princip konstrukce Lagrangeova interpola¢niho polynomu. Vytvofte podle
tohoto popisu nejprve funkci L=lagr_ctor(x,y), jez pro zadané interpolacni uzly x; a funkéni hodnoty
yi = f(zi), 1 =0,1,2,...,n, shromézdi informaci nutnou pro budouci vy¢isleni celkem n + 1 Lagran-
geovych bazovych polynomi ¢;(z) stupné n a jejich skaluje funkénimi hodnotami f(z;) interpolované
funkce v uzlovych bodech.

Vystupem funkce je matice L, 1)y (n41) Ve tvaru
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S matici L nebudeme provadét zadné maticové operace, pouzivame ji pouze jako kontejner pro uchovani
hodnot potfebnych k vypoctu interpolac¢niho polynomu. Stejné tak bychom mohli pouzit néjakou jinou
vhodnou datovou strukturu.

Druhou funkci, kterou je potfeba vytvofit, je funkce y=lagr_eval (x,L), kterd pro maticové schéma
datné obsahem matice L vy¢isluje Lagrangetiv interpolacni polynom L, (x), tedy soucet
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Piipominam, Ze [; ; oznacuje prvek v i-tém radku a j-tém sloupci matice L.

2 Intepolace Rungovy funkce

Pomoci funkei vytvofenych vyse interpolujte Rungovu funkci

1

1) =550

a ukazte, ze pro rostouci pocet inteprola¢nich uzla vede jejich ekvidistantni rozmisténi k velkym neptes-
nostem na okrajich interpola¢niho intervalu. Obdobné jako v prednésce uvazujte intepolacni interval

(—1;1).

Rungovu funkci nejprve implementujte jako y=rungefnc (x).



2.1 Ekvidistantni uzly

Zvolte ekvidistantni iterpolaéni uzly pro interpolaéni polynom 5. a 10. stupné (uzli bude tedy 6 respek-
tive 11 a budou rozmistény ve stejné vzdalenosti od sebe na intervalu (—1;1)) a uloZte je do vektorii
xeb a xel0. Vyhodnotte Rungovu funkci pro tyto vektory a vysledek ulozte do vektori ye5 a yel0.

Pouzijte funkci lagr_ctor() ke konstrukci matic naskilovanych bazovych polynomut Leb a Lel0 a
funkci lagr_eval() k vyhodnoceni Ls(z) a Lig(z) bodech

= —1,00,0,98,0,96, . ..,—0,02,0,00,0,02,...,0,98,1,00.

V Matlabu lze vektor x vytvorit jednoduse jako x=-1:0.02:1.

Vykreslete do jednoho grafu prubéh funkce f(z) a odpovidajicich interpola¢nich polynomu Ls(x) a
L10 (.%') .

Vyhodnotte diskrétni normu chyby ||E||3! a diskrétni CebySevovu normu || E||2}
polynomu pro vyse zadany vektor hodnot x.

obou interpola¢nich

2.2 Cebysevovy uzly

Zvolte opét n + 1 = 6 respektive 11 interpolacnich uzli rozmisténych tentokrat na intervalu (—1;1)

nerovnomeérné v bodech
214+1 =« .
T; = COS , 1=0,1,...n
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a ulozte je do vektorti xcb a xc10. Vyhodnotte Rungovu funkci pro tyto vektory a vysledek ulozte do
vektori ycb a yc10.

Pouzijte funkci lagr_ctor() ke konstrukci matic naskilovanych bazovych polynomu Lcb a Lcl0 a
funkci lagr_eval () k vyhodnoceni Ls(x) a Lig(z) bodech

x = —1,00,0,98,0,96,...,-0,02,0,00,0,02,...,0,98,1,00.

Vykreslete do jednoho grafu prubéh funkee f(z) a odpovidajicich interpola¢nich polynomu Ls(x) a
Llo(x). B

Vyhodnotte diskrétni normu chyby ||E||3! a diskrétni Cebysevovu normu || E||2! obou interpola¢nich
polynomt pro vyse zadany vektor hodnot x.

3 Interpolace kubickymi splajny [bonus]

Jako interpolacni splajn oznacujeme v oboru numerické matematiky jakoukoliv dostateéné hladkou a po
¢astech polynomialni interpola¢ni funkei uréenou k interpolaci neznamé funkece f(z) zadané tabulkou
n + 1 funkénich hodnot yo, y1, - .., yn. Nejcastéji pouzivame kubické splajny, konstruované po ¢astech
z polynomiu

@;(t) =a; +bjt+cjt* +d;t3,
kde t € (0;1) a j =0,1,...,n — 1. Polynom ¢;(t) interpoluje pro t = (x — z;)/(xj41 — x;) pavodni
funci f(x) mezi uzlovymi body z; a x;11.

3.1 Vypocet koeficienti

Koeficienty aj, bj, ¢;, d; lze ur¢it z podminek pro ,hladkou navaznost interpola¢ni funkce (spojitost
dil¢ich interpola¢nich polynomu v uzlech az do druhé derivace) néasledujicim postupem. Nejprve si
pfipravime

0 (0) = y;
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90;(0) Dj =b,

@;(1) = Djy1 = bj +2¢; + 3d;.



Za pfedpokladu, Ze zname hodnoty y;, y;jy1, Dj a Djiq lze z této soustavy urcit aj, bj, c;, d; jako
aj =y
bj = D]’
¢j = 3(Yj+1 = yj) —2Dj = Djn
dj = =2(yj+1 — y;) + Dj + Dj1.

(1)

Zbyva urcit hodnoty D;. K tomu vyuzijeme pozadavku na spojitost az do druhé derivace v interpo-
la¢nich uzlech,

©j(0) = y;
pj-1(1) = y;
@i 1(1) = ¢3(0) = Dy
@;_1(1) = ¢}(0),

pfi¢emZ pro koncové uzly polozime druhé derivace rovné nule (je to volba stejné Spatné, jako vSechny
ostatni volby, protoze o funkci f(x) nevime kromé funkénich hodnot v uzlech vibec nic),

Celé to lze zapsat jako soustavu linearnich rovnic s t¥idiagonalni matici soustavy (pozor pii imple-
mentaci na pravou stranu, prvni a posledni fddek vektoru b mé jinak sestavené hodnoty, nez zbylé
slozky):
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Tuto soustavu lze v Matlabu Fesit jako d=A\b, pifipadné muzete vyuzit implementace GEM z minulého
cviceni.

3.2 Implementace

Vytvorte podle tohoto popisu nejprve funkei S=spl_ctor(x,y), jez pro zadané interpolaéni uzly z; a
funkéni hodnoty y; = f(x;), i« = 0,1,2,...,n, zkonstruuje kubucky splajn ¢(z) slozeny z celkem n
kubickych polynomu ¢;(x) stupné 3 tak, ze nejprve urci vektor d hodnot D; ze soustavy (2) a poté
jednotlivé koeficienty ze soustavy (1).

Vystupem funkce je matice S, 11)x5 ve tvaru
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Druhou funkei, kterou je potieba vytvorit, je funkce y=spl_eval(x,S), ktera vy¢isluje splajn ¢(z)
definovany mezi uzly zg a x,. Funkce



1. nejprve podle polohy = uréi odpovidajici j =0,1,...,n — 1, potom
2. vypocte odpovidajici hodnotu ¢ = (z — z;)/(zj4+1 — ;) a nakonec
3. na zakladé zndmych hodnot ¢t a j vyhodnoti

@;i(t) =aj +bjt+cjt>+d;t?

napiiklad pomoci Hornerova schématu.

3.3 Vlastni akol

Pouzijte Rungovu funkci rungefnc (x) definovanou v Odstavci 2. Zvolte ekvidistantni iterpolacni uzly
obdobné, jako pro interpola¢ni polynom 5. a 10. stupné v odstavci 2.1 (uzla bude tedy 6 respektive 11
a budou rozmistény ve stejné vzdélenosti od sebe na intervalu (—1;1)) a uloZte je do vektort xe5 a
xe10. Vyhodnotte Rungovu funkci pro tyto vektory a vysledek ulozte do vektori yeb a yel0.

Pouzijte funkci spl_ctor () ke konstrukci maticovych schémat S5 a S10 a funkci spl_eval() k vy-
hodnoceni ¢(z) v bodech

x = —1,00,0,98,0,96,...,-0,02,0,00,0,02,...,0,98,1,00.

V Matlabu lze vektor x vytvorit jednoduse jako x=-1:0.02:1.
Vykreslete do jednoho grafu prubéh funkce f(x) a odpovidajicich splajnt ¢(x).
Vyhodnotte diskrétni normu chyby ||E||3! a diskrétni Cebysevovu normu || E||%.
vyse zadany vektor hodnot x.

obou splajnt pro



