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1 Numerické tlohy v analyze a aproximace funkci

Predmétem studia matematické analyzy jsou funkce a operace s nimi. Typickymi lohami mate-
matické analyzy jsou napriklad vypocet integralu z dané funkce pres dany interval, vypocet hod-
noty derivace, feseni diferencidlnich rovnic nebo i pouhé stanoveni hodnoty funkce v nékterém
bodé. Pro ilohy matematické analyzy je charakteristické, ze zpravidla nejde o numerické tlohy,
tj. takové ulohy, kde vstupni i vystupni data jsou vektory o konec¢ném poctu slozek. Protoze na
pocitaci muzeme primo modelovat (naprogramovat) pouze tlohy numerické (piikladem mohou
slouzit tlohy linearni algebry, viz Prednaska 11), byva pfi feSeni tiloh matematické analyzy na
pocitaci nezbytnym pfipravnym krokem pfiblizné nahrazeni (aproximace) dané matematické
dlohy tlohou numerickou. Numerické metody matematické analyzy maji proto ponékud jiny
charakter nez numerické metody algebry.

Obsah této prednéasky je podobné, ale mnohem podrobnéji vylozen v uéebnicich [2], [3] a skrip-
tech [4]. Z&jemce najde jiny styl vykladu a dalsi podrobnosti napriklad v Heathové ucebnici

[1].

1.1 Aproximace funkci

Jednim ze zékladnich tkold numerickych metod matematické analyzy je studium aproximaci
funkei. Pii numerickém feSeni iloh matematické analyzy totiz ¢asto nahrazujeme danou funkci
f, vystupujici v feSsené matematické tloze, jinou funkci @, kterd v néjakém vhodném smyslu
napodobuje funkci f a snadno se pritom matematicky zpracovava ¢i modeluje na pocitaci. Tuto
funkci ¢ pak nazyviame aproximaci (priblizenim) funkce f.

Oblasti matematiky, v nichz pouzivime aproximace, jsou zna¢né rtznorodé. V této prednésce
se budeme zabyvat pouze témi tilohami matematické analyzy, jejichz vstupnimi a vystupnimi
daty jsou redlné funkce jedné redlné proménné. Jiz pouhy vypocet funkénich hodnot takovych
funkei na pocitaci se provadi uzitim aproximaci ¢, jejichz hodnoty se daji vypocitat pomoci
kone¢ného poctu aritmetickych a logickych operaci. Typicky se zde pouzivaji polynomy nebo
raciondlni funkce; to jsou totiz nejobecnéjsi funkce, jejichz hodnoty se daji na pocitaci primo
vy¢islit pomoci konecného poc¢tu operaci. Tyto aproximace jsou ovSsem pro radu funkci jiz zabu-
dovany do vypocetniho systému a uzivatel pocitace si ¢asto ani neuvédomuje, ze pise-li ve svém
programu napfiklad y = sin(x), nahrazuje vypocet hodnoty funkce sinx vypoctem hodnoty
jistého polynomu, aproximace.

V této prednésce se z ¢asovych divodi omezime pouze na aproximace pomoci polynomu. Ne-
budeme se zde zabyvat napriklad aproximacemi pomoci racionalnich funkci, jakkoli maji své
vyhody (a nevyhody) a v poslednich letech se jim vénuje v numerické matematice zna¢na po-
zornost. Podobné vynechavame aproximace pomoci trigonometrickych polynomiu a Fourierovu
analyzu vibec.

Typickym prikladem pouziti aproximaci v matematické analyze jsou také numerické metody pro
vypocet urc¢itého integralu z funkce f. Zde nahrazujeme funkci f funkei o, ktera se snadno inte-
gruje, naptriklad polynomem. Dalsi oblasti numerické matematiky zalozenou na uziti aproximaci
je zpracovani vysledkia méreni. Hledame tu zpravidla jednoduchy analyticky vyraz vyjadrujici
(priblizné) funkéni zavislost, zadanou tabulkou namérenych hodnot.

Pri pouziti aproximaci tedy misto ptivodni tdlohy, ve které vystupovala funkce f, resime tlohu,
v niz misto f vystupuje jeji aproximace ¢. To ma ovSem za nasledek, ze vysledkem vypoctu
nebude pFesné feseni pivodni tlohy. Ukolem numerickych metod analyzy je proto také zkoumat,



co muzeme Fici o odchylce ziskaného priblizného feSeni od presného (teoretického) feseni dané
ulohy. Takové odchylce se fika chyba aproximace.

1.2 Tridy aproximujicich funkci

V celé této predndasce se budeme zabyvat aproximacemi spojitych realnych funkci jedné reilné
proménné. Pri vybéru vhodné aproximace postupujeme v numerické analyze tak, Zze nejprve
predem zvolime tvar aproximujici funkce, ve kterém vystupuji nékteré proménné parametry, a
hodnoty téchto parametria se pak snazime urcit tak, aby ziskana aproximace vyhovovala nasim
konkrétnim pozadavkam.

Obecné se pti hledani vhodné aproximace velmi ¢asto postupuje takto nasledujicim zptisobem.
Zvolime nejprve pevné systém jednoduchych bazovych funkci g, 1, ..., @, takovych, které
se snadno matematicky zpracovavaji nebo se s nimi dobfe pracuje na pocitaci, a danou funkci
f pak aproximujeme linedrni kombinaci ¢ téchto zakladnich funkci. Klademe tedy

p(x) = copo(r) + c191(x) + - -+ + cnpn (). (1)

Otéazka volby aproximace k funkci f se tak prevadi na urceni hodnot parametriu cg,ci,-..,Cn
podle néjakého kritéria vhodného pro tu ¢i onu konkrétni dlohu. Protoze aproximace ¢ dana
uvedenym vyrazem zavisi na parametrech cg, ci, ..., ¢, linedrné, fikdme o ni, ze je linearniho
typu. Pii pevnych bazovych funkcich nazyvame mnozinu vSech moznych jejich linedrnich kom-
binaci tfidou aproximujicich funkci (linedrniho typu).

Priklady casto pouzivanych bazovych funkei jsou

1. 1,z,22,... 2",

2. 1,z — x0, (x —20)%,..., (z — 20)", 2o pevné,
3. 1,cosz,sinx,...,cos Lz,sin Lz (n = 2L),

4. 1,e% e2% el (i2 = —1).

Béazové funkce uvedené v bodech 1 a 2 vytvareji tridu polynomi stupné nejvyse n. Pro bazové
funkce uvedené v bodech 3 a 4 se aproximujici funkce linearniho typu nazyvaji trigonometrické
polynomy.

Prikladem tiid aproximujicich funkci, které nejsou linearniho typu, jsou tifidy racionalnich funkci
(to jsou podily dvou polynomt). Diky tomu, ze tyto funkce zaviseji na svych parametrech
nelinedrné, je teorie a praxe takovych aproximaci ve srovnani s aproximacemi linearniho typu
slozitéjsi. Pro nékteré tlohy vsak aproximace nelinedrniho typu davaji velmi dobré vysledky.

1.3 Vybér aproximujici funkce

Definice 1 (Chyba aproximace). Budiz f dand funkce a ¢ jeji aproximace na intervalu [a, b].
Funkci E danou pro z € [a, b] vztahem

budeme nazyvat chybou aproximace.



Chceme-li vybrat funkci ¢ z dané t¥idy aproximujicich funkei tak, aby byla dobrou aproximaci
funkce f, budeme se jisté snazit o to, aby byla chyba aproximace v néjakém smyslu mala. Ve
vétsiné tloh nés pritom prakticky nezajima znaménko chyby a pri posuzovani kvality aproximace
tak pracujeme pouze s jeji absolutni hodnotou |E(z)| = |f(x) — ¢(x)|.

Moznosti, jak posuzovat (,,mérit“) velikost funkce E na intervalu [a, b], je ale celd fada. V prvni
radé je, podobné jako tomu bylo u vektori, potieba presné Fici, co rozumime ,,velikosti* funkce.
Pojem absolutni hodnoty ¢isla se tak podobné jako tomu bylo u vektoru rozsifuje na pojem
normy funkce. Normu funkce F' oznacujeme ||F'|| a nékteré pouzivané normy zavedeme v pris-
tich odstavcich. Jakou konkrétné zvolime normu v daném pripadé zavisi na tom, jaké pozadavky
na velikost chyby v fesené tloze klademe. Mtzeme napriklad pozadovat, aby maximalni hodnota
|E(x)| na intervalu [a,b] byla mensi nez néjaké dané ¢islo €. Jindy pro nds muze byt dulezita
velikost |E(z)| pouze v nékterych bodech intervalu [a,b]. MuZeme tfeba pozadovat, aby byl
maly integral z funkce |E(x)| pfes cely interval [a,b]. A jsou i dalsi mozné pristupy. To, jakym
zpusobem budeme chybu aproximace mérit, zavisi tedy do zna¢né miry na nasi libovuli. Volbu
vhodného kritéria pro méreni velikosti chyby, podle néhoz chybu mérime v té ¢i oné normé, pak
provadime s prihlédnutim k feSené matematické tloze a zpusobu zadani funkce f.

Predpokladejme nyni na okamzik, zZe jsme jiz zvolili néjakou vhodnou normu pro méreni chyby
aproximace dané funkce f, takze plati ||E|| = || f — ¢|| > 0 (to je jedna ze zdkladnich vlastnosti
vSech norem). Chceme tedy zvolit ¢ z pfedem vybrané tridy aproximaci tak, aby byla tato
norma pokud mozno mala. Je pak nasnadé otazka, zda v dané t¥idé aproximaci existuje nejlepsi
aproximace, tj. aproximace ¢* takova, ze pro vSechny aproximace ¢ z uvazované tridy plati

0<|If =¢"l < IIf =l

Déle nas bude zajimat, zda takova aproximace ¢* (pokud existuje) je jedind a jak ji efektivnim
zpusobem sestrojit, tj. jak stanovit hodnoty koeficientt cg, c1, ..., ¢, ve vztahu (1).

O nejlepsich aproximacich pojednava cela jedna oblast matematiky, teorie aproximaci. Nékteré
priklady nejlepsich aproximaci polynomy uvedeme i zde. Je ale tfeba mit na paméti i to, ze
v praxi je zpravidla primarnim pozadavkem, aby velikost chyby aproximace mérena ve zvolené
normé byla mensi nez néjaké predem dané ¢islo (pozadovand presnost). Ke splnéni tohoto po-
zadavku neni vzdy nutné pouzivat nejlepsi aproximace, nékdy je to dokonce neefektivni nebo
nemozné.

V dalsim vykladu budeme rozliSovat dva zakladni typy kritérii pro méfeni velikosti chyby apro-
ximace podle toho, zda kvalitu aproximace posuzujeme na zakladé hodnot chyby E ve wsech
bodech x € [a, b] (v takovém piipadé budeme pouzivat termin spojity pripad), nebo jen podle
hodnot ve vybrané konec¢né soustavé bodu z; € [a,b],i = 0,1,...,m (diskrétni pripad).

1.4 Meéreni chyby aproximace: spojity pripad

Jak jsme jiz uvedli v ivodu této prednasky, zabyvame se zde funkcemi f, které jsou definovany a
spojité na uzavieném intervalu [a, b], Takové funkce jsou na tomto intervalu kone¢né a nabyvaji
na ném svého maxima a minima. Pro takové funkce rovnéz existuji a jsou konecné vsechny
integraly, s nimz budeme déle pracovat.

Normy, ve kterych budeme mérit chybu aproximace ve spojitém pripadé, budou vsechny —
podobné jako tomu bylo u vektorovych norem v Piedndsce 11 — specidlnimi piipady tzv. p-



normy nebo také Ly-normy

b 1/p
||F|p=</ |F<m>|pdx> Cpzl

7 téchto norem se v praxi velmi ¢asto pouzivaji predevsim dvé nasledujici normy prop =2 a
p = o0. Prvni z nich, nazyvana obvykle Lao-norma, je tedy

1/2
el = ([ )

Vsimnéme si, Ze tato norma reprezentuje jakysi prumér funkce F' ptes cely interval [a, b]. Dalsi
hojné pouzivanou normou je nekonec¢no-norma, které se také iiki CebySevova norma a
kterd je pro spojité funkce vlastné limitou p-norem pii p — oo. Je dana vztahem

[Flloc = max [F(z)].
z€[a,b]

€la

Jako meéritko kvality aproximace se tedy ve spojitém pripadé ¢asto uziva napriklad velic¢ina

[Elloc = If = ¢lloc = max [f(z) — p(z)].
z€[a,b)
Typickym prikladem tloh numerické analyzy, pfi nichz se pouzivaji aproximace vybrané na
zékladé tohoto kritéria, je priblizny vypocet hodnot funkci, zadanych riznymi analytickymi
vyrazy, na pocitaci. Nahrazujeme-li na pocitaci vypocet hodnot takovych funkci na intervalu
[a,b] hodnotami jejich aproximaci, je pfirozené pozadovat, aby |E(x)| byla mald pro vSechna
r € [a, b] stejnomérné. Tomuto pozadavku pravé odpovida pouziti CebySevovy normy pro méfeni
chyby a nejlepsi aproximace ve smyslu této normy se ¢asto nazyva CebySevova aproximace.

Pokud jde o La-normu chyby, je dana vztahem

b 1/2
1Ell2 = If —lla = (/a /() = @(x)\de) :

Tato norma nijak nezdiraznuje maximalni absolutni hodnotu chyby aproximace a da se o ni
Tici, ze vyjadiuje jakousi stfedni hodnotu chyby.

Meéreni chyby aproximace zpusoby popsanymi v tomto odstavci, tedy uziti kritérii spojitého
typu, se uplatni zejména prii praci s funkcemi zadanymi analytickym vyrazem. PTi zpracovani
vysledkti méreni a v fadé numerickych metod matematické analyzy pouzivame jejich diskrétni
obdoby, které popiseme v nésledujicim odstavci. Poznamenavame jesté na zavér, ze vSechny zde
uvedené normy maji stejné zakladni vlastnosti, jako mély vektorové normy uvedené v Prednasce
11, s tim rozdilem, Ze funk¢éni normy nejsou pro meéreni velikosti ekvivalentni tak, jako jsme
se o tom zminovali u vektorovych norem. Divodem je tu mimo jiné skutecnost, ze prostory
obecnych spojitych funkci nemaji konecnou dimenzi n.

Priklad 2 (Nejlepsi aproximace: spojity pripad). Ukézeme, Ze nejlepsi aproximace se mohou pro
rizné normy pouzité k méfeni chyby aproximace podstatné lisit. Postup odvozeni nejlepsich
aproximaci jsme zde nuceni vynechat, uvidime pouze vysledky. Uvedeme zde dvé rizné nejlepsi
aproximace funkce f(x) = +/z na intervalu [0,1] polynomem prvniho stupné. Jako bazové
funkce tedy volime ¢o(x) = 1, v1(x) = = a nejlepsi aproximace hleddme ve tridé funkei tvaru
o(x) =co+ .
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Obrazek 1: Pavodni funkee f(x) = \/z a jeji nejlepsi CebySevova a Lo-aproximace

Nejlepsi Cebysevova aproximace %, ma tvar ¢% (z) =z + % a Cebysevova norma jeji chyby je
|Ellcc = 0,125. Nejlepsi Lo-aproximace ¢} ma tvar ¢j (z) = %x + % a Lo-norma jeji chyby je
0,0471. Mize byt zajimavé nakreslit si graf aproximované funkce i obou nejlepsich aproximaci
— pro kontrolu jej k nahlédnut{ uvddime na Obrazku 1.

Za zminku stoji je§té to, ze Lg-norma chyby Cebysevovy aproximace je 0,0854 a Cebysevova
norma nejlepsi Lo-aproximace je 0,267. Vidime tedy, ze pri hledani optimélni aproximace zte-
telné zalezi na nasem hledisku, tj. na pozadavcich, které na hledanou aproximaci klademe.

1.5 Meéreni chyby aproximace: diskrétni pripad

Funkce f, kterou chceme aproximovat, mize byt zaddna riznymi zptsoby. V praxi je velmi
Casty pripad, kdy je funkce f dana tabulkou

{(zi, f(x;)),i=0,1,...,m}

m + 1 funkénich hodnot f(z;) v bodech x; € [a,b]. V takovych pfipadech méfime chybu aproxi-
mace diskrétnimi obdobami kritérii popsanych pro spojity pripad, v nichz vystupuje pouze dany
konec¢ny pocet hodnot funkce f. Spojité p-normy pouzivané ve spojitém pripadé tak prechazeji
v diskrétni p-normy dané jako

m 1/p
IF[p" = (Z IF(xz)|p> , p>1
i=0

Z téchto norem se v praxi opét velmi casto pouzivaji predevsim dvé nasledujici diskrétni normy
pro p =2 a p = co. Prvni z nich, nazyvanda obvykle opét Lo-norma, je tedy

m 1/2
m __ 2
IF5" = <ZIF(CL’)! > :
i=0
Dalsi hojné pouzivanou normou je diskrétni nekonecno-norma, které se také rika diskrétni Ce-

bysevova norma a ktera je vlastné limitou diskrétnich p-norem pii p — oco. Je ddna vztahem

1% = ,_max |F(z;)].

=U,1,...,



Jako métitko kvality aproximace se tedy v diskrétnim piipadé mize uzit napiiklad veli¢ina

1Bl =11/ = el = _max | [f(xi) - plai).

Nejlepsi aproximace ve smyslu této normy se ¢asto nazyva diskrétni Cebysevova aprozimace.
V diskrétnim pifpadé se CebySevova norma piilis ¢asto nepouziva. Podle naseho nizoru se
v diskrétnim pripadé ctendr castéji setkd s méfenim chyby v Lo-normé, kterd je zde déna
vztahem

m 1/2
IEN5" = IIf = ells" = <Z |f (i) — 80(901')|2> :
1=0

Tato norma nijak nezdiraznuje maximalni absolutni hodnotu chyby aproximace a da se o ni
opét Tici, ze vyjadfuje jakousi sttedni hodnotu chyby. Nejlepsi aproximaci ve smyslu této normy
se Tika také aproximace metodou nejmensich étverci.

Poznamenavame jesté na zavér, ze vSechny zde uvedené normy maji opét stejné zakladni vlast-
nosti, jako mély vektorové normy uvedené v Prednédsce 11. Diskrétni normy jsou totiz vlastné
vektorové normy vektort funkénich hodnot v tabulkovych bodech. Ptesto, ze vektorové normy
jsou ve smyslu uvedeném v Prednasce 11 ekvivalentni, nejsou nejlepsi aproximace sestrojené
v rtznych norméach obecné identické.

Jak jesté uvidime, ve specidlnim pripadé n = m muze byt diskrétni norma chyby aproximace
nulovd, aniz by nutné platila rovnost ¢ = f jako funkci na celém intervalu [a,b]. Nulovost
diskrétni p-normy chyby ovSem znamend nulovost vSech scitanct, a v takovém piipadé tedy
plati p(x;) = f(z;),i = 0,1,...,m. Interpolace s touto vlastnosti se pak nazyva interpolaé¢ni
aproximace. Poznamendvame, ze o chovani interpola¢ni aproximace mezi tabulkovymi body
vSak samotnd nulovost diskrétni normy chyby nic nerika.

Priklad 3 (Nejlepsi aproximace: diskrétni pripad). Budeme opét vySetfovat aproximaci funkce
f(z) = /x na intervalu [0,1] polynomem prvniho stupné. Funkce f nechf je nyni zaddna
tabulkou.

Méme-li funkci f zaddnu tabulkou hodnot v bodech g = 0a 21 = 1, takze f(x9) =0, f(z1) = 1,
mé nejlepsi diskrétni Lo-aproximace ¢} tvar ¢} (x) = x.

Ze je ¢}, nejlepsi aproximace, je ihned vidét z toho, Ze pro jeji chybu E plati

1 1/2
IEIS = 1 - ilh = (Z F) - soi(xmz) =)

i=0
Jde tedy o interpolac¢ni aproximaci.

Bude-li funkce f zadana tabulkou hodnot ve tfech bodech zy = 0,21 = %,xg = 1, bude mit
nejlepsi diskrétni Lo-aproximace ¢} tvar ¢j (z) = = + %(ﬂ — 1). Diskrétni norma chyby této
aproximace jz bude nenulova (kladnd). Aproximace neni interpola¢ni.

2 Aproximace interpolacnim polynomem

Jako aproximace funkci se v numerické matematice velmi casto pouzivaji polynomy. Divodi
pro pouzivani polynomidlnich aproximaci je celd fada [1]. Patii sem pfedevsim to, Ze polynomy



se daji plné popsat koneénym poctem tdaju (stupen, koeficienty) a ze se jejich hodnoty daji
bez problému pocitat konecnym poctem aritmetickych operaci. Dalsim divodem pro uzivani
polynomu je to, Ze se s nimi snadno matematicky pracuje (derivovani, integrovani). Navic,
jak jsme jiz uvedli v Prednasce 10 o numerické integraci, plati pro polynomy Weierstrassova
véta, kterd v podstaté 1iké, ze pomoci vhodné vybranych polynomi mutzeme spojitou funkci
aproximovat s libovolné vysokou presnosti. Upozornujeme jesté na to, ze mnohé vysledky, které
uvadime v této kapitole pro interpolac¢ni aproximace pomoci polynomi, si zachovavaji platnost
i pro jiné t¥idy interpola¢nich aproximaci linedrniho typu (napf. trigonometrické polynomy).

2.1 Obecné o interpolac¢ni aproximaci

Predstavme si, Zze mame danu nasledujici tabulku dat:

t]1,0 20 30 40 50 60
y |19 27 48 53 71 94

Takova data mohou byt vysledkem laboratornich méreni, pricemz ¢ by mohlo predstavovat cas
nebo teplotu a y by mohlo predstavovat vzdalenost nebo tlak. Nebo by uvedena data mohla
predstavovat méreni néjakého prirodniho jevu, jako je treba populace néjakého ohrozeného
druhu ¢i kiivku zareni supernovy v ¢ase. Nebo by data mohla predstavovat ceny akcii v rtiznych
dnech nebo thrny prodeju za urcitd obdobi. A data by mohla také predstavovat hodnoty néjaké
matematické funkce pro rizné argumenty.

U takovych dat existuje fada véci, které bychom s nimi mohli chtit délat. Mohli bychom chtit
vynést data do grafu a nakreslit hladkou kfivku prochazejici tabulkovymi body. Mohli bychom
chtit néjak odhadnou hodnoty dat mezi tabulkovymi body nebo predpovédét hodnoty pro ¢
lezici vné tabulky. Pokud data reprezentuji néjaky fyzikalni jev, tfeba populaci, mohli bychom
chtit stanovit nékteré dilezité parametry, tfeba tedy rist po¢tu narozenych a zemrelych jedinci.
Pokud tabulkova data reprezentuji hodnoty jisté matematické funkce, mohli bychom chtit najit
priblizné hodnoty derivace nebo integralu, popripadé rychle vypocitat hodnotu funkce pro dany
argument.

V této prednasce se budeme zabyvat tim, jak takova diskrétni data vyjadrit pomoci pomérné
jednoduchych funkei, s nimiz se pak da snadno manipulovat. Budeme se pritom nejprve sna-
zit o to, aby tyto jednoduché funkce nejen aproximovaly celkovy trend tabulkovych dat, ale
aby primo prochéazely tabulkovymi body, coz znamend, ze aproximujici funkce musi nabyvat
hodnot danych tabulkou presné. Znamend to, ze diskrétni normy chyby aproximace brané pres
tabulkové body budou rovny nule a budeme tedy hledat nejlepsi aproximace ve smyslu téchto
norem. Takovym funkcim se ¥ik4 interpolanty. S interpolantami jsme se vlastné jiz v minulych
prednaskach setkali. Tak treba v metodé secen pro reseni nelinedrnich rovnic jsme prokladali
primku dvéma funkénimi hodnotami. Nebo, i kdyz jsme to podrobné nepopisovali, je Simpso-
novo pravidlo pro numericky vypocet integralu vysledkem toho, ze tfemi hodnotami integrované
funkce prolozime kvadraticky polynom. Pokusime se nyni podat zde obecnéjsi a systematicky
pohled na problematiku interpolace.

Uvidime, Ze interpolac¢ni polynom stupné nejvyse n se da k tabulkovym bodim jednoznacéné
sestrojit tehdy a jen tehdy, pokud je téchto bodia pravé n + 1. Budeme tedy ptredpokladat,
ze funkce f, kterou chceme aproximovat, je ddna pouze svymi hodnotami v n + 1 bodech
rg,T1,...,Tn & ze chceme najit aproximaci ¢ takovou, kterd bude co nejlépe napodobovat
chovani funkce f v okoli vSech téchto bodt. O tabulkovych bodech z;,7 = 0,1,...,n, v nichz
jsou zadany (tabelovany) hodnoty f(z;), zde budeme predpoklddat, Ze jsou navzijem rizné, a



budeme jim fikat uzly interpolace nebo interpolaéni uzly. O interpolaci tedy hovorime
tehdy, jestlize se aproximujici funkci ¢ snazime volit tak, aby platilo

o(x;) = f(zi), i=0,1,...,n,

a aby tedy presné nabyvala zadanych funk¢nich hodnot. Uvedenym podminkam se 1ika inter-
polaéni podminky.

Pokud se nechceme omezit pouze na interpola¢ni polynomy, mizeme tlohu o interpolaci chapat
i obecnéji. Postupujeme tak, ze nejprve stanovime — s prihlédnutim k predpoklddanym vlast-
nostem tabelované funkce f — vhodnou tfidu aproximujicich funkci, v niz budeme aproximaci ¢
hledat. Prakticky to znamend, ze vybereme vhodnou soustavu bazovych funkci. Pro polynomi-
alni interpolaci jsou ¢asto pouzivany jako bazové funkce monomy, tedy funkce 1, z, 22, ..., z",
i kdyz to neni jedind mozna volba. Konkrétni aproximujici funkci z vybrané tridy, tedy vlastné
koeficienty v jejim vyjadfeni jako linearni kombinace bazovych funkci, pak vybereme na za-
kladé vstupnich dat nasi tlohy, tedy pomoci interpolaénich podminek. Protoze vstupni data nasi
tlohu jsou dana konec¢nou tabulkou a vystupni data jsou dana koneénym poctem koeficientt
€0, Cl,- - - ,Cn, je uloha o interpolaci numerickou tlohou. Uvidime, Ze interpola¢ni aproximace se
pri pevné danych bazovych funkcich da najit v konecném poctu kroki.

Jak jsme jiz poznamenali, interpolac¢ni aproximace ¢ minimalizuje v uvazované tiidé aproximu-
jicich funkef generované n bazovymi funkcemi diskrétni normy ||E|;* s m = n pro libovolné
p > 1, nebot tyto diskrétni normy jsou u interpolac¢nich aproximaci rovny nule. K otazce exis-
tence a jednoznacnosti interpolac¢nich aproximaci se za okamzik vratime, nyni zde ale uéinime
jesté nékolik poznamek.

Tak predevsim jsme v Piikladu 3 vlastné pro n = 1,29 = 0,7 = 1 uvedli interpolaéni aproxi-
maci funkce f(z) = \/x. Skutecné, nejlepsi diskrétni Lo-aproximace ¢J (x) = z z tohoto piikladu
splituje interpolacni podminky z; = /z;,% = 0,1, a je tedy soucasné interpolac¢ni aproximaci ze
t¥idy polynomu nejvyse prvniho stupné.

Ackoliv je interpolace mocnym néastrojem vypoctové matematiky, neni pozadavek presného spl-
néni interpola¢nich podminek vzdy opravnény. Tak napiiklad, pokud jsou vstupni data zatizena
chybami méfeni nebo jinym vyznamnym zdrojem chyb, je obvykle namisté dat prednost vyhla-
zeni takového mozného Sumu postupem, ktery se pouziva v metodé nejmensich ctverci, tedy
aproximovat n + 1 tabulovych dat aproximujici funkci, kterd mé méné nez n + 1 volnych pa-
rametru ¢; (tedy naptiklad polynomem stupné m < n). Chyba nejlepsi aproximace je zde pak
obecné nenulovd, kladné. Piiklad takové nejlepsi Lo-aproximace funkce /2 jsme uvedli opét
v Piikladu 3 prom =2 an = 1.

Podobné se interpola¢ni aproximace obecné nepouzivaji v softwarovych knihovnédch pro vypo-
cet elementarnich a specidlnich funkei, které jsou zahrnuty do vétsiny programovacich jazyki
(véetné Matlabu). V takové situaci je totiz dulezité, aby aproximujici funkce byla blizka apro-
ximované funkci ve vSech bodech intervalu [a, b, a neni pritom podstatné, aby se této funkci
v nékolika vybranych bodech piimo pfesné rovnala. Pouziva se zde tedy spiSe spojita Cebysevova
aproximace.

Je dobré si uvédomit, ze ve vétsiné interpolac¢nich problémi je jista libovile, protoze k da-
ném souboru tabulkovych dat muze existovat mnoho interpolant. I kdyz vyzadujeme splnéni
interpola¢nich podminek, zistava zde jesté rada otevienych otazek:

e Jak ma vibec interpolanta vypadat, tj. jakou tridu aproximujicich funkci médme pouzit?
Tady ndm leckdy mohou pomoci vhodné matematické nebo fyzikalni tvahy.



e Jak by se méla interpolanta chovat mezi tabulkovymi body?

e Me¢la by interpolanta zachovavat nékteré vlastnosti dat, tfeba jejich monoténii, konvexnost
nebo periodicitu?

e Zajimaji nas primarné hodnoty koeficienta ¢;, které pri zvolenych bazovych funkcich defi-
nuji interpola¢ni aproximaci, nebo ndm jde spiSe o vyhodny vypocet hodnot interpolanty
pro jeji vykreslovani ¢i podobné ucely?

e Pokud se tabulkova data a pribéh interpolanty vynesou do grafu, ma byt tento graf
vizualné uspokojivy?

Volba tridy aproximujicich funkci tak pii interpolaci zavisi nejen na datech, ktera chceme popsat,
ale i na odpovédich na takové otazky. Vybér interpolac¢ni aproximace je obvykle zaloZen na tom,

e jak snadno se s interpolantou pracuje (jde tu o urceni koeficientii z danych tabulkovych
dat, vypocet hodnot mimo tabulkové body, derivovani nebo integrace interpolanty atd.),

e jak dobre souhlasi vlastnosti interpolanty s vlastnostmi tabulkovych dat (hladkost, mo-
noténie, konvexita, periodicita atd.).

Neékteré bézné tridy aproximujicich funkci, které se k interpolaci vyuzivaji, jsou

polynomy,

funkce, které jsou po ¢astech polynomy (splajny),
e trigonometrické funkce,
e exponencidlni funkce,

racionalni funkce.

Jak jsme jiz uvedli, v této prednasce se kromé urcitych dvah na obecné trovni soustiedime
vyhradné na interpolaci jednorozmérnych dat prostfednictvim polynomil. Jiné moznosti jsou k
nalezeni v literatufe [2, 3, 4, 1].

2.2 Existence, jednoznacnost a podminénost

Otéazka existence a jednoznacnosti interpola¢ni aproximace se, jak uvidime, vlastné redukuje na
to, zda pocet volnych parametru v obecné funkci z dané uvazované tridy aproximaci souhlasi s
poc¢tem uzlu interpolace. Neni-li tomu tak, pak bud interpolanta obecné neexistuje (parametri
méné nez uzli) nebo neni uréena jednoznacéné (parametru vice nez uzli). Omezime se proto v
dalsim na situaci, kdy pocet uzla i volnych parametru je stejny, tedy n + 1.

Jak jsme uvedli jiz v tvodu, pfi daném souboru tabulkovych dat {(z;, f(x;)),i = 0,1,...,n}
(v souladu s predchozim bereme nyni m = n) vybirdme interpolantu z tfidy funkci, které
jsou linedrnimi kombinacemi danych bazovych funkci g, ¢1,...,p,. Hledand interpolacni
aproximace ¢ tedy bude mit tvar

fl@) = civi(w),
i=0

kde ¢; jsou volné parametry, které je tfeba urcit tak, aby byly splnény interpolac¢ni podminky.
Pro dana tabulkové data tedy pozadujeme, aby platilo

n
plei) = cipi(zy) = flaj) =y;, §=01,....n,
=0
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coz je ale soustava n + 1 linearnich algebraickych rovnic pro n + 1 nezndmych ¢;,7 =0,1,...,n,
kterd se d4 v maticovém tvaru zapsat jako

Ac =y, (2)

kde prvky ¢tvercové matice A fadu n + 1 jsou dény jako a;; = ¢j—1(xi—1) (tj. a;; je hodnota
(j — 1) bazové funkce v (i — 1) uzlu), slozky vektoru pravych stran y jsou zndma data y; =
f(xj—1), a slozky vektoru neznamych c jsou hledané koeficienty c;.

Existence a jednoznacnost reseni dané soustavy nyni zavisi pouze na tom, zda je matice soustavy
A regularni. V takovém piipadé ziejmé interpolacni aproximace existuje a je jedina, jakkoli jeji
konkrétni tvar zavisi na tom, jak jsme konkrétné zvolili bazové funkce. A podobné, citlivost
feseni ¢ na poruchy v datech zavisi na podminénosti matice A. Uvazujeme-li néjakou predem
danou tfidu funkei (tfeba polynomy stupné nejvyse n), pak pro ni muze existovat i fada riuznych
systémi bazovych funkci. Konkrétni volba bazovych funkci pak ovliviiuje nejen podminénost
soustavy Ac =y, ale také objem prace potiebné k jejimu vyreseni a snadnost vypoc¢tu hodnot
interpolanty ¢i jinych manipulaci s ni. Nyni jiz se budeme zabyvat pouze konkrétné polynomialni
interpolaci. Jakkoli se zde pritom jsme nuceni omezit pouze na dva pripady systému bazovych
funkci, upozornujeme, ze existuji a pouzivaji se i jiné pristupy, s nimz se lze seznamit v literature
(2, 3, 4, 1].

2.3 Monomy jako interpolac¢ni bazové funkce

Protoze interpolaéni podminky predstavuji n + 1 podminek na aproximujici funkci, mizeme
ocekéavat, ze jednou z vhodnych trid aproximujicich funkci bude trida polynomi stupné nejvyse
n, které maji n + 1 koeficienti. Nejprirozenéjsi systém bazovych funkci pro tuto tridu tvori
prvnich n + 1 monom1, tedy funkci

pilr)=2', i=0,1,...,n.
Kazda linearni kombinace téchto bazovych funkci je polynom

pu(z) =co+ 1w+ -+ cpa”

stupné nejvyse n. Zapiseme-li nyni interpola¢ni podminky v maticovém tvaru tak, jak jsme
to udélali v minulém odstavci, zjistime, ze vektor c koeficient polynomu, ktery interpoluje

tabulkova data {(z;, f(z;)),7i =0,1,...,n}, je FeSenim soustavy n+ 1 rovnic o n+ 1 nezndmych
1z - ag co f(wo)
PO T I B L

S matici tohoto tvaru jsme se jiz setkali v Odstavci 1.4 Pfednasky 10, kde jsme se zabyvali
numerickymi metodami pro priblizny vypocet integralt; nazyva se Vandermondova matice
a da se o ni celkem snadno ukézat, ze pokud jsou uzly kvadratury navzajem rizné, je regularni.
Pokud by tomu totiz tak nebylo, méla by homogenni soustava rovnic Ac = o netrivialni reseni
a tedy by existoval nenulovy polynom stupné nejvyse n, ktery by mél n + 1 korenu. To ale neni
podle toho, co vime z algebry, mozné.

Z regularity Vandermondovy matice pak plyne, ze pro kazdd nami popsana tabulkova data
existuje pravé jeden interpolaéni polynom stupné nejvyse n. Ctenéfe, ktery jiz tfeba netrpélivé
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listoval nékterou ucebnici numerické matematiky, by tady mohlo zmaést, Zze se setkal s inter-
polaénimi polynomy ruznych nazvu (tfeba Newtoniv nebo Lagrangeuv interpola¢ni polynom).
Nejde pritom o nic jiného nez o rtizné zplisoby zdpisu téhoz jediného interpola¢niho polynomu,
jehoz koeficienty jsou resenim vysSe uvedené soustavy s Vandermondovou matici. Ruzné zapisy
se mohou ukdzat uziteCnymi v ruznych praktickych situacich.

Vsimnéme si na tomto misté jesté dvou véci, o kterych jsme se mozna mohli zminit jiz diive.
Pfedevsim mohou byt uzly interpolace (tabulkové body) rozloZeny zcela libovolné, nemusi byt
ekvidistantni. Jediny pozadavek je zde, aby byly vzajemné rtizné. Pro jistotu také vysvétlime,
pro¢ zde vsude hovoifime o polynomech stupné nejugse n a ne piimo o polynomech stupné n.
Je to proto, ze nékteré z koeficienti ¢; interpolacniho polynomu ndm mohou vyjit nulové a
interpola¢ni polynom pro nasich n + 1 dat mtze mit stupen mensi nez n. Staci si predstavit
treba 10 tabulkovych dat lezicich na pfimce. Ta budou interpolovana vzdy polynomem prvniho
stupné (linedrnim polynomem), at uz interpolacni polynom hleddme ti¥eba ve t¥idé polynomu
stupné 9.

Priklad 4 (Interpolace polynomem). Jako ukazku sestrojeni interpola¢niho polynomu pomoci
monomidlni baze odvodime interpola¢ni polynom druhého stupné, ktery bude interpolovat data
(—=2,-27),(0,—1),(1,0). Vime jiz z predchoziho, ze existuje pravé jeden kvadraticky polynom

p2(z) = co + 1o + 22,

ktery interpoluje t¥i body (xo, v0), (x1,v1), (22, y2). Pouzijeme-li monomidlni bazi, pak jsou koe-
ficienty tohoto polynomu resenim soustavy rovnic

2
I xo g o Yo
Ac=|1 :n% co | =1y | =y

2
1 9 3 C2 Y2

Dosadime-li sem nase konkrétni data, dostaneme soustavu

1 -2 4 (&) =27
1 0 0 C1 = -1
1 11 c2 0

Vyfesime-li tuto soustavu (napiiklad Gaussovou elimina¢ni metodou), dostaneme jako jeji fesent
vektor ¢ = [—1,5, —4]T, takZe hledany interpola¢ni polynom je

po(r) = —1 + 5z — 42°.

Reseni soustavy Ac = y pomoci nékterého standardniho fesice (v Matlabu tfeba ¢ = A\y)
vyzaduje provést fadové n3 aritmetickjch operaci. Vzniké tak otdzka, zda pfi vhodné volbé
bazovych funkei bychom nemohli dospét k soustavé s néjakou matici specidlniho tvaru. Ukazuje
se, ze je to mozné a uvidime to napriklad v pristim odstavci. Pri pouziti monomialni baze
se navic ukazuje, ze Vandermondovy matice jsou pro vétsi n casto Spatné podminéné. Zavisi
to jisté také na rozlozeni uzll interpolace, ale ve vétsiné pripadil se ukazuje, Ze s rostoucim
poc¢tem tabulkovych bodt ¢islo podminénosti Vandermondovy matice vzristd prinejmensim
exponencidlnim zpiisobem. Jakkoli tedy teoreticky je Vandermondova matice regularni, stava se
pri rostoucim n stdle hiure podminénou a pro dostatecné velka n se na pocitaci v jeho konecéné
aritmetice muze jevit jako singularni.

Poznamenavame ale, ze pres eventudlni Spatnou podminénost a z ni plynouci nepresné sta-
noveni koeficienti interpolacniho polynomu bude i tento polynom dobfe spliovat interpolac¢ni
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podminky. Plyne to z toho, ze — jak jsme jiz uvedli u Gaussovy eliminace — Gaussova eli-
mina¢ni metoda s ¢astecnym vybérem hlavnich prvkia dava pri feseni soustav linedrnich rovnic
vzdy mald rezidua, nezavisle na podminénosti soustavy. Pritom ovsem hodnoty koeficientt po-
lynomu samotné mohou byt vypocitany s velkou chybou.

Na zavér v tomto odstavci jesté pripomeneme jeden uzite¢ny zpusob vypoctu hodnot polynomu,
ktery je vyjadfen pomoci monomidalni baze, tedy polynomu tvaru

pn(z) =co+ 1+ - - + cpa™.

Cely postup, kterému se iikd Hornerovo schéma nebo nékdy také syntetické déleni, spociva
vlastné pouze ve vhodném uzdvorkovani. Zapiseme

pn(flf) =cCo + .%'(Cl + I‘(CQ + .’IJ( .. (Cn—l + J,'Cn) - )))

a vidime, ze vypocet jedné hodnoty polynomu timto zptusobem vyzaduje pouze n s¢itani a n
nasobeni. Podobny princip se pouziva i pti sestavovani Vandermondovy matice. Misto aby se
explicitné pocitaly mocniny uzli, pracujeme se vztahem
- '
aij = 0j1(zio1) = ]2} = vi1pjo(®ic1) = xi1aij-1, J=2,...,7.

V Matlabu je pro vypocet hodnot polynomi k dispozici funkce polyval. Koeficienty interpolac-
niho polynomu v monomialni bazi 1ze stanovit pomoci funkce polyfit (ta umoznuje pracovat i
s metodou nejmensich ¢tverct, tedy prokladat daty polynomy, které jsou nizsiho stupné nez od-
povida poé¢tu tabulkovych dat) nebo pomoci funkce interpl (ta umoznuje provadét interpolaci
i s jingymi bézovymi funkcemi nez jsou polynomy).

2.4 Lagrangeuv interpolac¢ni polynom

Jak jsme vidéli jiz diive, matice soustavy interpola¢nich podminek (2) je ddna hodnotami béa-
zovych funkci v uzlech interpolace. Vznika tedy otazka, jak vhodné volit polynomialni bazové
funkce tak, aby matice A soustavy (2) méla jednoduchy tvar a tato soustava se snadno fesila.
Nejjednodussi matici dostaneme postupem, ktery pochéazi od klasického francouzského mate-
matika Lagrange. Tato matice A bude jednotkovd, nebude tedy co Tesit a koeficienty u Lagran-
geovych bazovych funkei budou piimo funkéni hodnoty.

Aby matice A vysla jednotkova, potfebujeme tedy zvolit bazové funkce ¢;,i = 0,1,...,n, tak,
aby platilo ¢;(z;) = 1 a ;(zx) = 0 pro ¢ # k. Snadno se ovéri, ze témto podminkam budou
vyhovovat bazové funkce tvaru

_ @ox)@—m) - (w—wia) (@ —2ip1) - (2 — )
(zi — o) (wi —21) -+ (%5 — wim1) (5 — ig1) -+ (2 — 20)

(3)
kterym se rikd Lagrangeovy bazové polynomy nebo nékdy také fundamentalni poly-

nomy. Interpolac¢ni polynom zapsany v téchto bazovych funkcich se nazyva Lagrangetv in-
terpolacni polynom a podle toho, co jsme vyse fekli o matici A, ma tvar

n
Lu(z) =Y fzi)li(x).
i=0
Je to tedy opét polynom stupné nejvyse n a vzhledem k jednoznacénosti interpola¢niho polynomu
je pouze jinym zapisem polynomu, ktery bychom dostali s monomialni bazi ve tvaru, na ktery

jsme bézné zvykli.
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Pouzijeme-li Lagrangeovy bazové polynomy, je tedy snadné pro dand tabulkova data data zapsat
interpola¢ni polynom a koeficienty v jeho vyjadreni jsou naprosto dobfe podminéné. Ale hodnoty
interpola¢niho polynomu v Lagrangeové tvaru je pracnéjsi pocitat nez je tomu u polynomu v
monomialni bazi, kde se da pouzit Hornerovo schéma. Lagrangeovy polynomy se také hure
derivuji, integruji atd. Z téchto divodu se z Lagrangeovych interpolac¢nich polynomu pouzivaji
spise polynomy nizsich stupnt.

Priklad 5 (Interpolace Lagrangeovym polynomem). Necht je funkce f déna svymi hodnotami
ve ¢tyfech bodech zg = 0,21 = 1,29 = —1,23 = 3 a necht funkéni hodnoty v téchto bodech
jsou f(0) = 1,f(1) = 2,f(—1) = 2, f(3) = 0. Vypocitame pfibliznou hodnotu f(2) pomoci
Lagrangeova interpola¢niho polynomu Lg, ktery pii téchto datech bude tretiho stupné (n = 3),

La(x) = f(xo)lo(x) + f(x1)li(x) + f(z2)la(x) + f(x3)l3(2).

Podle (3) vyjde prvni baze

b)) = ~Lo(@+ D@ -3),
l(z) = —iz(z—1)(z-3),
l3(x) = grr(r—1)(z+1)

Samotny polynom L3 méa tvar

Lg(x) = 1- 60(96) +2- 61(.%) +2- 62(.%‘) +0- 53(1‘) =
%(:c —1)(x+1)(x—3)— %a:(:c +1)(z—3) — %x(a: —1)(x—-3)=
= —%x3+x2+%m+l,

kde posledni Fadek jsme ziskali rozndsobenim a je identicky s tvarem polynomu v monomialni
bézi.

2.4.1 Linearni a kvadraticka interpolace

Interpolujeme-li funkci f na zakladé jejich hodnot ve dvou bodech, aproximujeme ji polynomem
prvniho stupné (n = 1) a hovorime o linedrni interpolaci. Interpola¢ni polynom prvniho stupné

L1 ma pak tvar
Tr — I Tr — X
Li(z) =

f(xo) +

ZTo — 1 xr1 — To

f(z1). (4)
Pravé linearni interpolace se ob¢as pouziva pri praci s tabulkami funkei ve stfedni skole.

Je-li n = 2, hovoiime o kvadratické interpolaci. Interpola¢ni polynom Lo druhého stupné ma
tvar
(x —x1)(x — 22) (x — xo)(x — z2) (x —xo)(x — 1)

Lafa) = (i S o) + e L ) o ). (5)
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Priklad 6 (Linearni interpolace). Mame danu tabulku hodnot funkce f(x) = sinx na 5 desetin-
nych mist:
x| 20° 21° 22°
sinz | 0,34202 0,35837 0,37461

Vypocitame pribliznou hodnotu sin 20°18’, tj. sin 20,3°, linedrni interpolaci z funkénich hodnot
v bodech xg = 20° a x1 = 21°. Dostaneme

20,3 — 21 20,3 — 20
in20°18' ~ ————— . 0,34202 + ———— - 0,35837 ~ 0,34693.

o 20 21 T o a0 Y ’

Piesn4 hodnota sin 20°18’ zaokrouhlend na 5 desetinnych mist je 0,34694. V tomto pripadé je

tedy linearni interpolace zcela postacujici, bylo by zbytec¢né pracné volit n > 1.

2.5 Chyba aproximace interpolacnim polynomem

Z toho, zZe pri interpolaci pro chybu aproximace E = f — p, polynomem stupné n plati
E(x;) = 0,i = 0,1,...,n (protoZe interpola¢ni polynom spliiuje interpolaéni podminky), ne-
muzeme jesté délat primé zavéry o hodnoté chyby aproximace mimo tabulkové body. Popravdé
feceno samotna tabulka o chovani aproximované funkce mimo tabulkové body nic nerika a pro
r # x; se aproximovand funkce muze chovat zcela libovolné. Abychom tedy mohli o chovani
chyby aproximace mimo tabulkové body viubec néco rici, musime mit k dispozici vice informaci
o funkeci, kterd ma byt tabulkou reprezentovana. Piikladem takovych informaci je napiiklad
informace o tom, ze aproximovana funkce f je na intervalu [a,b] dostatecné ,hladkd“, tj. ma
tam urc¢ity pocet spojitych derivaci.

V dalsim vykladu budeme symbolem int(zg,z1, ..., 2y, x) oznacovat nejmensi otevieny inter-
val takovy, ze uvedené body xg, x1,...,xn,x lezi uvnit tohoto intervalu nebo na jeho hranici.
V ucebnicich numerické matematiky se pak dokazuje o chybé aproximace interpolacnim poly-
nomem nasledujici tvrzeni, zde uvidéné bez dikazu.

Véta 7 (Chyba interpola¢ni aproximace). Necht [a,b] je libovolny interval, ktery obsahuje vsech
n + 1 interpolacnich uzlii xo,x1, ..., x,. Necht f,f',..., f) existuji a jsou spojité na [a,b] a
necht pro viechna x € (a,b) existuje derivace f+1(z).

Pak pro chybu E aproximace funkce f interpolacnim polynomem p, plati na intervalu [a,b]

vzorec
A9
E(z) = f(z) — pn(z) Z(ﬂf—xo)(ﬁ—wl)"'(l’—xn)m, (6)
kde & je néjaké (blize neurcené) cislo z intervalu int(xg, x1, ..., xn, ), které tedy zdvisi na kon-

krétni hodnoté x.

Vidime, e pokud se f("t1)(z) na intervalu (a, b) p¥ili§ neméni, je pro pribéh chyby aproximace
rozhodujici prubéh polynomu w,(z) = (x — zg)(x — x1) -+ (z — x,), Tento polynom nezavisi
na interpolované funkci, ale pouze na bodech x,,. Vhodnou volbou uzlt z;,7i = 0,1,...,n, tedy
muzeme chybu aproximace zmensit. Blizsi podrobnosti v tomto sméru lze najit v literatute [2, 3,
4, 1]. Zde pouze poznamendvame, Ze optimélni volbou uzli interpolace jsou kofeny Cebysevovych
ortogonalnich polynomu (viz [1]) a ne tedy rovnomérné rozlozené uzly.

Priklad 8. Pron =3 a x; = 1i,1 = 0,1,2,3 je pribéh polynomu w3 znazornén na obrazku 2.
Z obrazku vidime, Ze se d& cekat, ze vné intervalu int(xg,x1,...,2,) chyba aproximace inter-
pola¢nim polynomem prudce poroste.
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Obrazek 2: Prubéh polynomu ws pro uzly x; = i.

2.5.1 Odhad chyby aproximace

Vzorec (6) pro chybu aproximace se pro piimé praktické pouziti ptili§ nehodi, nezndme totiz pre-
dem hodnotu argumentu &, ktery ve vzorci vystupuje. Ze vzorce je ovsem vidét, ze chyba apro-
ximace je v interpolacnich uzlech nulové, nebot to jsou kofeny polynomu wy,(z). Déle ze vzorce
také vidime, zZe je-li aproximovana funkce f sama polynomem nejvyse stupné n, aproximuje ji
interpola¢ni polynom p,,(z) stupné n s nulovou chybou, presné, a je tedy ptimo p,(z) = f(z).
To plyne ze skuteénosti, ze v takovém piipadé je derivace funkce f fadu n+ 1 (a vSechny vyssi
derivace) identickd nula pro vSechny hodnoty argumentu.

Ze vzorce (6) ale plyne prakticky pouzitelny odhad chyby, alespon v piipadech, kdy dokazeme
hodnotu v ném vystupujici derivace na intervalu [a,b] néjak odhadnout. Pokud se ndm totiz
podaif uréit konstantu M takovou, ze pro viechna = € [a,b] je |f™ V) (z)| < M, pak je

M

m]wn(x)] < L max_|wy ()

E <
| (Qf)‘ - (n + 1)' z€[a,b]

pro vSechna z € [a, b].

Priklad 9 (Odhad chyby). Odhadneme chybu aproximace, které jsme se dopustili pti linedrni
interpolaci v prikladu 6.

Jen =1a f’(x) = —sinz. Takto pocitand derivace se ale odvozuje pro x brané v oblou-
kové mire, kde 360° = 27, takze musime cely odhad provést na intervalu [7/9,77/60], ktery
v obloukové mife odpovidd intervalu [20°,21°]. Z tabulky v piikladu 6 a na zakladé toho,
co vime o prubéhu funkce sinz, vidime, Ze na tomto intervalu mame na 5 platnych dislic
|f"(x)| = |sinz| < 0,35837, a tedy (do wq(z) dosazujeme opét v obloukové mife!)

1 42
|E(20°18")| < = - 0,35837 - ( 5. ) : ( ”) ~ 1,1 x 1077,

1
=9 60 180 60 180

Skutecéns chyba aproximace je (viz idaje v pifkladu 6) piiblizné rovna 1 x 107>, V§imnéme si
jesté toho, ze pokud bychom uzili k odhadnuti druhé derivace pouze znadmy vztah |sinz| < 1,
dostali bychom odhad chyby aproximace zbytecné pesimisticky.

2.5.2 Extrapolace

Pouzivame-li interpolac¢ni polynom k vypoctu pribliznych hodnot interpolované funkce vné inter-
valu int(zg, x1, ..., zy), Ikame, ze providime extrapolaci. Jak je viceméné vidét z obrazku 2,
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Obrazek 3: Interpolace Rungovy funkce — ekvidistantni uzly.

chyba aproximace muze byt ve vétsich vzdéalenostech od koncovych bodu interpola¢niho inter-
valu velkd. Pro hodnoty z blizké koncovym bodim intervalu int(zg, z1,...,zy) lze vSak presto
dostat dobré vysledky.

Priklad 10 (Linearni extrapolace). Linedrni interpolace z hodnot sin20° a sin21° uvedenych
v tabulce v prikladu 6 d&va podle vzorce (4) pro sin 21°18’ ptibliznou hodnotu 0,36328 s chybou
asi 3 x 107°, coz je zcela piijatelny vysledek. Linearni interpolace s uzly zo = 21° a x; = 22°
by ndm dala jako vysledek sin 21°18’ ~ 0,36324 s chybou piiblizné 1 x 107°.

3 Dodatky

3.1 Konvergence interpolacniho procesu

Podobné jak jsme se o tom uz zminovali v Pfednasce 10 u numerickych kvadratur, mé smysl
i zde zabyvat se otdzkou, zda pii interpolaci funkce f na intervalu [a,b] s uzly zg,z1,..., 2,
povede zvySovani po¢tu uzli (a tedy aproximace interpola¢nimi polynomy stéle vyssich stupiii)
ke stale lepsi aproximaci funkce f. Odpovéd na tuto otdzku je v jistém smyslu negativni. At uz
totiz volime uzly interpolace jakkoli, vzdy se da najit spojita funkce takova, ze nami generovana
posloupnost interpola¢nich polynomit k ni nebude konvergovat stejnomérné na celém |[a, b].

Volime-li uzly interpolace pti tomto procesu ekvidistantné, délaji potize uz pomérné jednoduché
spojité funkce jako /z na [0, 1] nebo 1/(1+ 2?) na intervalu [—1, 1]. Jako pifklad problematické
interpolace s ekvidistantnimi uzly uvadime na obrazku 3 interpola¢ni polynomy stupné 5 a 10
pro Rungovu funkci f(¢) = 1/(1+ 25¢%) na intervalu [—1, 1]. Vidime, Ze interpolace polynomem
vyssiho stupné zlepsuje kvalitu aproximace kolem stfedu intervalu, ale vyrazné ji zhorsuje u
kraju intervalu.

3.2 Volba uzli interpolace

Jak jsme pravé vidéli, mize interpolace spojitych funkci pfi pouziti ekvidistantnich uzld davat
problematické vysledky. Neni tomu tak nastésti vzdy, v teorii interpolace se ukazuje, Ze interpo-
la¢ni proces s ekvidistantnimi uzly konverguje k aproximované funkci f stejnomérné na intervalu
[a, b], je-li f celistva analyticka funkce (jde o pojem z teorie funkei komplexni proménné, v pod-
staté jde o funkei majici vSechny derivace, kterd se da rozvinout v mocninnou fadu). Prikladem
takovych funkei jsou naptiklad sin x, cos x nebo e*.

Interpolace ekvidistantnich dat polynomy vyssich stupni je v nékterych pripadech také Spatné
podminénd tloha, tj. malé nepresnosti ve vstupnich datech mohou ptsobit velké chyby v hod-
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Obrazek 4: Interpolace Rungovy funkce — Cebysevovy uzly.

notach interpola¢niho polynomu. Jak jsme uz vidéli na obrazku, potize vzikaji predevsim pii
aproximovani funkce pobliz konci intervalu vytvareného uzly interpolace, kde se pak navic
interpola¢ni polynomy vyssich stupna zpravidla znac¢né ,vIni“.

Chceme-li aproximovat néjakou funkci polynomem na celém intervalu a muzeme-li si vybrat
body, v nichz pocitdme nebo mérime funkéni hodnoty, je proto vzdy rozumnéjsi nevolit uzly
x; ekvidistantné. Dobra strategie je volit tabulkové body tak, aby byly rozlozeny obdobné
jako koreny Cebysevovijch polynomd. O téchto ortogondlnich polynomech, které v numerické
matematice hraji roli i jinde nez pfi interpolaci, se lze pouéit v literatufe [1, 2, 3, 4]. Takovou
volbou uzlu také minimalizujeme hodnotu max |wy,(z)| v odhadu chyby interpolace.

Jako informaci pro ¢tenare uvadime, Ze pracujeme-li s intervalem [a,b] = [—1,1], volime pfi
praci s kofeny Cebysevovych polynomi jako uzly

(2i+1 7r> — 0.1
T; = COS S = 1= ey M
2 n+1 2 ) b Y

Na obecny interval [a, b] tyto uzly zobrazime jednoduchou linedrni transformaci
z=3[b-ax+(b+a), ze[-1,1], z€]a,b].

Volime-li uzly interpolace timto zptsobem, méa interpola¢ni proces pfi n — oo tu vlastnost,
ze vzniklé interpola¢ni polynomy konverguji na [a, b] stejnomérné k aproximované funkei uz pri
velmi mirnych pozadavcich na tuto funkei. Postacujici podminkou pro stejnomérnou konvergenci
je tu napiiklad jiz pouhd existence spojité prvni derivace f’ na [a,b]. Na zévér tohoto odstavce
jesté na obrazku ukdzeme, jak vypadaji interpolacni polynomy stupna 5 a 10 pro Rungovu
funkei pfi CebySevové rozlozeni uzll interpolace.

3.3 Metoda nejmensich ctvercu

Je-li nasim tkolem aproximovat data

{(.%'i, f(acz)),z = 0, 1, . ,m}

a jsou li hodnoty f(z;) zatiZeny chybami (jde napiiklad o naméfené veli¢iny), neni namisté
pozadovat splnéni interpolacnich podminek a hledat jako aproximujici funkci polynom stupné
n = m, ktery tabulkovymi daty presné prochazi. Misto toho spiSe volime jako aproximujici
funkci polynom p,, nizsiho stupné n < m a jeho koeficienty se snazime volit tak, abychom mi-
nimalizovali stfedni kvadratickou odchylku od tabulkovych dat, tedy diskrétni Lo-normu chyby

m 1/2
1Bl = Ilf = pall5" = <Z\f(xi) —pn(xi)!2> :

1=0
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Tak naptiklad muzeme proklddat tabulkou dvaceti namérenych hodnot primku p;(x) = ax +
b. V tomto pripadé predpokladdme, ze charakter mérené zavislosti je mozno s dostatecnou
presnosti vystihnout pravé polynomem prvniho stupné. Obecné se da fici, ze situace, kdy se
charakter vétsitho poc¢tu namérenych dat da dobfe vystihnout polynomem pomérné nizkého
stupné, jsou v praxi dost bézné. Popsanému pristupu k aproximaci dat zatizenych chybami se
rikd metoda mejmensich ctverci.

Aproximace ziskané metodou nejmensich Ctvercti maji jisté uzitecné statistické vlastnosti a
vyrovnavaji vliv ndhodnych chyb v zadanych (naméfenych) hodnotdch. Aproximace ziskané
metodou nejmensich ¢tvercit jsou tedy také nejlepsi diskrétni Lo-aproximace pii n < m. Ctenafe
mozna neprekvapi, ze pro n = m dava aproximace metodou nejmensich ¢tvercd interpolacni
polynom stupné n. Metodé nejmensich ¢tverca a jeji teorii i praxi je v numerické matematice
vénovana znacné pozornost. Bohuzel ndm tento text nedava moznost se o ni podrobnéji rozepsat.
Zajemce tak odkazujeme predevsim na [2], [3] a [4]; jiny pohled a nejnovéjsi vysledky lze najit
v [1].

V Matlabu umoznuje praci s metodou nejmensich ¢tvercti jiz zde zminovana funkce polyfit,
kde jako jeden z parametri muzeme volit stupen aproximujiciho polynomu. Pokud jde o vhod-
nou volbu stupné aproximujiciho polynomu, doporucuji statistické ivahy konstruovat metodou
nejmensich ¢tverct postupné polynomy stupné n =0, 1,2,..., pocitat navic pro kazdy polynom
pr, hodnotu veli¢iny
(I1£]15")
m-—n

a pokracovat se zvySovanim stupné tak dlouho, dokud tato veli¢ina s rostoucim n vyznamné
klesa.

I v metodé nejmensich ¢tverci se stejné jako pri interpolaci muze ukazat, Ze se namérené
hodnoty pro aproximaci polynomem nehodi. V takovém piipadé je tfeba prejit k jinym systémim
zékladnich funkci nebo hledat aproximaci nelinearniho typu. Zde jsme jiz ale opét nuceni odkazat
pripadného zdjemce na literaturu.
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