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KAPITOLA
Uvod

Toto skriptum si klade za cil podat studenttim CVUT FD piehled riiznych
tiid uziteénych a v praxi dulezitych matematickych algoritmu (tedy metod
pro FeSeni ruznych t¥id matemtickcych problémi na poéitacéi). Budeme stu-
dovat mnoho riiznych aplikac¢nich oblasti a vzhledem k omezenému rozsahu
predmétu 11MA se vzdy zaméfime pouze na ty zcela zdkladni, fundamentdlni
algoritmy, o nichz by studenti magisterského studia na technické vysoké skole
méli mit povédomi. Vzhledem k $i¥i zabéru predmétu nebudeme mit prostor
k tomu, abychom se zabyvali velkym mnozstvim algoritmt a jejich detailnimi
charakteristikami — tento kol s radosti mtizeme prenechat studentim vypo-
¢etni techniky a informatiky. Budeme se ale snazit nad vybranymi algoritmy
stravit dostatek casu na to, aby ¢tenari pochopili zéakladni principy dané me-
tody a jeji pripadné specifika.

Naucit se a dobfe pochopit ¢innost studovaného algoritmiu lze nejlépe pri po-
kusech o jeho implementaci. Tento postupu pri studiu latky, obsazené v tomto
skriptu, durazné doporucujeme. Neni nasim cilem z Ctenare vychovat Spic-
kového programatora, k pochopeni vykladané latky je ale vhodné algoritmy
implementovat a na realnach problémech zkouset jejich rizné varianty. Ve
skriptu se nechceme vazat na jeden konkrétni programovaci jazyk, algoritmy
zapisujeme proto v pseoudokddu, jehoz dikci 1ze snadno prevést do vSech béz-
nych vyssich programovacich jazyk.

Predpoklddame, Ze ¢tenari tohoto skripta maji za sebou zékladni kursy pro-
gramovan{ v rozahu, vyuc¢ovaném v bakaldiské ¢asti studia na CVUT FD —
zejména budeme predpokladat, ze znaji zaklady programovani ve vyssich pro-
gramovacich jazycich jako je Basic, Delphi, Java, Pascal, Python ¢i Matlab.
Budeme také predpokladat jistou znalost elementarnich algoritmu a zaklad-
nich datovych struktur jako je pole a seznam, pripadné zasobnik, fronta ¢i
strom. Nékterda témata, jez budeme studovat, predpokladaji znalost zaklad-
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niho matematického kalkulu, linearni algebry a teorie grafi, vse opét v roz-
sahu, v jakém se studuji v bakaldiské ¢asti studia na CVUT FD.

O ¢em si budeme povidat: algoritmy diskrétni matematiky, slasti a strasti
vypocti v plovouci fadové ¢arce, numerickd matematika.

O ¢em budou cviéeni: praktické hratky s algoritmy, Matlab/Python/C/C++/Java

Co kdyz neumim programovat? To, zZe jste postoupili az do prvniho magis-
terského ro¢niku garantuje, ze programovat umite. V ptripadé nouze se urych-
lené doucite. Ucebnic zédkladi algoritmizace a programovani existuje celé fada,
miizete zkusit tfeba [4, 1] & informace na strdankich Katedry poéita¢i CVUT
FEL [2], napfiklad ty o pfedmétu Algoritmizace [3].

Podle c¢eho se to uci: Literatura je témér vyhradné anglicky, kompletni
seznam i s pripadnymi odkazy naleznete na webovych strankich predmétu a
také na konci tohoto textu.

Literatura

[1] Bohuslav Hudec. Programovaci techniky. Skripta. Ceské technika — nakla-
datelstvi CVUT, 2001.

[2] Katedra pocitaci CVUT FEL.

[3] Jiff Zdenék Miroslav Balik, Bozena Mannova. Algoritmizace (x36alg) —
podklady k prednéskam.
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datelstvi CVUT, 2008.
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Algoritmy a algoritmizace

XXXX

2.1 Algoritmy a algoritmizace

Algoritmus je

e presny navod ¢i postup, kterym lze vyresit dany typ tlohy.

e efektivni postup pro vypocet hodnoty néjaké funkce vyjadreny koneénym
poctem instrukeci.

Definice 2.1. Algoritmem rozumime postup, podle kterého se z dat vstupnich
x[n] vygeneruji data vistupni yn)].

e Typy algoritmt
e Co potrebujete znat 7

e Kam az muzeme dojit 7

vstup...u[n] ——f Algoritmus —— y[n]...vystup

Obréazek 2.1: Formalni pohled na algoritmus ze systémového hlediska
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Vlastnosti algoritmii

Kazdy algoritmus musi mit nasledujici vlastnosti:

1. Konecnost: vypocet se ukonci v ,rozumné“ konecném case.

2. Hromadnost: neni sestrojen pouze na jediné u[n], ale na celou fadu
moznych vstupt.

3. Jednoznacnost: prechod do néasledujiciho stavu algoritmu je jedno-
znacné urcen vysledkem stavu predchoziho.

Komentar k vlastnostem algoritmu

1. Konecnost: predpoveéd pocasi na zitra dosazend vypoctem o den pozdéji
nema vyznam.

2. Hromadnost: program pro vypocet odmocniny pracuje nad mnozinou
¢isel, neni konstruovan pro kazdé ¢islo zvlast.

3. Jednoznacnost: kazdy algoritmus je slozen z kroki, které na sebe vza-
jemné navazuji. Kazdy krok je charakterizovan jako prechod z jednoho
stavu do jiného. Kazdy stav algoritmu je urcen zpracovavanymi daty a
na tom, jak data v jednotlivych stavech vypadaji. Je tedy pevné urceno,
ktery krok bude nasledovat.

Priklad 2.1. Numericky vipocet odmocniny Dalsi variantou je numericky
vgpocet druhé odmocniny cisla x pomoci nelinedrni diferencni rovnice

1 u[n]
sl 1) =5 (vlnl + 2.
2 y[n]
kde vstupni posloupnost uln] = x - 1[n] a vystupni posloupnost y[n] postupné
konverguje k hodnoté odmocniny. Pocdtecni podminku miuzeme volit v podstaté
libovolnou, napriklad y[0] = x nebo y[0] = 1.

Odmocnina z cisla 10 je s presnosti na 10 desetinngch mist rovna /10 =
3,16227766017.

Pro u[n] = 10 dostdvdme postupné

y[0] =3 y[0]2 =9

y[1] = 3,165 y[1]? = 10,017225

y[2] = 3,162278 y[2]2 = 10,0000021493
y[3] = 3,1622776601  y[3]2 = 9,9999999996
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Obrazek 2.2: Fraktaly (vlevo tzv. Juliina mnozina, vpravo).

2.2 Aplikace algoritmu

Internet umoznuje lidem na celém svété rychle vyhleddvat a pristupovat k ob-
rovskému mnozstvi informaci. Aby to fungovalo, musi poskytovatelé internetu
a poskytovatelé internetovych sluzeb pouzivat chytré algoritmy, umoznujici
zpracovavat a spravovat tak velké mnozstvi dat. Priklady tloh, na které v
této oblasti narazime, jsou napiiklad hleddni vhodnich cest pro datové pa-
kety, cestujici mezi jednotlivymi uzly sité, ¢i vyhleddvdani stranek s urcitym
obsahem.

Velky objem obchodi je v dnesni dobé uzaviran elektronicky, a mnoho slu-
zeb funguje i na elektronické bézi. Pro cely obor e-komerce je zcela klicova
schopnost uchovat duvérné udaje (¢isla kreditnich karet, hesla, ¢i bankovni
informace) opravdu v tajnosti. Mezi tulohy z této oblasti, na které narazime,
patii sifrovani verejnym klicem ¢i digitdlni podpis.

Ve oblastech vyroby a prepravy Tesi firmy casto problém optimalni alokace
zdroju tak, aby byly na jednu stranu minimalizovany vyrobni ¢i rezijni na-
klady, na druhou stranu aby byl co mozna nejvyssi uzitek. Letecky dopravce
se bude snazit prifazovat posadky na jednotlivé lety zptsobem, jenz gene-
ruje co nejmensi dodatecéné nédklady — zaroven je jeho manévrovaci prostor
ovSsem omezen narizenimi z oblasti bezpec¢nosti provozu, vSeobecnymi prav-
nimi predpisy a podobné. Poskytovatel internetu pii investicich do infrastruk-
tury potrebuje investovat své zdroje cilené tak, aby vysledek co nejefektivnéji
slouzil zakaznikim. Obé tyto tlohy Tesi algoritmy matematické optimalizac¢ni
techniky zvané linedrni programouvdni.

Proc¢ to zkoumat?

Numerické feseni algebraickych rovnic, diferencidlnich rovnic a specialnich
funkei:

Metoda kone¢nych prvki — feSeni slozitych parcidlnich diferencidlnich rovnic
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Obrazek 2.3: Metoda koneénych prvk.

Obrazek 2.4: I tento jev, zpusobeny proudénim okolo kiidla letounu, lze popsat
Navierovymi-Stoeksovymi rovnicemi.

s praktickymi aplikacemi:

Jinak tézko resitelné ilohy: nelinearni parcialni diferencialni rovnice, naptiklad
Navierovy-Stokesovy rovnice. Tyto rovnice popisuji proudéni a pocitame je
naptiklad pfi studiu obtékani vzduchu okolo ktidel, viz. Obrézek 2.4.

Navierovy-Stokesovy rovnice:

%—l:+(uV)u:f—Vp+yAu

kde u a f jsou vektorové funkce rychlosti a sily, p je tlak a v je tmérna viskozité
kapaliny.
Ouy ou ou Ou,

Uy —— + Uy 2+ u, =

ot ox oy 0z
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Op Pu,  %uy  0%uy

:fz(xﬁyazat)_%—i_y o2 + ayg + 022

Vyse uvedené seznamy nejsou zdaleka vycerpavajici, mizeme z nich ale odvo-
dit dvé zakladni charakterisitky, spoleéné mnoha zajimavym algoritmutm:

1. Pro dany problém existuje vétsinou velké mnozstvi moznych feseni, z
nichz vétsina z riznych divodi neni to, co potrebujeme.

2. Algoritmy maji prakticky uzitek. Metoda hledani nejkratsi cesty v grafu
umozni prepravni spolec¢nosti snizit prepravni néklady, nebot snizi né-
klady na palivo a na praci personalu. Ten samy algoritmus muze ve
smérovaci pocitacové sité hledat zptsob, jak co nejrychleji dorucit vasi
zpravu adresatovi.

Algoritmy jsou technologie

Vypocetni ¢as je omezeny zdroj, stejné tak, jak je omezena velikost operac¢ni
paméti pocitace. Oba tyto zdroje je tfeba vyuzivat rozumné, — algoritmy, jez
jsou efektivni z hlediska doby vypoctu ¢i naroku na operacni paméf, jsou
nastrojem k takovému rozumnému vyuziti.

Algoritmy, stejné jako pocitacovy hardware, lze v dneSni dobé povazovat za
technologii. Celkovy vykon systému zavisi na volbé efektivnich algoritmi do
stejné miry, jako zavisi na volbé dostateéné vykonného hardware. A s tim, jak
se vyviji pocitacové technologie, se ruku v ruce vyviji i algoritmy.

2.3 Prerekvizity predmétu

Predpokldadame:

e ziklady algebry a matematické analyzy

zaklady numerické matematiky

diferen¢ni rovnice a jejich reseni

zaklady strukturovaného programovani

aktivni znalost alespon jednoho programovaciho jazyka (C, C++, Py-
thon, Java, Basic) nebo alespon prosttedi MATLAB

Kam az mtzeme dojit?

e Objevit krasu nékterych algoritm.
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Rychla Fourierova transformace — analyza EEG signalu

Casovy prubeh signalu
400 T

60

200 b

-200 I I I L L
0

200 400 600 800 1000 1200
STFT

15000

10000

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100

Obrézek 2.5: Rychla Fourierova transformace — analyza EEG signédlu

e Pochopit treba numerické zaklady kryptologie.

e Nebat se inzenyrskych dloh, které vyzaduji algoritmizaci.
e Pochopit rychlé algoritmy s aplikacemi v redlném svété

Kurs pokryva standardni algoritmy, jez nabizi pro dany problém a pro dana
vstupni data optiméalni vykon.
Dveé nejcastéjsi chyby pri vybéru algoritmu pro danou tlohu:
e ignorujeme vykon algoritmu — rychlejsi algoritmy jsou soucasné slo-
Zitéjsi na implementaci

e prilis zkoumame vykon algoritmu — nepatrné rychlejsi algoritmus

vvvvv

Literatura
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Analyza algoritmu a jejich
slozitost

M piidat nasledujici text jako abstrakt i

Tento text je ru¢nim prepisem posledni verze prednéasky, upravené tésné pred
Stedrym dnem roku 2010. Na Stépana mi pak z auta néjaky dobrak ukradl
notebook a disk se vSemi zdlohami, véetné zdrojovych soubort pro KTEX. Sna-
zim se postupné doplnovat, co jsem tehdy jiz doplnil, omluvte prosim obcéasné
nekonzistence textu a prezentace (oboje se generuje ze stejného zdroje).

3.1 Uvod

Analyza algoritmii

Algoritmus:

e myslenka reSeni néjakého problému
e konec¢ny pocet krokl reseni

e vyjadrujeme nejcastéji slovné nebo pseudokédem
Program:
e implementace algoritmu ve zvoleném programovacim jazyce

Bez algoritmu nelze napsat program.

13
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Kazdy problém lze v matematice Tesit mnoha raznymi postupy. Existuje tedy
i mnoho ruznych algoritmt, které vedou ke stejnému cili. Pokud programa-
tor pise program, ktery bude pouzit jenom jednou, zvoli patrné feseni, které
1ze snadno a rychle implementovat. Jaky algoritmus bychom ale méli prefero-
vat v pripadé, kdy bude zvoleny kus kédu pouzivan opakované? V takovém
pripadé je tfeba posuzovat riznéd subjektivni hlediska (srozumitelnost kédu,
rozsifitelnost algoritmu na rtzné typy vstupnich dat, prenositelnost na jiné
architektury pocitaci a efektivitu vypoctu).

Efektivita algoritmu primo zavisi na tom, kolik zvoleny algoritmus spotiebo-
vava vypocetnich zdroji, tedy napiiklad jak dlouho bude trvat jeho vyko-
navani pro urcitou mnozinu vstupnich dat, kolik bude potrebovat operac¢ni
paméti, do jaké miry bude vyuzivat diskovy subsystém ¢i sitové rozhrani.

Primarnim hlediskem posuzovani efektivity algoritmu je ve vétsiné pripadu
cas.! Uvédomme si ale, Ze v mnoha piipadech musi pti implementaci dochazet
k ur¢itym kompromisim — muze nastat situace, kdy lze stavajici algoritmus
zrychlit pouze za cenu netimérného zvyseni spotieby operac¢ni paméti, spotieby
energie ¢i dalsich (ve vétsiné pfipadi preci jenom omezenych) zdroju. Mnohdy
také plati, ze implementace velmi efektivnich algoritmt jsou mnohem hure

Vv

Idedlni kombinace: efektivni algoritmus + efektivni implementace

Analyza algoritmu:

e poskytne predpovéd vykonnosti algoritmu
e je vhodnéjsi nez experimenty

e umozni vybér vhodné varianty reseni

Asymptotickd slozitost pamétova x slozitost asova

Rychlost vykonavani programu, jenz je implementaci zvoleného algoritmu, za-
visi na zvoleném programovacim jazyce, vypocetnim vykonu pocitace, jeho
dem orienta¢ni odhad toho, jak efektivni je algoritmus, jenz jsme zvolili k
implementaci.

Existuji dva zakladni zpisoby, jak si udélat predstavu o tom, jak se algoritmus
chova:

e experimentdlni ovéreni chovani implementace

'Pouze ve velmi ojedinélych piipadech se setkdvame s nutnosti omezit pamétovy otisk
vysledné aplikaci ¢i jeji energetickou naroc¢nost.
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e analyza na zdkladé pseudokédu

Analyza efektivity: Identifikace efektivnich a neefektivnich ¢asti algoritmu
umozni soustiedit se na ty ¢asti, jejichz iprava prinese nejvyssi narist vykonu.
Predpovéd vykonnosti programu

Velké projekty potiebuji apriorni odhad vykonnosti pro dany hardware — je
tfeba ucinit odhad bez znalosti detailti programového kodu.

Identifikace tzkych mist a jejich vhodné osetieni jesté pred vlastnim napro-
gramovanim.

Vhodnéjsi nez experimenty

Experimenty ovéri chovani pouze ve vybranych krizovych pripadech — misto
y,dokazali jsme, ze dany algoritmus funguje spravné* lze pouze tvrdit: ,nenalezli
jsme zpisob, jak prokdzat, Ze algoritmus je Spatne “.

Zaruky funkcénosti poskytuje jediné formalni analyza.

Vybér vhodné varianty

Ne vzdy je nejvhodnéjsi varianta ta, jenz je v poctu instrukci nejefektivnéjsi
a tedy nejrychlejsi — napr. implementace pro jednocipovy pocitac X pracovni
stanice.

3.2 Vyvojova stadia algoritmu

Poprvé popsana italskym matematikem Leonardem z Pisy, zndmym také jako
Fibonacci (1202).

Rust populace kralika za ponékud idealizovanych podminek.

Cislo F[n] popisuje velikost populace po n mésicich, predpokladame-li, Ze

e prvni mésic se narodi jediny par,

e nové narozené pary jsou produktivni od druhého mésice svého zivota,

kazdy meésic zplodi kazdy produktivni par jeden dalsi par,

kralici nikdy neumiraji, nemaji predatory.
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Fibonacciho ¢islo Stav

F[l] =1 zacindme s jednim parem

F[2] =1 jesté jsou prilis mladi

F[3] =2 tento mésic jiz zplodi prvni potomky
F[4] =3 druhy par potomku

F[5] =5 prvni potomci treti generace

Obecné
Fin+2] = F[n+ 1] + Fn|

Priklad 3.1 (Vypocet Fibonacciho posloupnosti). Jak efektivné zjistit Fn]
pro zvolené n?

Algoritmus pomoci explicitniho feSeni

Explicitni nerekurzivni vztah pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti je

kde ¢ je hodnota zlatého fezu,

C1+VE
2

0] = 1,61803398874989 - - - ~ 1,618.

Algoritmus 3.1 Piim4 varianta vypoc¢tu F[n]

Require: n
Ensure: F|n]
n_ (1 — )"

Reprezentace ¢isel v plovouci fadové ¢arce ma sva omezeni. V pocitaci budeme
vztah reprezentovat jako

_ 1,61803™ — 0,61803™

F
7] 2.23606

Jaké budou vysledky?

F[2] = 1,00000 je v poradku, F[3] = 1,78884 zaokrouhlime na 2, F[20] =
6764,69 jesté zaokrouhlime na 6765, F[21] = 10945,4 uz zaokrouhlime na
10945 misto 10946, F'[25] = 75020,6 by mélo byt 75025.

Existuje presnéjsi varianta vypoctu?
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Algoritmus 3.2 Rekurzivni varianta vypoctu F'[n]

Require: n >0
Ensure: y = F(n)
if n =0 then
y<=0
else if n < 2 then
y<1
else
y < F[n—1]+ F[n — 2]
end if

Rekurzivni algoritmus
Hodnoty F[0] az F[2] pfedpocitdame, zbytek lze s jejich pomoci vyjadrit.

Jak efektivni je dany algoritmus?

Posloupnost vypoctu F(5): /\
F(5)

Pocet kroku pro F(n) je 7(n) = 3 - F%n% -

Dynamické programovani
Technika matematické optimalizace.
Dekompozice problému na identické podproblémy.

Dva zéakladni pristupy:

e shora dolu — fesime podproblémy postupné a pamatujeme si Feseni

e zdola nahoru — vyfesime vSechny potfebné podproblémy a skladame
je

Algoritmus 3

Require: n >0
Ensure: y = F[n]
1. Alokuj [f1, fo, .-, fn]
2 f12) — FlI] 1
3: for i =3 ton do
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4 fi < ficr + fi2
5. end for
6: Y < fn

Algoritmus 3 potfebuje pole n prvkia pro uchovani minulych ¢lentt posloup-
nosti.

Jde to ale i bez néj.

Algoritmus 4

Require: n >0
Ensure: y = F[n]
1: if n =0 then

2: yeO

3: else

4: a+—1,b+1

5. fori=3tondo
6: c<—a+b

7 a+bb+c

8: end for

9: y<b

10: end if

Maticova varianta pomoci opakovaného mocnéni

Pro ¢éleny Fibonacciho posloupnosti plati také
n
11 | Fan Fy
1 0 - Fn Fn—l

Pouzitim opakovaného mocnéni snizime pocet kroki na O(logn).
Dukaz: Indukei pro n — n + 1.

Zacneme pro n = 1, kde plati

el a)-lE A

a vztah tedy pro n = 1 dava korektni vysledek. Za predpokladu, Ze vztah plati
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pro n, dostaneme pro n + 1

"™ 1 )" [ 1]

1o “|1o|ll1o0]~
| Py FE 1 1]

| B Fea||10]7

:—Fn+1+Fn FnJrl _ Fn+2 Fn+1
_Fn+Fn—1 Fn Fn+1 Fn

Odvozeni celého maticového pfedpisu vychazi z teorie dvouprvkovych reku-
renci a na zadost nékterych z vis zde uvadim struény vytah. K dispozici mate
volné stazitelnou plnou verzi ¢lanku [3], z niZ jsem Cerpal.

Véta 3.1. Mnozina R(a,b) Méjme dvojici redlngch cisel a a b # 0 a posloup-
nost A, definovanou rekurentnim vztahem

An+2 =a- An+l —l—b An

Potom pro pevné hodnoty parametri a a b oznacime R(a,b) mnozinu vsech
takto parametrizovanych posloupnosti.

Jednim z vyznacénych prvka R(1,1) je Fibonacciho posloupnost F' s pocatec-
nimi ¢leny Fp=0a F; = 1.

Definice 3.2. Posloupnost A Vsechny prvky posloupnosti Ay, A1, Ao, ... tvo-
rici vektor v R> oznacime jako posloupnost A.

Véta 3.3. Operdtor posunu doleva, oznacovany <1, odstrani z posloupnosti A
jeji mejlevejsi prvek.

Z puvodni posloupnosti A = Ag, A1, Aa, A3, ... vznikne posunem doleva o
jednu pozici posloupnost << A = Ay, A, Az, Ay, . ...

Studiem vlastnosti dvouprvkovych rekurenci snadno dospéjeme k zavéru, ze
vlastnosti rekurenci A € R(a,b) jsou zcela uréeny volbou Ay a A;. Prostor
R(a,b) je proto dvourozmérny a kazdé A € R(a,b) musime byt schopni vy-
jadrit jako linearni kombinaci dvou bazovych posloupnosti X a Y s prvky
X0:17Xl:0a%:OaY1:17

X =1,0,b,ab,a®b +b?,...,

Y =0,1,a,a® +b,a’ + 2ab, . . ..

Pro vSechna A € R(a,b) je tedy

A=A0X + AY.
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Vsimnéte si, ze proa = 1ab=1jeY = F (pujde o Fibonacciho posloupnost)
a také, ze
<4X =bY,

takze muzeme jakoukoliv posloupnost A € R(a,b) psat jako posloupnost ¢lent

A, = AgbY,,_1 + A1Y,, = AgbF,,_1 + A1 F,.
Operétor posunu doleva l1ze v R(a, b) s bazovymi prvky X a Y vyjadrit matici
M jako
x] [ x

Prvky matice M jsou dédny vztahy

<

X =bY,
Y =X+a-Y,

M:[gi]_

Posloupnost A € R(a,b) je v bazi [X,Y] mozno zapsat jako

a proto

Ap
A=
pricemz pro n-krat posunutou posloupnost bude platit
n A
9A= "o
[ An+1 ]

Vzhledem k definici transformacni matice M je ale také <™ A = M" A, a proto

=l )

Pro n-nasobné posuny bazové posloupnosti X a Y mizeme psat

OlnXo_mnmlz 1y | mu | | X
b a X1 Mol Moo 0 maq Xnt1 |’

respektive

0 1] [ Y] _[mn mo 0] _|m2|_| Y
b a Y ma1 Mo 1 M2 Yoi1 |’
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z ¢ehoz vyplyva
n
0 1 o mi1 Mi2 _ Xn Yn
b a Mol  Ma2 Xny1 Yog1 |

Jiz difve jsme si v§imli, ze Y = F (a tedy Y,, = F,,) aze AX =b- F (a tedy
X, =b-F,_1). V R(a,b) bude proto platit

o 11" [b-Foy Fy
b a B b- Fn Fn+1
a v R(1,1) ekvivalentné
n
o 1|" [F. F
1 1| ~ | FE, Fu |
Algoritmus 5

Require: n >0
Ensure: y = F(n)
1: if n = 0 then

2: y<=0
3. else

1 1
4: M <= 10

5. M < matpow(M,n — 1)
6: y < MJ[0,0]
7. end if

Algoritmus 5a

Require: n > 0,A[2 x 2]

Ensure: B =matpow(A,n)
1: if n > 1 then
2: B < matpow(A,n/2)
33 B<«<BA
4: end if

5. if n je liché then

T

2

1 0
7. end if
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Jakym zptusobem se bude chovani algoritmu ménit v zavislosti na velikosti

(poc¢tu, objemu) vstupnich dat?

Dva zakladni typy:

e Casova slozitost — vliv na dobu vypoctu

b » Ve 7z v 7 v
e pamétova slozitost — naroky na operac¢ni pamét

Znacime:

e O(N) — linearni slozitost,

e O(N?) - kvadratick4 sloZitost,

e O(log N) — logaritmicka slozitost.

Slozitost O(N) znamend linedrné rostouci naroky, O(N) ~ k- N +q pro néjaka
k,n € N, pro O(1) jsou naroky konstantni, O(1) ~ gq.

Viiv asymptotické casové sloZitosti

Pro O(N?) mé zdvojnasobeni objemu vstupnich dat za nasledek ¢tyfnasobnou
dobu vykondvani algoritmu. Pro O(log N) mize mit ¢tyindsobny pocet dat
na vstupu za nésledek dvojnasobnou dobu vykonavani algoritmu. Pro O(1) je
doba vykonavani algoritmu nezévisla na velikosti vstupu.

Viliv asymptotické pamétové slozitosti

Pro O(N) méa zdvojnésobeni velikosti vstupu za nasledek dvojnasob vysoké
naroky na operacni pamét. Pro O(2V) étyfnasobné velikost vstupu zosminé-
sobi pamétové naroky.



3.3. POROVNANI VARIANT 23

2000 ; T T
1500 | B

1000 |- g

Slozitost

500 | .

3.3 Porovnani variant

Algoritmus Pamétové naroky Casova slozitost

1 O(1) O(log N)
2 O(N) O(F(N))
3 O(N) O(N)
4 O(1) O(N)
5 O(log N) O(log N)

3.4 NP-aplné problémy

Jisté jste uz nékde slyseli ¢i cetli, ze néjaky matematicky problém je NP-tplny
(angl. NP-complete). Podivejme se na zavér této prednasky krétce na to, co
tento termin znamend a proc je z hlediska algoritmi tak dtlezity. Detailnéjsi
pohled na cely problém lze nalézt napriklad v poznamkach prof. Demlové na
FEL [2] ¢i v oblibené ucebnici pania Cormena, Leisersona, Rivesta a Steina [1].

Jako rozhodovaci tlohu oznacujeme tilohu, jejimz reSenim jsou vyroky ,,ANO“
respektive ,NE“. Jako vystup v pripadé pocitace miuzeme uvazovat hodnoty
true a false nebo 1 a 0.

Bézné tilohy v matematice lze snadno prevést na rozhodovaci dlohy. Napriklad
hledani nejkratsi cesty v ohodnoceném grafu lze pfevést na rozhodovaci ilohu
,Lze v grafu najit cestu, jejiz délka je mensi, nez néjaké c?“

Definice 3.4 (Ttida P). Rozhodovaci dloha L nalezi do tridy P, pokud existuje
deterministicky Turingtuv stroj, ktery tuto ulohu rozhodne v polynomidinim
case.
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Minimalni kostra grafu — existuje kostra s ohodnocenim mensim, nez c?

Nejkratsi cesta v grafu — existuje cesta mezi dvéma uzly s ohodnocenim men-
$im, nez c?

T

Line4drni programovani — existuje argmaxyw'x > ¢ za danych omezujicich

podminek?

Komprese dat (LZW) — pridé komprese Fetézce s do slovniku slovo ¢?

Definice 3.5. Rozhodovaci iloha L ndlezi do tridy NP, pokud existuje nede-
terministicky Turinguv stroj, ktery tuto dlohu rozhodne v polynomidlnim case.

Nederministicky Turingtv stroj: vstuptum mize odpovidat vice, nez jedna
jedind akce (sekvence instrukei se prevede na neustdle se vétvici strom in-
strukef). Jeho chovanti si 1ze predstavit tak, ze v kazdém prechodu mize dojit k
naklonovani nékolika kopii stroje se stejnou historii, ale jinym cilovym stavem
daného pfechodu. Vysledkem provadéni dikazu rozhodovaci tlohy je potom
neustale se rozsifujici strom moznosti, z nichz v urc¢itém case jedna povede k
cili.

Plati PCNP. Pokud pouzijeme nedeterministicky Turinguv stroj v takové kon-
figuraci, ze v kazdém prechodu nedojde k naklonovani zadné kopie, stroj bude
vlastné deterministicky a jsme v tridé P.

VsSechny ulohy tiidy P.

Izomorfismus grafu — 1ze dané dva grafy nakreslit stejné?

Faktorizace ¢isel — pro dané n a k, existuje f: 1 < f <k, f | n?

Vsechny NP-tplné ilohy.

Trida NP-iplnych problémi je tridou rozhodovacich tloh, pro néz plati nasle-

dujici definice:

Definice 3.6. Rozhodovaci uloha L je NP-iuplnd, pokud nalezi do tridy NP a
zdroven jde o ulohu NP- tézkou.

Co to znamena:

e jakékoliv Teseni L lze ovérit v polynomialnim case,
e Jakykoliv problém z tiidy NP lze prevést na L transformaci vstupi opét
v polynomialnim case.
Tyto typy tloh umime fesit pouze priblizne!

Zékladnim uskalim NP-tuplnych tloh je to, ze je sice mozné rychle (tedy v
polynomialnim c¢ase) ovérit, zda zadané Feseni tlohy plati, neni ale znamy



LITERATURA 25

zadny efektivni zpusob, jak toto feseni pro dané vstupy najit. Tento paradox
je jednou z nejvyznamnéjsich vlastnosti této tiidy tloh: Pro NP-tplnou tlohu
neni znam algoritmus, jenz by dokézal dostateéné rychle najit jeji feseni. Cas,
potrebny k vyreseni takové tlohy jakymkoliv v soucasné dobé zndmym algo-
ritmem roste velmi rychle spolu s tim, jak roste ,,velikost“ feseného problému
(napriklad pocet cifer faktorizovaného ¢isla). Doba Feseni takovych tloh v sou-
casné dobé znamymi algoritmy dosahuje i pro rozumné velké rozsahy vstupnich
data klidné miliéni let bez ohledu na to, jak roste vypocetni vykon soucasnych
pocitact.

Problém batohu — lze zabalit batoh tak, aby jeho hmotnost nepfesahla m a
cena véci byla alespon ¢?Vlastni problém lze mozna 1épe popsat takto: pokud
mém mnozinu A obsahujici N pfedmétti o hmotnosti p a cené =, existuje
B C A takova, ze

Z,uj < m a zaroven Z'yj > c?
JEB jEB

Problém obchodniho cestujiciho — existuje v grafu hamiltonovska kruznice o
délce nejvyse ¢? Hamiltonovskd kruznice v grafu prochézi pravé jednou vsemi
jeho vrcholy, stejné tak jako si prejeme, aby nas obchodni cestujici navstivil
kazdé mésto pravé jednou.

Obarveni grafu — Ize uzly daného grafu obarvit nejvyse ¢ barvami tak, aby
sousedici uzly nemély stejnou barvu?

Problém ¢inského listonoSe (pouze na smiSeném grafu) — existuje v grafu eule-
rovska kruznice o délce nejvyse ¢? Eulerovskd kruznice v grafu prochézi prave
jednou vsechny hrany, stejné tak, jako postak musi projet vSechny ulice, z
nichz nékteré jsou jednosmérné.

Literatura

[1] Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest, and Clifford
Stein. Introduction to algorithms. MIT press, Cambridge, 2 edition, 2001.

[2] Marie Demlova. A4m01tal — teorie algoritmu, 2013.

[3] Dan Kalman and Robert Mena. The fibonacci numbers—exposed. Mathe-
matics Magazine, 76(3):xx—xx, 2003.






KAPITOLA

Prvocisla a délitelnost.

4.1 Prvocisla
Zname dvé skupiny prirozenych ¢isel n € N.
Definice 4.1. Prvocislo<2-> Prvocislem nazyvame takové prirozené cislo

n € N, které je beze zbytku délitelné pravé dvéma riznymi prirozenymi cisly
a to jednickou a samo sebou.

Cislo 1 tedy neni prvocislo.

Definice 4.2. Cslo sloZené<3-> Celé cislo rizné od jedné, jez neni prvocis-
lem, nazgvdme sloZené cislo.

Vlastnosti prvocisel:

e Pro prvocislo p plati pla-b = (pla) V (p|b).
o Kazdé slozené ¢islo 1ze jednoznacéné vyjadrit jako soucin prvodcisel.

Piiklad 4.1. <2->[Vzorovy rozklad] Napriklad 42 =2-21=2-3-7.

e Pokud p je prvoéisloaa € Z : 0 < a < p, pak p| (a? — a).

e Ke vSem celym kladnym ¢islim a € Z : a > 0 lze nalézt prvocislo
p:a<p<2a.

Priklad 4.2. <4-> Necht a = 42. Nerovnici p : 42 < p < 84 splniuji prvocisla
43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, a 83.

27
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 271 28 29 30
3132 33 34 3 3 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 374 v 76 Tt 78 79 80
81 82 83 8 8 8 & 88 89 90
91 92 93 94 9 96 97 98 99 100

101 102 103 104 105 106 107 108 109 110
111 112 113 114 115 116 117 118 119 120

Tabulka 4.1: Seznam prvocisel (vyznacena cervené) od 2 do 120.

Uméli byste pokracovat dal?
Ozna¢me 7(N) pocet prvocisel < N.

Pocitejme zkusmo hustotu prvocisel g v intervalu (1, N):

e v desitce ¢isel je 7(10) = 4 prvodisla, tedy

w(10) 4
= — = — = 4
Q=" =7=0

e ve stovee ¢isel je m(100) = 25 prvodisel, tedy

7(100) 25
— — 22 _029
0100 = =55~ = 09 ~ 020

e v tisicovce ¢isel je w(1000) = 168 prvocisel, tedy

7(1000) 168
= UMY 200 0168
€1000 = 600 T 1000

V roce 1792 si mlady C. F. Gauss v8iml, ze 7(N) je priblizné rovna podilu
N/InN.

N 10 102 103 10* 10° 109

oN 0,400 | 0,250 | 0,168 | 0,123 | 0,096 | 0,078
1/InN || 0,434 | 0,217 | 0,145 | 0,108 | 0,086 | 0,072
N/InN || 4,3429 | 21,715 | 144,76 | 1085,7 | 8685,9 | 72382

7(N) 4 25 168 1229 9592 | 78498
Matematici nékdy pisi, ze
N
N)~—
TN~ N

a tikaji, ze w(IN) se asymptoticky blizi k N/In N.
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Navrh 4.3. Nejednd se o ndhodny jev, pri dostatecnée velkém N je hustota
prvocisel v intervalu (1, N) rovna

NI ON = (N

Gaussovi bylo tehdy patnact let. Dikaz tohoto tvrzeni priSel az o 100 let
pozdéji.

Definice 4.4 (Prvociselnd véta).

Vlastnosti prvocisel
B Eukleidiv dikaz ll

Prvocisel je nekoneéné mnoho:

e Predpokladejme, Ze existuje nejvétsi prvocislo a oznacme jej pas

e Sestrojime soucin vSech prvocisel az do pyy:
M
N=2-3-7T--py=]]p
i=1

Cislo N + 1 nemtize byt délitelné ani jednim z prvoéisel p;, jez déli N.

e To znamend, ze N + 1 je bud prvocislo, nebo cislo sloZené, jez ma ve
svém rozkladu jiné prvocislo py > pas.

Spolu s Eukleidem jsme dospéli ke sporu!

Musi tedy platit, ze prvocisel je nekonecne mnoho.
Fukleidiv dikaz je klasicky existencni dikaz: Resi pouze otizku existence
nekoneéné mnoziny prvocisel, netesi otazku jak nalézt vSechna prvocisla.

Goldbachova hypotéza rika, ze kazdé sudé ¢islo vétsi nez 2 lze vyjadrit jako
soucet dvou prvocisel, napiiklad

8 = 3+5
10 = 347
12 = 5+7
14 = 3+11
16 = 5+11

18 = 7+11
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Experimentalné provéfeno do hodnot 2 x 107

Zajimavosti

Parova prvocisla: jejich rozdil je 2 (naptiklad 17 a 19), nejvétsi dosud zndmé
prvociselné pary jsou

16869987339975 - 2171960 4 1
100314512544 015 - 2171960 4 q

Odhaleni chyby matematického koprocesoru origindlniho Intel Pentium P5
(The Intel FDIV Bug).

Thomas Nicely, Lynchburg College, Virginia (1994): Numericky vypocet souctu
harmonické rady s pdroviymsi prvocisly.

O jaké rady jde:

e harmonicka rada

<1
d - oo
n=1 n
e prvociselna harmonicka rada

201
Y - oo
Vp p

Obé tyto rady diverguji.

Oproti tomu

il L L
pp 3 5 7 29 31

Vp2
= 1,902160583104

konverguje.

V cervnu 1994 Thomas Nicely obdrzel po povyseni starého pocitace na P5
hodnotu
1,9021605778

lisici se od ptivodnich vypoctii na i486 — a v ¥{jnu ozndmil chybu v FPU Pentia.
Tim Coe, Vitesse Semiconductor, Southern California
4195835 5-7-(22-3%.5.37+1)

T 3145727 3.220 _ 1
— 1,33382044 . ..
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FPU v Pentiu P5 vsak davala hodnotu

. 4195835 5 x 7 x 119881
© 3145727 13 x 241979

=1,33373906. ..

Chyba nastava pri reprezentaci ¢isel typu M,, = 2" — 1, coz jsou tak zvand
Mersennova cisla.

Mersennova cisla

Marin Mersenne (1588-1648) uverejnil ve své knize Cogitata Physica-Mathematica
(1644) tvrzeni, ze ¢isla tvaru
2" —1

jsou prvocisly pro n = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257 a jsou cisla slozena
pro ostatni prirozend cisla n < 257.

Definice 4.5 (Mersennovo prvocislo). Jestlize 2" — 1 je prvocislo, pak se
nazyvd Mersennovo prvocislo.

Lze dokézat, ze pokud je 2" — 1 prvocislo, je i n prvocislem.
Prvocéiselny charakter Mersennovych ¢isel nebylo snadné dokézat:
e Euler (1750): 23! — 1 je prvocislo.

e Lucas (1876): 2!27 — 1 je prvodislo.
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e Pervouchine (1883): Mersenne zapomnél na 26! — 1.

e Powers (?) ukazal, Ze existuji dalsi ¢isla, kterd Mersenne neuvedl: 289 —1
a 2107 — 1.

Mersenniv interval n < 257 byl Gplné prozkouman v roce 1947 a bylo doka-
zano, ze spravné tvrzeni obsahuje 12 exponenti:

n=2,3,5"7,13,17,19,31,61,89, 107, 127.
K dnesnimu dni bylo nalezeno celkem 47 Mersennovych prvocisel Mga1, Meo7, M1 279, - . . , M42 643 80

Cisla ovSéem nejdou poporadé, k dnesnimu dni vime pouze, ze zndme prvnich
41 Mersennovych prvocisel.

Priklad 4.3 (GIMPS (The Great Internet Mersenne Prime Search)). Para-
lelizované hleddni jehly v kupce sena:

e Distribuovany vipocet ve volngch cyklech procesoru

e Zatim posledni nalezené Mersennovo prvocislo ma 12837064 cifer a bylo
nalezeno 12. dubna 2009 ve tvaru

942643801 _ 1

o Zatim nejuetsi bylo nalezeno 23. srpna 2008 ve tvaru

943112609 _ 1

e htip://www. mersenne. orqg/

Fermatova dcisla

Pro nezdporné n > 0 nazyvame n-tym Fermatovym c¢islem vyraz

F,=22"+1.
Je znamo, ze F, je

e prvocislem pro 0 <n <4 a

e ¢islem slozenym pro 5 < n < 23.

Fermat se puvodné domnival, ze F}, jsou obecné prvocisla.

Jak vlastné rozhodneme, na jaké soucinitele rozlozit slozené cislo N7


http://www.mersenne.org/
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Faktorizace prvocisel

Definice 4.6 (Zakladni véta artimetiky). KaZdé prirozené cislo vétsi nez 1
lze jednoznacné rozloZit na soucin prvocisel.

Nalezeni rozkladu malych ¢isel na prvocisla je relativné jednoduché:

Zkouska délenim

Pro vypocet prvociselnych soucinitelt ¢isla N staci otestovat vSechna prvocisla
p; < vV N. Prvocinitele ziskdme naptiklad pouzitim Eratosthenova sita.

Néro¢nost faktorizace vijrazné roste s délkou prvocisla.

Praktické dusledky:
e (+) kryptografie (Sifrovani vefejnym klicem, RSA),
Metody prosévani:

e Eratosthenovo sito
e (Generické|Specidlni) prosévani ¢iselného pole
e Pollardova p-metoda

e Rozklad na fetézové zlomky

Pro rozklad velkych ¢isel na prvociselné soucinitele se pouzivaji celociselné
vlastnosti eliptickych krivek

V=23 +ax+b

Na strankach
http://www.alpertron.com.ar/ECM.HTM

muzete ovérit i¢innost téchto matematickych metod.
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e Euler (1732) nalezl rozklad

F5 =641 -6700417 = 4294 967 297.

e Zdné dalsf prvocislo tvaru F,, = 22" + 1 neni pro n > 24 znémo.

Déjiny faktorizace

Rozklad Fermatovych cisel se od doby Eulera stal velkou soutézi o vhodné
algoritmy.

Samostatny mikrokosmos numerické matematiky: F;, roste v poctu cifer za-
vratné rychle — algoritmus vhodny pro faktorizaci F;,, nemusi byt pouzitelny
pro Fpiq.

V roce 1880 Landry zvefejnil soucin
Fﬁ = 274177 - Pi14.

Algoritmus, kterym Landry k tomuto vysledku dospél, nebyl nikdy publikovan.

V roce 1970 Morrison a Brillhart nalezli pomoci metod fetézovych zlomkt
soucin
F7 = 59649589 127497 217 - pas.

V letech 1877-1970 bylo objeveno nékolik nevelkych soucinitelit Fermatovych
¢isel ve tvaru k- 2712 + 1 pron > 9.

Western, 1903
Napriklad jiz v roce 1903 Western nalezl

Fy =2424833 x Cys,
kde Ci4g je celé 148-ciferné cislo.

V roce 1980 Brent a Pollard nalezli sou¢in
Fg = 1238926361552897 X pgo

Pollardovou p-metodou.

V roce 1990 skupina matematiki a pocitacovych odborniki kolem Pollarda
pouzila vice nez 700 pracovnich stanic rozmisténych po celém svété a odvodili
metodou SNFS (Special Number Field Sieve) pro

Fg = 2424833 x P49 X P9g.
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V t{jnu 2003 John Cosgrave se spolupracovniky na St. Patrick’s College nalezli
soucinitele Fermatova ¢islu

Fourgrgo = (3 x 22478785 1) .k,

Faktorizace:

e neni kompletni pro vSechna Fermatova ¢isla, o kterych vime, ze jsou
rozlozitelnd (Fy az Fsg),

napiiklad pro Fo neni zndm soucinitel Cy1g7 o velikosti 1187 cifer,

podobné pro Fi3, Fis, ..., Fig, Fbs, ..., F32 chybi soucinitele raznych ci-
fernych délek,

e pro Fy, ..., Fy, soucdinitele nezname viubec.
nl| F,=2%+1
013
115
2|7
3| 257
4 | 65537
5| 641-6700417
6 | 274177 67280421 310721
7 | 59649589127497217 - 5704689 200 685 129054 721
8 | 1238927497217 - pgo
9 2424833 - P49 * P99

V tabulce oznacuje py k-ciferné prvocislo. Napriklad Fg = 274 177-67 280421310721 =
274177 - p14.

Euklidova ¢isla

Cisla definovana rekurenci

e, =¢€e1esez...en_1+1
nazyvame Euklidova éisla.
Prvni ¢tyri Euklidova cisla

epr = 14+1=2

eg = 2+1=3

e3 = 2x3+1=7

eq = 2x3xT7+1=43
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jsou prvocisla.

Dalsi Euklidova ¢isla az na eg

es = 2:3-7-43+1=1807=13-139 (4.1)
€6 = 2-3-7-43-1807+1 = 3263443 (4.2)
er = 547 -607 x 1033 - 31051 (4.3)
eg = 29881 -67003-9119521 - 6212157481 (4.4)

jsou slozend cisla. Pro vSechna Cisla eg . ..eq17 je dokdzano, Ze jsou to slozena
¢isla.

Fakt 4.7. Euklidova cisla jsou nesoudélnd ¢isla, protoze jejich nejvétsi spo-
lecny delitel je roven 1:
ged(em, en) = 1.

4.2 Nejvyétsi spolecny délitel
V celociselné aritmetice délime se zbytkem: je
a=qb+r.

Pro dvojici celych ¢isel a a b mé smysl hledat nejvyssi celé cislo d, které obé
¢isla déli beze zbytku.

Definice 4.8 (Nejvétsi spolecny délitel). Nejvyétsi spoleény délitel dvou
nenuloviych celjch cisel a € Z a b € Z je nejvétsi nenulové prirozené cislo
d € Z — 0 takové, Ze dla A d|b.

Zapisujeme ged(a,b) = d.

Definice 4.9. Nesoudélnd cisla<2-> Cisla a € Z a b € 7 nazjvdme nesou-
délnd angl. relative primes, pokud ged(a,b) = 1.

Euklidiv algoritmus

Plvodné formulovan geometricky cca 300 pt.n.l. Eukleidés hledal nejdelsi
usecku, kterd by se beze zbytku vesla do dvou delsich tsecek.

Metoda nalezeni nejvétsiho spoleéného délitele (NSD = angl. greatest
common divisor, GCD) spo¢iva v jednoduchém pozorovéani, ze nejvétsi spo-
lecny délitel dvou cisel a > b je shodny s nejvétsim spolec¢nym délitelem cisel
a—bab.

Tento poznatek jiz staci k sestaveni algoritmu.

Dukaz. Dukaz
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Algoritmus 4.1 Zapis postupu vypoctu nejvétsiho spolecného délitele ¢isel
a a b Euklidovym algoritmem.
Require: a,b € Z
Ensure: ged(a,b)
repeat
if a < b then
c—a;a+ b b+
end if
a4 a—b;
until a =0
return b

1. Necht a a b jsou nenulovd celd ¢isla, jejichz ged() pocitdme.
Pokud a > b, plati a =b+r, kde r = a — b.
Pokuda=s-dab=t-dbuder =(s—t)-d.

Je tedy ged(a,b) = ged(b,r) a staci tedy hledat ged(b, r).

ok W

Hodnota r postupné klesd a vypocet v konec¢ném poctu krokt skonci
stavem r = 0.

4.3 Délitelnost

Definice 4.10. Na mnoziné celych cisel Z méjme definovdna dvé cisla: a,b.

Rikdme, Ze a déli b, pokud existuje libovolné ¢ € 7 takové, %e b = ac. Pro
zkrdceny zdpis toho vztahu pouZivame symbol a | b.

V piipadé, Ze a t b, délime se zbytkem: plati
b=q-a+r,

kde ¢ € Z a r € N je zbytek po déleni. VSimnéte si, ze pro zbytek plati r < a
a ze r = 0 pouze v ptipadé, kdy a | b.

Piiklad 4.4. Pro cisla 7 a 8 plati 8 = 1-7+ 1, tedy 7t 8. Zbytek po déleni je
1.
Pro ¢isla 7 a 71 plati 8 =10 -7+ 1, tedy 71 71. Zbytek po déleni je opét 1.

Priklad 4.5 (Délitelnost zapornych ¢isel). Pro ¢isla 7 a 8 plati 8 =1-7+1,
tedy 7+ 8. Zbytek po délend je 1.

Pro ¢isla 7 a -8 plati —8 = —2 -7+ 6, tedy 7+ —8. Zbytek po déleni je ovsem
6!
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Nejvétsi spolecny délitel
Pro spoleé¢ny délitel ¢ ¢isel a a b plati, Ze ¢ | a a zaroven ¢ | b.

Definice 4.11 (Nejvétsi spolecny délitel). Cislo d oznacujeme jako nejvét-
§tho spoleéného délitele cisel a a b a zapisujeme d = ged(a,b), pokud plati,
ze

e cislo d je spolecny delitel a a b, a
e pokud existuje néjaké ¢ # d takové, Ze ¢ | a a zdroven c | b, pak také

c|d.

Cislo ged(a, b) je tedy nejvétsim kladnym celym éislem jez déli jak a, tak i b,
s vyjimkou ged(0,0) = 0.

Pripomindme, ze ¢isla a € Z a b € Z nazyvame nesoudélna (relative primes),
pokud ged(a,b) = 1. Nejvyssi spoleény délitel dvou ¢isel lze efektivné spoci-
tat napiiklad Eukleidovym algoritmem, uvedenym v minulé pfednasce (pro
uplnost jej uvddime i zde jako Algoritmus 4.2).

Algoritmus 4.2 Zapis postupu vypocétu nejvétsiho spoleéného délitele cisel
a a b Euklidovym algoritmem.
Require: a,b € Z
Ensure: gcd(a,b)
repeat
if a < b then
c+a; a4 b b+ c
end if
a4+ a—b;
until a =0
return b

Pripomenme, ze pro a,b,q € Z a r € N plati
b=q-a+r.

Definice 4.12 (Modulo). Zbytek po déleni dvou cisel oznacime modulo, za-
pisujeme bmod a. Plati

b=q-a+r < r=0bmoda.

Priklad 4.6. Je 23mod4 = 3, nebot 23 =5-4 + 3.

Vsimnéte si, ze puvodni Eukleidiv algoritmus nahrazuje déleni opakovanym
odéitanim — pokud je rozdil mezi ¢éisly a a b dostateéné velky, pocitdme po-
stupné s pary (a,b), (a —b,b), (a—b—"b,b) a tak déle. Tato posloupnost konci
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v okamziku, kdy by dalsi odec¢teni ¢isla b zptisobilo zménu znaménka. V ten
okamzik je vlastné a = k- b+ r.

Toto pozorovani vede na modifikaci ptivodniho Eulerova algoritmu, kde opa-
kované od¢itani nahradime vysSe definovanou operaci modulo. Tento postup
uvadime v Algoritmu 4.3.

Algoritmus 4.3 Modifikovany postupu vypoctu nejvétsiho spoleéného déli-
tele ¢isel a a b Euklidovym algoritmem s operaci modulo.
Require: a,beZ
Ensure: ged(a,b)
repeat
b+ bmoda
c+a;a< b b+ c
until a =0
return b

B Mezivysledky? ll

Pozorujeme-li mezivysledky jednotlivych krokt Eulerova algoritmu, nahléd-
neme, ze jde vzdy o linearni kombinace ¢isel a a b s celo¢iselnymi koeficienty.
To vede k nésledujicimu pozorovani.

Definice 4.13 (Bézoutova rovnost). Nejoyssi spolecny délitel celijch cisel a a
b lze vyjadrit jako
a-z+b-y=ged(a,b),

kde x,y € 7Z.

Hodnoty = a y 1ze spocist rozsirenym Eukleidovym algoritmem uvede-
nym v Algoritmu 4.4.

4.4 Modularni aritmetika
Modularni aritmetika je aritmetikou na mnoziné celych ¢isel Z v niz se
¢isla opakuji po dosazeni urcité hodnoty n, jiz nazyvame modul.

Na rozdil od béznych celociselnych operaci se zde po kazdé operaci provede
jesté celociselné déleni modulem n a vysledkem operace je zbytek po tomto
déleni.

Priklad 4.7. V moduldrni aritmetice modulo 7 maji ¢isla 8 a 71 shodné re-
prezentace, protoze8mod7 =1 a zdroven 7T1mod7 = 1.

Celoc¢iselna aritmetika v pocitacich je modularni.
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Algoritmus 4.4 Rozsiteny Eukleidtiv algoritmus pro vypocet Bézoutovy rov-
nosti a-x +b-y = ged(a, b).

Require: a,b € Z
Ensure: gcd(a,b),z,y
az < 1; ay < 0;
by <= 05 by < 1;
repeat
m < bdiva
b—b—m-a
by < by —m-a;
by < by —m - ay
a == b; ay <= by; ay <= by;
untila =0
return b,b.,0b,

Priklad 4.8 (Aritmetika osmibitovych ¢isel). Viysledkem operace 250+10 v
osmibitové aritmetice je 4 (tedy 260mod 28). 12-16 dd v osmibitové aritmetice
¢islo 252 (coZ je —4mod 28).

Praktické aplikace modularni aritmetiky:

e prenos zprav — ochrana zprav proti chybam, komprese, zajisténi inte-
grity, utajovani,

e vypocetni technika — hasovaci funkce, pseudondhodné ¢isla, dvojkova
komplementarni reprezentace celych cisel, aritmetika s VELKYMI ce-
lymi ¢isly.

Kongruence

Uvazujme libovolny modul n takovy, ze n € N a zvolme si dvé celd éisla
a,beZ.

Definice 4.14 (Kongruence). Pokud v moduldarni aritmetice plati, Ze a modn
a bmodn jsou si rovny (maji stejny zbytek po déleni n), rikime, Ze Ze a je
kongruentni s b modulo n a zapisujeme

a=b (modn).

Priklad 4.9. Je tedy 8 = 71 (mod 7), 8 je kongruentni s 71 modulo 7. Pozor
na zapornd c¢isla: —1 =7 (mod 8).
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Oznac¢me si m onen zbytek po déleni a modn a bmodn. Bude potom platit,
ze

a=1-n+m

b=j-n+m

pro néjaka i, 5 € Z. V prikladu, uvedeném vyse, je

8=1-7+1
71=10-7+1
—6=—1-T+1.

Piiklad 4.10. Mé&jme abecedu velkijch pismen ceské abecedy, {A, A, B, ..., Z, 7},
reprezentovanou numerickymi hodnotami {1,2,...,42}. Nad touto abecedou
provdadime vsechny matematické operace moduldrné, s modulem 42.

V takové moduldarni aritmetice jsou st rovny napriklad reprezentace celych cisel
—41, 43 a 320328919, protoze zbytek po déleni 42 je vidy 1:

—41=43(mod 42) < —41=43+42.(-2),
—41 = 320328919 (mod 42) < —41 = 320328919 + 42 - (—7626880),
320328919 = 43 (mod 42) < 320328919 = 43 + 42 - 7626878.

Znak A muze tedy reprezentovat libovolné z cisel —41, 43 a 320328919.

Trida kongruence

Mnozinu vsech celych ¢isel, kterd jsou kongruentni s néjakym m modulo n je
zvykem nazyvat tFfida kongruence a zapisovat ji [m],, nebo (a to hlavné v
anglosaské literatute) bez uvedeni modulu kongruence jako m.

Priklad 4.11. Napriklad cislo 3 v modulu 5 mizZe zastupovat i vsechna c¢isla s
nim kongruentni (...,—7,—2,3,8,13,...). V textech bude tato trida kongru-
ence oznacovdna jako (3]s nebo jako 3.

Vlastnosti kongruence modulo n umoznuji pocitat pouze se zbytky po déleni
timto modulem a vysledek pak zobecnit na vSechna ¢isla.
Vlastnosti cisel v modularni aritmetice
Moduléarni aritmetika je uzaviend vaci operacim sc¢itani a nasobeni:
[a]n + [b]n = @ + b]n,
] =

[a]n, — [b], = [a — b],
[aln, - [bln = [a - by
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Priklad 4.12. V aritmetice modulo 7 by mélo platit [2]7 + [6]7 = [1]7. Pro
9 € [2]7 a —1 € [6]7 je vysledek 9 — 1 =8 € [1]7. Zcela obecné je

a=1-7+2,
b=j5-74+6

a potom

a+b=(-T+2)+(G-T+6)=(+j)-T+8=(i+j+1)-T+1

Podobné zkuste v aritmetice modulo 7 ovérit [2]7 - [6]7 = [5]7.

Scitani a nasobeni v moduldrni aritmetice je komutativni a asociativni:

[bn = |
[aln - [b]n = [b]n - [a]n,
(laln + [b]n) + [c]n = [a]n + ([b]n + [c]n) ,
(laln - [b]n) - [cln = [a]n - ([b]n - [c]n)

Pro sc¢itani a nésobeni v modulérni aritmetice existuje identita, pro sc¢itani i
inverze:

Priklad 4.13 (Dva ptiklady). V moduldrni aritmetice modulo 7 je 28 € [0],
a 15 € [1],,. Pro jejich soucet plati (28 + 15) mod 7 = 43 mod 7 = 1.

V modularni aritmetice modulo 3 je 10 € [1], a 8 € [2],,. Pro jejich soucin
plati (10 - 8) mod 3 = 80 mod 3 = 2.

Jak dopadne soucet 57 a -73 v aritmetice modulo 87

Modularni kraceni
Pokud
a-d=b-d (modn)
obecné neplati, ze také
a=b (modn)

Priklad 4.14. Kongruenci 8 = 14 (mod 6) sice mizeme rozloZit na 4 - 2 =
7-2 (mod6), ale rozhodné neplati, Ze 4 =7 (mod 6). Vsimnéte se ale, Ze

8 =14 (mod 6)

4-2=17-2 (mod3-2)
4 =17 (mod3).
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Zda se tedy, Ze v pripadech, kdy je modul kongruence také délitelny d, je treba
vykrdtit d nejenom z ekvivatelntnich trid, ale © z modulu kongruence.

Jsou dvé varianty

1. Pro ged(d,n) =1 je opravdu a = b (mod n).

2. Pro ged(d,n) = k,k > 1jed=k-x an=k-yakongruence se postupné
zméni na

akz = bkx (mod ky)
azr = bx (mod y)
a=b (mody).

Priklad 4.15 (Modulérni kraceni pro d a n nesoudélna). Pro 170 = 35 (mod 3) —
5:34=5-7 (mod3) je 34 =7 (mod3), protoze 3 a 5 jsou nesoudélnd cisla.

Priklad 4.16 (Modularni kraceni pro obecné d # 0). Z kongruence 10 =
6 (mod4) — 5-2=3-2 (mod2-2) plyne 5 =3 (mod 2).

Co vyjde pro 10 = 6 (mod 3) 7

Jak uz bylo naznaceno vyse, na mnoziné celych ¢isel nelze pouzit operaci déleni
tak, jak ji zndme z mnoziny redlnych c¢isel — celd ¢isla umime délit pouze se
zbytkem po déleni. Pokud fesime v R rovnici

5c =6

muzeme proménnou r osamostatnit tak, ze levou i pravou stranu rovnice vy-
nasobime inverznim prvkem ¢&isla 5 viici operaci nasobeni, ¢islem 571, tedy
zlomkem 1/5.

V modularni aritmetice, definované na mnoziné celych cisel, ale se zlomky
pracovat neumime. Presto i kongruenci

5z =6 (mod11)

umime prevést na tvar

r=6-5" (mod11),

kde inverzni prvek 5-! oznacuje tak zvanou multiplikativni inverzi ¢isla 5
v aritmetice modulo 11.
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Multiplikativni inverze

Proa € Z an € N je celé ¢islo x multiplikativni inverzi a, pokud spliuje
podminku
a-z =1 (modn). (4.5)

Z kongurence (4.5) lze snadno odvodit, ze pokud opravdu lze multiplikativni
inverzi x nalézt, lze téchto x pro dané a najit na mnoziné celych ¢éisel Z neko-
necné mnoho. Vzhledem k tomu, ze se ve vyse uvedeném pripadé pohybujeme
v mnoziné ¢isel, dané zbytky po celoc¢iselném déleni ¢islem n, oznac¢ované jako
Zn ={0,1,...,n—1}, bude nutné mnozina Z,, obsahovat jedno ¢islo, jez je také

hledanou modularni inverzi: Pro nejmensi multiplikativni inverzi plati, ze

x je nejmensi moznou kladnou multiplikativni inverzi k a a ozna¢ujeme ji a='.

Vsimnéte si, ze multiplikativni inverze existuje pouze pro ¢isla, jez jsou ne-
soudélnd s modulem n: prepiSeme-li kongruenci (4.5) do zapisu pomoci déleni
se zbytkem, dotaneme pro néjaké q € Z

a-x=1+n-q

a-r—n-q=1
a po substituci y = —¢ dostavame Bézoutovu rovnost

a-r+n-y=1
a-x+n-y=ged(a,n)

a srovnanim obou fadkiu je jasné, Ze musi platit ged(a,n) = 1.

4.5 Mala Fermatova véta

Definice 4.15. Pro a € Z a prvocislo p € N takové, Ze pta plati

a?~! =1 (modp) resp. a? = a (mod p)

Mal4d Fermatova véta' je zakladnim stavebnim kamenem algoritmu genero-
vani Sifrovaciho klice asymetrické sifry RSA. Je také nutnou podminkou pro
prvocisla a zakladnim kamenem Fermatova testu prvociselnosti.

7 Malé Fermatovy véty pritom plyne, ze
a~! = a”™? (modp) (4.6)

pro a € Z a prvociselnd p € N takovd, ze p t a.

Ve skute¢nosti je a®™ =1 (modn), kde ¢(n) je takzvans Eulerova funkce. O té si
ale budeme povidat pozdéji.
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Pi¥iklad 4.17 (Vypocet inverze). Chceme spocitat a=* pron =11 a a = —3.
Volime postupné x = 1,2,..., prond kladné cislo x splnujici vztah (4.5) je
x=7:-3-7=1(mod 11).

Priklad 4.18 (Vypocet inverze pomoci Malé Fermatovy véty). PouZitim
Malé Fermatovy véty (4.6) mdme a=' = (=3)''"2 (mod 11), tedy a™! =
—19683 (mod 11) coz je to samé, jako a=! = 7 (mod 11) protoZe jde o stejnou
tridu kongruence.

Zkuste si to nyni sami pron =7 a a = 5.

4.6 Priklady

Opice a kokosy

Na pustém ostrové ztroskotaji tfi namornici. Jedina potrava, kterou béhem
dne nasli, je hromada kokosovych orechti.

V noci se prvni namornik probudi, spravedlivé rozdéli hromadu na tri dily,
pricemz jeden kokos zbyde — ten dostane opice. Svou tiretinu namotnik ukryje,
zbytek navrsi zpatky a jde zase spat. Postupné hromadu stejnym zptisobem
ytretina pro mne, jeden kokos opici, zbytek vratit“ zmensi jeho oba druhové.

Réno si hromadu rozdéli na tfetiny, opét zbyde jeden kokos, ten dostane opice.
Kolik musi byt v ptivodni hromadé kokosti, aby to fungovalo?

Prvni ndmoinik zacind s hromadou obsahujici n = 1 (mod 3) kokosovych ore-
chi.
Druhy namornik délil hromadu s

2(n—1)

mp=——a— = 1 (mod 3)

ofechy, treti ndmornik prerozdéloval

2(my — 1
My = (m13 ) 4 (mod 3)

ofechtl a ve zbylé hromadé jich muselo ztstat

2 -1
ms = (ng) = 1 (mod 3).

Hodnotu ms spocteme jako

2 2 8 38
=-mg—-=-=—n—— =1 (mod
mg = gm2 — 3 57"~ 5 (mod 3)
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a rovnici v modularni aritmetice feSime pro n
8n — 38 = 27 (mod 81) = 8n = 65 (mod 81).

Délit osmi nemuzeme, muzeme ale nasobit multiplikativni inverzi (pro jejiz
vypocet nelze pouzit Fermatovu vétu — proc¢?):

n=8"1.65=71-65=79(mod8l).

Nejmensi pocet kokost v hromadé je tedy 79 (ale muze byt i 160, 241, ...).

Kontrolni soucty

Ma ho kazda kniha, identifikuje zemi ¢i region ptivodu, nakladatele a vydani.
Existuje ve verzi ISBN-10 a ISBN-13. Na posledni pozici kazdého ISBN je
kontrolni cifra.

Priklad 4.19 (Vypocet kontrolni cifry ISBN-10). Méjme ISBN 0-552-13105-
9. Kontrolni cifra ISBN-10 se pocitd v modulu 11, pro pripad zbytku 10 se
pouzije znak X. Kontrolni soucet je 0-104+5-94+5-8+2-74+1-64+3-5+
1-440-34+5-249-1=143mod 11 = 9. Uvedené ISBN je opravdu platné.

Coz takhle 80-85609-70-37

Cisla bankovnich uéta

Cislo bankovniho étu v CR mé tvar 123456-1234567890/1234, kde prvni a
druhé ¢ést ¢isla i¢tu jsou chranény proti prekleptum opét algoritmem vézeného
ciferného sou¢tu mod 11. Kontroluje se pouze tzv. predéisli a vlastni ¢islo uctu,
vahy jednotlivych ¢islic v predéisli jsou zleva 10,5, 8,4,2, 1 a vahy cifer v cisle
acétu jsou zleva 6,3,7,9,10,5,8,4,2,1. Témito vahami se vynéasobi jednotlivé
Cislice predcisli, resp. ¢isla uctu, vysledek se secte a urci se zbytek po déleni
11. Pokud tento zbytek vyjde 0, jedna se o korektni ¢islo tctu.

Priklad 4.20 (Kontrola ¢isla u¢tu). Meéjme cislo uctu 19-2000145399/0800,
jez pro ucely kontroly prepiseme na 000019-2000145399/0800. Kontrolni sou-
cet prong cdsti je 0-1040-54+0-84+0-4+1-24+9-1 = 11 mod 11 = 0. Kontrolni
soucet druhé cdsti je 2-6+0-3+0-740-941-1044-5+5-8+3-44+9-249-1 =
121 mod 11 = 0.

Rodné dcislo

Jednoznaé¢ny identifikitor ob¢antt CR a SR obsahujici idaj o datumu narozen,
pohlavi a do roku 2004 i lokalité porodnice.
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Priklad 4.21 (Vypocet kontrolni cifry). Muz narozen 22. inora 1959, roz-
lisugict trojcisli 177 (Zlin?). Posledni cifra rodného cisla zajistuje délitelnost
ciferného souctu jedendcti, musi mit proto hodnotu 590222177 mod 11 = 6.
Odpovidajici rodné ¢islo md tvar 590222/1776.

Mozna vas napadlo, jak to udélat, kdyz na poslednim misté rodného ¢isla mize
byt teoreticky 11 riiznych &islic (tedy 0,1, ...,10). Reseni bylo (po roce 2004
uz je na podobné speciality pamatovano) takové, ze misto cifry 10 se na konec
rodného ¢isla napsala nula a takové rodné ¢islo neproslo validaci. Podle riz-
nych neustéale se presouvajicich zdroju z oblasti informac¢niho systému statni
spravy bylo takovych rodnych ¢isel do roku 1985 vydano cca 1000.

Jakkoliv je Wikipedie znacné zivelny a casto zavadéjici zdroj informaci, v p¥i-
padé rodného ¢isla je odpovidajici heslo Wikipedie [1] asi nejlepsi prehledovou
informaci, ktera je o tématu dostupna.

Pseudonahodna cisla

Pro rtizné druhy stochastickych simulaci a Monte Carlo vypocti potfebujeme
vhodny zdroj ndhodnych c¢isel z urcitého rozdéleni pravdépodobnosti — po-
tfebujeme generovat sekvenci hodnot, kde hodnota prvku xj,; nezdvisi na
zadném z prvka xg, 1, ..., Tk.

Takovou sekvenci v poc¢itaci vyrobit neumime, umime se ji ale docela vérné na
pocitaci pro omezeny pocet hodnot nabpodobit pomoci generatoru pseudoné-
hodnyrch éisel, jenz vétsinou generuje ¢isla z rovnomérného rozdéleni U(0, 1).
Ostatni rozdéleni lze potom riznymi technikami simulovat pomoci prepoctu
hodnot z rozdéleni rovnomérného.

Jednou z moznosti, jak pseudondhodnd ¢isla v U(0, 1) generovat, je linearni
kongruentni generator (LCG, Linear Congruence Generator).

Priklad 4.22 (Jak funguje LCG). Uzivatel zvoli xy (pevné nebo tieba odvozené
od aktudlniho casu). Potom zi11 = (a - xp + b)modm, kde a,b a m jsou
zvolené parametry urcujict kvality generdtoru. Jedna z mozZnych voleb je treba
a = 1664525, b = 1013904223 a m = 232.

LCG jsou velmi citlivé na volby parametri. Pokud dodrzime jisté predpoklady,
generator pracuje s periodou m, ale i to je v mnoha piipadech statistickych
vypoctu (naptiklad u vicerozmérné Monte Carlo integrace) zalostné mélo.
Aritmetika velkych ¢isel

Registry v dnesnich procesorech jsou vétsinou 32 nebo 64 bitové:

e nejvetsi bindrni ¢islo, s nimz pocitac dokéze pohodinée pracovat, je tedy
232 respektive 264,
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e nejvétsi binarni ¢islo, jez muzeme reprezentovat v 1GB opera¢ni paméti,
je 21099511627776 35k rychle s nim ale budeme schopni poéitat?

Jak se ale algoritmy typu RSA efektivné vypotradavaji se sé¢itanim ¢i ndsobenim

celych ¢isel v aritmetice velkych moduli (tFeba 340282366920938463463374607431768211507)7
Jak provadét operace s tiidami ¢isel, ktera se do paméti pocitace prosté neve-

jdou?

Literatura

[1] Rodné éislo.



KAPITOLA
Sifrovani verejnym klicem

M doplnit avod l

5.1 Cinska véta o zbytcich

Vice vzajemné ekvivalentnich tvrzeni z algebry a teorie ¢isel. Nejstarsi zminka
z Ciny ve 3. stoleti naseho letopoctu.

Priklad 5.1. Jak najit x, jenz je resenim vice kongruenci najednou, napriklad

x =2 (mod 3),
x =3 (modb),
x =2 (mod7)?

Zbytkové tridy jsou [2]s, [3]5 a [2]7, vysledné FeSeni musi spadat do vSech ti{
z nich.

Vysledkem bude opét kongruence, jejiz modul je dan nasobkem t¥i dil¢ich
modulid soustavy kongruenci,

x=3i+2=5j+3=Tk+2
T=...
Zbytkova ttida vysledku bude tedy 3 -5 -7 = 105.

Pokud zvolime feseni jako linedrni kombinaci tfech dil¢ich feseni pro jednotlivé
kongruence, tedy
x = 2K + 3k + 2k3 (mod 105)

sta¢i pro dodrzeni ekvivalenci v soustavé kongruenci zarucit, aby se k1 chovalo
jako 1 ve zbytkové tiidé 3 a jako 0 ve zbytkovych tiidach 5 a 7, a aby se ko

49
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chovalo jako 1 ve zbytkové tiidé 5 a jako 0 ve zbytkovych tiidach 3 a 7,
a obdobné aby k3 bylo ve zbytkovych tfidach [1]7, [0]3 a [0]5. Potom bude
platit

2K1 + 3Kk2 + 2k3 = 2 (mod 3),
2K1 + 3Kk2 + 2k3 = 3 (mod 5),
2K1 + 3Kg + 2k3 = 2 (mod 7).

V prvnim kroku hleddme nulové a jednotkové zbytkové tridy pro kombinace
ptvodnich moduli. V nasem pripadé plati

k1 =70=0(mod5-7) A k1 =70=1(mod3),
ke =21=0(mod3-7) A kg =21=1(modb5),
k3 =15=0(mod3-5) A k3=15=1(mod7).
Resenfm dané soustavy kongruenci je v takovém piipadé éislo

=2-70+3-2142-15=233.

Minimalni hodnota x je ddna tf¥idou kongruence modulo 3-5-7 = 105, tedy

x = 233 mod 105 = 23.

Vlastni tvrzeni
Necht nq,ns9,...,n; jsou navzajem nesoudélnd prirozend ¢isla, n; > 2 pro

vSechna ¢ = 1,..., k. Potom Teseni soustavy rovnic

x =ay (modny)

x = ag (modng)

x = aj (modny)

existuje a je urceno jednoznacné v modulo n =nj -ng-...- ng.

Diky nesoudélnosti existuje ve tfidé operaci modulo n; ke kazdému N; = n/n;
jeho multiplikativni inverze M;, tedy

M; - N; =1 (modn;)

a plati
k

i=1
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Ve vyse uvedeném piipadé se zbytkovymi t¥idami [2]3, [3]5 a [2]7 je
xr=2-2-35+3-1-21+2-1-15=233.

Vypocty modulo velké M lze prevést na vypocty modulo mensi soucinitelé

¢isla M — zrychleni vypoctu.

Lze generalizovat pro soudélna cisla.

Vyznam hlavné v Sifrovacich systémech.

Problém niiSe s vejci

V ntsi je v vajec. Pokud z ni odebirdme vejce po dvou, tfech a péti najednou,
v nusi nakonec zustane 1, 2, respektive 4 vejce. Pokud odebirame vejce po
sedmi kusech, v ntisi nakonec neziistane vejce zadné.

Jaka je nejmensi hodnota v pro niz mize uvedend situace nastat?
Zbytkové tiidy jsou [1]a, [2]s, [4]5 a [0]7.

Hledame teseni soustavy

Vysledek bude néjaka trida kongruence modulo 210.

Pro jednotlivé ekvivalence mame

il ni | Ni [ Mi]ai]
1[2]105] 1 |1
2037 | 1|2
3| 5] 42| 3|4
47130 ] 4]0

v=(1-1-105+2-1-70+4-3-42+40-4-30) mod 210
= (105 + 140 + 504 + 0) mod 210 = 749 mod 210 = 119

5.2 Modularni mocnéni

Neefektivné 1ze opakovanym nésobenim a redukci:

c=0b[b[...[b-b modn]...]modn]modn
—_——
r—krat
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Jde to ale i lépe. Postup si ukédzeme na nésledujicich prikladech.

P¥iklad 5.2 (Mocnéni opakovanym nasobenim). Mdm-li pocitat a = 21*! (mod 43),
mohu sice postupné vycislovat

a; = 21,
as = a1 - 21 mod 43,
az = as - 21 mod 43,

a = a41 = a4q0 - 21 mod 43,

pujde ale o pomérné pracny postup — predstavte si, jak dlouho takto budete
pocitat kongruenci a = 97011687217%8764321261 (104 225898512559), a Ze ta-
kovgichto kongruenci potrebujete spocitat miliony.

Vylepseni celého algoritmu spoc¢iva v jednoduchém pozorovani: Kazdy mocni-
tel r z mnoziny pfirozenych ¢isel miZeme reprezentovat jako soucet mocnin
&sla 2 a kazdou vysokou mocninu &sla b lze poskladat z ndsobki ¢isel b2,
Opét je asi vhodnéjsi si cely postup ukazat na konkrétnim prikladu:

Priklad 5.3 (Mocnéni opakovanym kvadratem). V nasem ilustrativnim pri-
padé a = 21% (mod43) je mocnitel 41 = 32 + 8 + 1 a plati tedy a =
2141 (mod 43) = 21 - 218 - 2132 (mod 43), kde pro vipocet dvojkoviich mocnin
cisla 21 potrebujeme pouze opakované umocnovat na druhou:

212 2112 (mod 43) = 11 (mod 43),

21%)2 (mod 43) = 11% (mod 43) = 35 (mod 43),
( )
( )

(217)
(217)
18 = (21%)% (mod 43) = 352 (mod 43) = 21 (mod 43),
(21°)
( 6

2116 = (21%)? (mod 43) = 212 (mod 43) = 11 (mod 43),

2132 = (211%)2 (mod 43) = 11? (mod 43) = 35 (mod 43).

Vijsledek obdrZime jako a = 21 - 218 - 2132 (mod 43) = 21 -21 - 35 (mod 43) a
po Upravich a = 41 (mod 43).

To vede na algoritmus opakovaného kvadratu, jenz mutzete shlédnout v Algo-
ritmu 5.1.

Pocet krokt nutnych pro umocnéni " opakovanym kvadratem je logy r oproti
r krokim potiebnym pro opakované nasobeni.

Priblizme si cely postup, popsany v Algoritmu 5.1, jesté jednim prikladem.



5.3. EULEROVA FUNKCE 53

Algoritmus 5.1 Efektivni algoritmus mocnéni pomoci opakovaného
kvadratu.
Require: be Z, r,n € N
Ensure: ¢ =b" (modn)
Necht r = Z?:o aj -2 a; € {0,1}
c<1+apg-(b—1);bp< b
for j=1to k do
bj < 6?71 modn
if a; > 0 then
¢4 c-bjmodn
end if
end for
return ¢ =b" (modn)

Pi#iklad 5.4 (Spoctéte ¢ = 3" mod 7). Nejprve rozlozime r = 17 = 10001y,.
Je ag = 1 a proto prvotni hodnota ¢ = b =3 a by = 3. Potom

b =32°mod7 =9mod7 =2,a; =0,

by = 22mod7 = 4mod 7 = 4,ay = 0,

by = 4°mod7 = 16mod 7 = 2, a3 = 0,

by =22mod7 =4mod7 = 4,a4 = 1.
Nyni prepocteme ¢ = 3 -4mod7 = 12mod 7 = 5. Dalsi bindrni cifry uZ v r
nejsou, vysledkem je proto c = 5.

Kontrola: 317 = 129140163 mod 7 = 5.

5.3 Eulerova funkce

Definice 5.1 (Eulerova véta). Malou Fermatovu vétu lze zobecnit na tvar
a®™ =1 (modn),

kde ¢(n) je tak zvand Eulerova funkce, kterd uddvd pocet prirozenich cisel
1 <ax <n, jeZ jsou s n nesoudelnd.

Neékdy ¢(n) oznacuje ndzvem totient.

Pro prvocisla je
¢(p) =P ]-a

pro nesoudélnd x a y plati
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a proto pro prvocisla p a q také

Pro libovolné prirozené n plati také
1
d(n) = nH 1—-.
pn b

Pozorovani 5.2. Zvolime-li n = p - q, kde p i q jsou prvocisla, bude podle
Eulerovy véty

a(b(n) — a¢(p'Q) — a(pfl)(qfl) = 1 (modp . q)7

a tedy také
(ap_l)qil = (aq_l)pil =1 (modp-q).

a protoZe p a q jsou nesoudélnd, tak také

a®™ =1 (modp) =1 (mod g).

5.4 Sifrovani

Symetrické a asymetrické Sifry
Existuji dvé zakladni skupiny Sifrovacich algoritmu:
e Symetrické Sifry u nichz se ten samy kli¢ pouziva jak k Sifrovani, tak i

k desifrovani zpravy. Odesilatel i piijemce musi mit k dispozici identické
klice. Prikladem je DES, 3DES, AES.

e Asymetrické Sifry u nichz se Sifruje jingm klicem, nez je kli¢ uréeny k
desifrovani. Odesilatel po zasifrovani jiz nema moznost zpravu desifrovat.

Piikladem je RSA (PGP), GnuPG, ElGamal.

Vv

Sifry asymetrické ...

Vyména klica
... ale symetrické Sifrovani ma zdkladni problém: distribuci klica.

Diffie a Hellman, 1976

Alice a Bob se na kli¢i mohou dohodnout pres nezabezpeceny komunikacni
kandl. Je pouze treba zajistit, aby operace, jez Alice a Bob provadéji, nebyly
vypocetné snadno invertovatelné.
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Diffieho-Hellmanova vymena klici

Vefejné zndmé prvocislo pa a € {2,...,p—2}. Oba jako kli¢ pouziji ¥ mod p
— Alice si vymysli veliké £ € N a Bobovi posle a® mod p, Bob posle Alici
a¥ mod p. Alice pak provede (o¥)” mod p, Bob obdobné.

Hodnota « se v praxi voli 2 nebo 5.

Vymeéna kli¢t je zalozena na faktu, ze v moduldrni aritmetice modulo p se
velmi tézko hledd diskrétni logaritmus celého ¢isla, tedy ¢islo x = logg(h)]
takové, ze g = h (modp).

Priklad 5.5 (Diskrétni logaritmus). UvaZujme kongruenci 3* = 15 (mod 19).
Jednim z moznych reseni je x =5, nebot 3° = 15 (mod 19), neni to ale reseni
jediné. Z Malé Fermatovy véty totiz plyne 3'8 = 1 (mod19), a proto md
resend kongruence nekonecné mnoho teseni ve tvaru 3°t18% = 15 (mod 19)
pro k € N. Zadanou kongruenci tedy splnuji vsechna x, jeZ jsou resenimi
kongruence x =5 (mod 18) a ze zverejnéné hodnoty 3* mod 19 Ize jen s velkou
nahodou urcit jedno konkrétni x, zvolené pri vymene klice Alict.

Vzhledem k tomu, ze [a], - [b], = [ab], plati pro Alici pfijaté Bobovo o mod p
nasledujici:
a/modp=a-a---alp,

y—krat
a po umocnéni na z-tou:
x
a-a--al,| =[la-a-al-[a-a-al,[a-a---a],=
y—krat y—krat y—krat y—krat
x—krat

=[a-a---alp.
zy—krat

Reciprocéné to plati i pro Bobem prijaté Ali¢ino o mod p.
Priklad vymeny prop =17 a aa =5
Alice si zvoli x = 1039.

Bob si zvoli x = 1271.

Po nezagifrovaném spojeni posle Alice Bobovi 593 mod 17 = 7 a Bob posle
Alici 52" mod 17 = 10.

Bob si spocte svitj kli¢ jako 727! mod 17 = 12, Alice jako 10" mod 17 = 12.

IMeéli bychom jesté spravné uvadét, ze hledané &slo x je prvkem tzv. okruhu celych &isel
modulo p, zapisujeme z € Z/pZ
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Ve skutecnosti budou p, o, z, y mnohem vétsi ¢isla (pro¢)?

Pro ilustraci situace tGto¢nika si povsimnéte, ze plati 57 = 52 = 5% =
57tk16 = 10 (mod 17) pro libovolné k € N a ze 1271 = 7 + 79 - 16. Stejné
tak je 51° = 531 = 547 = 515716 = 7 (mod 17) a 1039 = 154 64 - 16. V nasem
ilustra¢nim ptipadé muze itoc¢nik celkem lehce vyzkouset vSechny mozné kom-
binace kli¢a (bude jich jenom sedmnéct), ale v pfipadé velkych prvoéisel to uz
nebude praktické: Bude-li p = 429183283 a dokazeme-li otestovat 100 kli¢i za
vtefinu, bude prohledavani celého prostoru moznych kli¢t trvat priblizné 1192
hodin. Pro p z oblasti 64-bitovych prvocisel by prohledavani celého prostoru
moznych kl{&d rychlosti 10 kli¢ii/s mohlo trvat az 585 tisic let (vyzkousejte
si to).

RSA (Rivest, Shamir a Adelman 1977)

V dnesni dobé asi nejznaméjsim algoritmem pro asymetrické Sifrovani (tedy
pro sifrovani verejnym klicem) je algoritmus vyvinuty Ronem Rivestem, Adi
Shamirem a Leonardem Adelmanem na MIT v roce 1977, oznacovany zkrat-
kou RSA. Az o dvacet let pozdéji vyslo najevo, ze britsky matematik Clifford
Cocks, zaméstnanec GHCQ,? navrhl v podstaté stejny systém uz okolo roku
1973. GHCQ ovsem nemeélo pro jeho vynélez vyuziti, a jako utajovana infor-
mace zustal 25 let archivovan.

Sifra RSA vychézi z predpokladu, 7e faktorizace soucinu prvoéisel p a q je
Casové naroc¢na — vsichni proto mohou znat Sifrovaci kli¢ e a sifrovaci modul
n = p - q, ale nepomuze jim to ke zjisténi desifrovaciho klice d, zalozeného na
pag.

V praxi je Sifrovaci modul n = p - ¢ € {0,1}10%4 az {0, 1}40%,

Posledni faktorizovany RSA kli¢ je RSA-768 (n = {0,1}7%®, 232 dekadickych
¢islic) za necelé 3 roky na az 618 pracovnich stanicich v roce 2009.

Ale pozor: Uz v kvétnu 2007 padlo Migzg = 2193 — 1 za 11 mésict v labora-
torich EPFL, Uni Bonn a NTT.

Faktorizovat 1024-bitovy kli¢, jenz se dnes stédle bézné pouziva v kazdodennim
sifrovaném provozu) by podle Kleinjunga a kolegu [2] bylo asi 1000x naro¢-
néjsi, nez jejich faktorizace 768-bitového klice. Vzhledem k tomu, je 768-bitovy
faktorizacemi 512 a 768-bitového kli¢e uplynulo priblizné 10 let, lze ocekavat,
ze kilobitovy kli¢ bude povazovan za faktorizovatelny (a tedy prolomitelny)
nékdy okolo roku 2015.

2 Anglicky Government Communications Headquarters. Je to britské obdoba NSA, vladni
bezpecnostni a zpravodajskéd agentura zaméfena na ochranu datovych komunikaci a desifro-
vani zprav.
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Posledni faktorizovany kli¢ je momentélné RSA-704 (212 dekadickych ¢islic),
faktorizovat jej trvalo necely rok na nékolika sitich univerzitnich pocitacta ve
Francii a Australii [1].

Generovani verejného a soukromého klice

Proces tvorby verejného a soukromého sifrovacicho klice je pomérné jednodu-
chy:

1. Zvolime neprilis si blizka prvocisla p a ¢g. Idealni délka kazdého prvocisla
je v dnesni dobé alespon 1024 bitt.

2. Spocteme modul sifrovaci a desifrovaci transformace, n = p - ¢. Tento
modul bude mit tedy idedlni cca 2048 bitu.

3. Vypocteme Eulerovu funkci pro n, ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1).

4. Zvolime Sifrovaci exponent e takovy, ze 1 < e < ¢(n) a ged(e, p(n)) =
1.

5. Dopocteme desifrovaci exponent d tak, aby d bylo multiplikativni
inverzi k e modulo ¢(n), d-e =1 (mod ¢(n)).

Verejny kli¢ pro zasifrovani zpravy je (n,e), soukromy kli¢ pro desifrovani
je (n,d).

Princip prenosu zpravy X je primitivni:
Sifrovani

Po lince prenasime Sifrovany text ¢, jenz vznikne jako

c = X°®modn.

Desifrovani

Prijemce si z prijatého Sifrovaného textu spocita ptivodni zpravu jako

X = c¢*modn.

Trik celého postupu spociva v tom, ze z pouhé znalosti (n, e) nelze v rozumném
case urcit d. Nejde to z toho divodu, Ze pro vypocet hodnoty d potiebujeme
znat ¢(n) = (p— 1)(g — 1), je tedy tieba nejprve faktorizovat Sifrovaci modul
n. To je ovSsem pro vhodné zvolena p a g ¢asové velmi naroc¢na uloha.
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Duakaz RSA

Zakladni otdzkou, kterou bychom si nyni méli polozit, je: ,,Obdrzime desifrova-
nim opravdu puvodni text?* A¢ se to na prvni pohled nezd4 z vyse uvedenych
vzorcu pravdépodobné, RSA vskutku funguje.

P1i desifrovani ¢ = X¢ (modn) méme
= (X% = X (modn) = X (mod pq).
Prozkouméme vlastnosti ¢ = X*? (modp) a ¢? = X° (mod ¢) a zobecnime

je na operace modulo n. I Jde to i rovnou pFes totient, zkoumanim jaké
mociny X leZi ve stejné t¥ide kongruence Il

7 definice soucinu ed v algoritmu RSA plyne
ed=1(mod¢(n))=3g€Z:ed=1+g(p—1)(g—1),

coz muzeme dale upravit na
ed=1+f(p-1)(g—-1)=1+glg-1)=1+h(p—-1)

a tedy
ed=1 (mod¢(n)) =1 (modp(p)) =1 (mod ¢(q)).

Diikaz. ed =1 (mod¢(n)) =1 (mod(p—1)(¢g—1)) & ed=1+g(p—1)(¢g—1)
atedyed=1+gp(¢—1)aed=1+g,(p—1). O

Dokazujeme nadale p a ¢ oddélené:
Pro pt X je podle Malé Fermatovy véty XP~! =1 (modp) a tedy
xed — x1+h(p-1) — x . xh(r-1) — x . (X(pfl))h = X -1" = X (modp).

Prop| X je
X = 0° (modp) = X (modp)

To samé plati pro ¢ a tedy

X = X (mod p)

X = X (modq)
Jednim z disledki CRT je pro nesoudélnd z a y ekvivalence Il 1épe pfesunout
k CRT a ukazat, 7e feeni soustavy je vzdy v mod x*y*z ll

a
a

(mod )

(mod y) < a=b (moduzxy). (5.1)

b
b
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Proto také z

X = X (mod p)
X = X (modq)

plyne
X = X (mod pq).

Diikaz. Platnost ekvivalence (5.1) lze dokazat za predpokladu nesoudélnosti
T a y tak, Ze uvdzime nejprve
a=kir+0b, a = koy + b,
a—b=Fk=x, a—b=kyy.

Cisla  a y musi délit vyraz a — b beze zbytku,

a—0b=kzx=koy,
a protoze jde o nesoudélnd ¢isla, musi zaroven platit, ze y | k1 a x | ko,

kix = koy = (ky)z = (kx)y.

Mtzeme tedy psat
a=kK-zYy+b

a tedy také
a =b (modzxy)

CRT-RSA
V tvodu prednasky zminéna Cinska véta o zbytcich mé velmi zajimavé vyuziti
praveé pri vypoctech desifrovaci ¢asti Sifry RSA.

Priklad 5.6 (Desifrovani RSA). Jak modul n, tak i desifrovaci exponent d
jsou hodné velkd cisla, a proces desifrovani

X = ¢ (modn)
trvd dlouho.
K urychleni desifrovaci transformace 1ze pouzit rozklad na vypocet s mensimi
moduly pomoci Cinské véty o zbytcich.
Pro n = pqg pouzijme jiz jednou provedeny trik

X =X, (modp) = v (modp),
X = X, (modq) = ¢™ (modg),
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pricemz
(modp—1) & d=d,+j - (p—1),
(modg—1) & d=d;+k-(qg—1),

a tedy

& = Bt (modp) = %17 (modp) = ¢ (modp),

= AR (mod q) = ¢%1* (mod ¢) = ¢% (mod q).

Zprava X je tedy resenim soustavy dvou kongruenci sestavenych pro c:

X = ¢ (modp),

X =c% (modg).
Resenim je

X = [cd”Mpq + cquqp} mod pg,

kde M, = ¢ 'modp a M, = p~t modg.
V tomto pripadé lze vétSinu hodnot predpocitat. Desifrovaci kli¢ je potom
sestice (p, q, dp, dq, My, My).
Prolomeni RSA p¥i nevhodné volbé p a ¢
Pokud zvolime p a ¢ nevhodné (blizko sebe, prilis mald, atd.), ato¢nik vyuzije

znalosti (n, e):

1. Faktorizuje n na p a q.

2. Vypocte Eulerovu funkci pro n, ¢(n) = (p — 1)(q — 1).

3. Dopocte desifrovaci exponent d tak, aby d-e =1 (mod ¢(n)).
N4s soukromy kli¢ pro desifrovani (n, d) v ten okamzik zné i ito¢nik a muze
moje zpravy desifrovat.

Priklad 5.7 (Priklad sifrovani a desifrovani RSA). Chceme pomoci RSA za-
Sifrovat a desifrovat zpravu ABORT v anglické abecedé kédované podle Ta-
bulky 5.1, pricemz pro generovdini RSA modulu pouZijeme p = 43 a q = 31.

Nejprve vypocteme RSA modul a jeho totient,

n=p-q=1333,
d(n) = ¢(1333) = 42 - 30 = 1260.
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A[B[C[D[IE|F|G[H[I[J[K]|L][M
0| 1|23 456|789 10]11]12
NJO[P[QIR|S|T|JU[VIWI[X]|Y]Z
13141516 | 17 [ 18|19 [ 20| 21 | 22| 23 [ 24 | 25

Tabulka 5.1: Konverzni tabulka pro prevod znakt anglické abecedy do 26
zbytkovych trid

Nyni musime zvolit Sifrovaci exponent e tak, aby 1 < e < 1260 a zdroven
aby exponent nebyl soudélny s 1260 (pripomernime si, Ze v opacném pripadé by
nebyl exponent invertovatelny). Tato volba je na nds, nejcastéji se setkdvame
s nizkymi exponenty e — pro nds priklad si zvolime

e =13,
d=e! (mod¢(n)) =137 (mod 1260) = 1153 (mod 1260).

Nasi zpravu muzeme nyni napriklad rozsekdme na bloky tak, aby celkovd bitovd
délka bloku byla kratsi, nez pocet biti v sifrovacim modulu n (ten md 11 biti,
nase reprezentace znaki anglické abecedy md 5 bitd na znak, do jednoho bloku
tedy vlozZime vedle sebe dva znaky).

text A B 0] R T

trida 0 1 1/ 17 19

bindrné || 00000 | 00001 | 01110 | 10001 | 10011

bloky 00000 00001 01110 10001 10011 00000
Ciselné 1 465 608

Dalsi podobné priklady lze nalézt na riznych interentovych strankach, napri-
klad [3].

5.5 Priklady

V literatufe 1ze nalézt mnoho riznych postupi sifrovani verejnym klicem. Nej-
znameéjsi metody jsou:

e Diffie-Hellman

e DSS (Digital Signature Standard), which incorporates the Digital Sig-
nature Algorithm

e FElGamal
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e Microsoft CAPI

e RSA encryption algorithm (PKCS)

Piikladem nevhodné navrzeného algoritmu asymetrického Sifrovani je napri-
klad vse, co vychazi z Merkle-Hellmanovych algoritmi baleni batohu.

Asymetrickeé Sifry se pouzivaji i v mnoha internetovych protokolech, napiiklad:

e GPG (GNU Privacy Guard, jde o oimplementaci OpenPGP)
e PGP
¢ SSH

e SSL (Secure Socket Layer) pouzivany k zabezepeceni protokola HTTP,
SMTP, POP, ¢i IMAP. Nyni je implementovan jako soucast IETF stan-
dardu TLS.
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KAPITOLA

Opakovani teorie grafii

6.1 Uvod do teorie grafa

Teorie grafii je matematicka a informatickd disciplina zabyvajici se studiem
matematickych struktur popisujicich parové reakce mezi objekty — obecnych
grafi.Grafy jsou jednou z klicovych oblasti, kterou studuje diskrétni matema-
tika. K oblibé grafii v inzenyrskych disciplinach prispiva siroka oblast moznych
aplikaci: Obecné grafy lze pouzit k modelovani mnoha typd vztaht a dyna-
mickych jevi ve fyzice, biologii, socidlnich védach ¢i informac¢nich systémech.

Nékteré aplikace grafi jsou zcela zjevné [1]: dany problém ,ze Zivota“ nejprve
preformulujeme na grafovou ulohu, tedy tak, aby cely problém popisoval
néjaky typ obecného grafu (viz napiiklad Obréazek 6.1) a néjakou zakladni
operaci na tomto grafu — o tom, jaké zname zakladni typy obecnych grafi a
jaké tlohy na nich typicky fesime, si povime pozdéji. Prislusny graf, mode-
lujici konkrétni situaci, potom nakreslime nebo zaddme vhodnym zptisobem
do pocitace, grafovou ulohu néjakym zndmym postupem (jenz v tomto kon-
textu budeme nazyvat grafovym algoritmem) vyfesime a ziskané Feseni
opét z fedi grafa prelozime zpét do bézné mluvy. Casto jsou vsak aplikace
grafu skryté: nikde se zadny graf explicitné nepouzije, graf ztustava skryty v
pozadi, ale pouzity postup Teseni ma svou paralelu ve svété grafi a lze jej
pomoci graftl zdavodnit. Il N&jaky priklad? Il

Umeéni aplikovat grafy zahrnuje dvé diléi dovednosti [1]:

1. Musime byt schopni zkonstruovat graf, jenz modeluje danou situaci (tedy
takovy graf, na némz jsou zachyceny vztahy, o néz se zajimame). Nékdy
to je zcela trividlni (napfiklad pfi formulaci rozhodovaci tlohy, jakym
zpusobem se nejrychleji premistit z mé prazské kancelafe na vyuku v
Dééing), jindy to vyzaduje znacné usili. Il P¥iklad? Il

63
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10 11

Obrazek 6.1: Graf popisujici mozné cesty MHD mezi jednotlivymi budovami
CVUT FD: F oznaé¢uje budovu Na Florenci, H Horskou a K Konvikt. Ohod-
noceni hran je nejrychlejsi cesta v kombinaci pésky a MHD v minutach.

2. Musime byt schopni fesit alespon zakladni grafové tlohy a musime védét,
které z nich jsou snadno a rychle resitelné a které jsou naopak kompliko-
vané a vypocetneé slozité. S ispéchem muzeme vyuzit i schopnost prevést
néjakou neznamou grafovou ulohu na jinou, kterou jiz dovedeme vyte-
Sit (toto umeéni prevadét tlohy mé mnoho spole¢ného s uménim najit
vhodny grafovy model).

Nasledujici text je struénym vytahem z publikaci pana Hlinéného [2], pana
Demela [1] a pantu Matouska a Nesetfila [3]. Prvni text je spiSe prakticky
zameéren, posledni dva texty povazuji zédkladni ceskou literaturu o grafech a
doporucuji je ke studiu v pripadé, ze se o grafech a grafovych algoritmech
potrebujete dozvédét vice.

Zakladni definice

[

Zakladni poucka na tvod] Zékladni poucka na tvod zni: Neplette si obecny
graf s grafem funkce!

Obecny graf se sklada z vrcholt a hran. Hrana vzdy spojuje dva vrcholy a
je bud orientovand, nebo neorientovana. U hran orientovanych rozliSujeme
pocatecni a koncovy vrchol a rikdme, ze hrana vede z pocatec¢niho do kon-
cového vrcholu. Neorientované hrany chapeme jako symetrické spojeni dvou
vrchold.

Pokud hrana spojuje néjaky vrchol se sebou samym, nazyvame ji smyckou.

Orientovany graf ma vsechny hrany orientované, neorientovany graf ma
vSechny hrany neorientované. Teoreticky existuji i grafy smisené, v nichz se
vyskytuji oba druhy hran, témi se ale nebudeme zabyvat.

Zkusme to nyni popsat formalnéji.
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Definice 6.1 (Neorientovany graf). Neorientovany graf je dvojice G = (V,E)
tvorend neprdazdnou konecnou mmnozZinou V, jejiz prvky nazgvdme vrcholy a
konecnou mnozinou £, jejiz pruky nazyvdme orientovanymi hranami. KazZdd
hrana mnozZiny & je pritom dvouprvkovou podmmnozZinou mnoziny V, Ve;; € £ :
€ij = {Ui,’Uj},’Ui,Uj ev.

Hranu mezi vrcholy i a j byva zvykem znacit {,j} nebo kratce e;;. Mnozinu
vrcholu grafu G oznacujeme V(G), analogicky E(G) oznacuje mnozinu hran
tohoto grafu.

O hrané e, fikdme, Ze vede z vrcholu x do vrcholu y a také, Ze spojuje vrcholy
x a y. O vrcholech = a y pak fikdme, Ze jsou incidentni (nebo ze inciduji) s
hranou e, a také naopak mizZeme ¥ici, Ze hrana e, je incidentni s vrcholy x
a y. Oba vrcholy = a y také souhrnné nazyvime krajnimi vrcholy hrany eg,.
Vrchol, ktery neni incidentni s Zzidnou hranou, nazyvame izolovanym vrcholem.

Pocet hran, incidentnich s néjakym vrcholem v € V(G) nazyvime stupném
vrcholu. Izolovany vrchol ma stupen 0.

Jestlize hrana spojuje vrchol se sebou samym (tedy napiiklad hrana e,,),
nazyvame ji (orientovanou) smyckou.

Obecné je mozné, aby nékolik hran mélo stejné pocateéni a koncové vrcholy,
tedy aby pro rizné hrany (pozor, musime zménit znaceni hran) e; # ey pla-
tilo ey = {z,y} a zaroven es = {z,y}. O takovych hrandch fikdme, Ze jsou
rovnobézné nebo téz ndsobné. Mnozina hran grafu muize byt i prazdna.

Podgraf

Kazdy graf (az na ten zcela trividlni s jednim vrcholem a prazdnou mnozi-
nou hran) lze rozdélit na podgrafy. Podgraf je, jednoduse feceno, ¢ast grafu.
Avsak tato slova musime definovat ponékud presnéji, abychom predesli situa-
cim, kdy by nam zbyly pouze hrany bez odpovidajicich vrcholt.

Definice 6.2 (Podgraf). Podgrafem grafu G rozumime libovolny graf H na
podmnoziné vrcholi V(H) C V(QG), jenz md za hrany libovolnou podmnozinu
hran grafu G magicich oba vrcholy ve V(H). Piseme H C G, tj. stejné jako
mnozinovd inkluze (ale vjznam je trochu jing).

Definice 6.3 (Indukovany podgraf). Indukovanym podgrafem grafu G rozu-
mime takovy podgraf H C G, kde podmnozina hran E(H) zahrnuje vsechny
puvodni hrany mezi vrcholy z V(H). Neékdy se mu také rikd plnyg podgraf.

Isomorfismus

Co kdyz vezmeme néjaky graf (tfeba ten na Obrazku 6.2) a nakreslime jej
jednou tak, podruhé zase jinak — jedna se o tentyz graf nebo ne? Prisné



66 KAPITOLA 6. OPAKOVANI TEORIE GRAFU

Obrazek 6.2: Oba grafy na obrazku popisuji to samé — jsou izomorfni.

formélné feceno, kazdé nakresleni jistého grafu, tfeba toho na Obrazku 6.2, je
jinym grafem. ale pfitom bychom radi rekli, Ze rizna nakresleni téhoz grafu
jsou ekvivalentni — uz jen proto, ze grafy maji modelovat vztahy mezi dvojicemi
objekti, ale tyto vztahy prece viibec nezavisi na tom, jak si grafy nakreslime.
Pro tuto stejnost grafa se vzil pojem isomorfni grafy.

Pro spravné pochopeni a vyuziti teorie grafii je tedy treba nejprve dobte cha-
pat pojem isomorfismu grafa.

Definice 6.4 (Izomorfismus). Izomorfismus grafi G a H je bijektivni (vzd-
jemné jednoznacné) zobrazeni f : V(G) — V(H), pro které plati, Ze kazdd
dvojice vrcholi (x,y) € E(G) je spojend hranou v G prdvé tehdy, kdyz je
dvojice f(u), f(v) € V(H) spojend hranou v H.

Grafy G a H jsou izomorfni, pokud mezi nimi existuje izomorfismus. Znac¢ime
G ~ H. Izomorfni grafy maji stejny pocet vrcholi i hran. Vrcholu stupné k
Ize izomorfismem priradit pouze vrchol stejného stupné k. Dvojici sousednich
vrcholil muze byt izomorfismem prifazena opét jen dvojice sousednich vrcholi.

Zvlastni typy grafi

Nékteré casto se vyskytujici typy grafu je zvykem nazyvat specifickymi nazvy.
Nejdulezitéjsi jsou patrné ty nasledujici:

Definice 6.5 (Kruznice). Kruznice C,, délky n je graf, jenZ md n wvrcholi
spojenych do jednoho cyklu n hranami, n > 3. Podgrafu H C G, ktery je
isomorfni néjaké kruznici, rikdme kruznice v G.

Kruznici délky 3 fikdme trojihelnik.

Definice 6.6 (Cesta). Cesta P, délky n md n+ 1 vrcholi spojengch za sebou
n hranami. Podgrafu H C G, ktery je izomorfni néjaké cesté, rikdme cesta v

G.
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Obrazek 6.3: Kruznice a trojuhelnik

Obrézek 6.4: Uplny graf, jenz vznikl doplnénim hrad do krunice na Ob-
razku 6.3

Definice 6.7 (Uplny graf). Uplng graf K, md n > 2 vrcholi, viechny na-
vzdjem pospojované.' Grafy Py (cesta délky 1) a C3 (trojihelnik) jsou zdroven
uplngmi grafy.

Definice 6.8 (Klika). Podgrafu H C G, ktery je isomorfni néjakému iplnému
grafu, rikdme klika v G.

Nékdy se za kliku povazuje pouze takovy uplny podgraf, ktery je maximalni
vzhledem k inkluzi.

Orientované grafy

V nékterych pripadech (napriklad u toku v sitich) potfebujeme u kazdé hrany
vyjadrit jeji smér. To vede na definici orientovaného grafu, ve kterém hrany
jsou usporadané dvojice vrcholi. V obrazcich kreslime orientované hrany se
Sipkami.

Definice 6.9 (Orientovany graf). Orientovany graf je usporddand dvojice D =
WV, A), kde A CV xV je mnozina orientovanich hran mezi vrcholy grafu.

Orientované grafy odpovidaji relacim, které nemusi byt symetrické: Hrana
{z,y} v orientovaném grafu D zaé¢ind ve vrcholu z a konéi ve vrcholu v. Opa¢na
hrana {y,z} neni totozna s hranou {z,y}.

I Takovy graf ma celkem (’21) hran.
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Nejprve bychom si méli piresné ujasnit, jak se pohybujeme grafem, tedy co je
vlastné prochazkou v grafu. Tento pojem by mél postihnout zédkladni véc, ze
v grafu prochazime hranami vzdy z vrcholu do sousedniho vrcholu, a pfitom
ponechat dostatek volnosti pro vraceni se a zacykleni prochéazek.

Definice 6.10 (Sled). Sledem délky n v grafu G rozumime posloupnost vrcholi
a hran vy, e1,v1,€2,V9,...,€n, Uy, ve které vidy hrana e; md koncové vrcholy
Vi—1, Vi, tedy e; = {vi—1,v;}.

Sled je vlastné prochdzka po hrandch grafu z vrcholu v, do vrcholu v,. Pii-
kladem sledu muze byt pruchod IP paketu internetem (véetné cykleni).

Véta 6.11. Pokud mezi dvéma vrcholy grafu G ezistuje sled, pak mezi nimi
existuje cesta.

Dukaz. Necht v = vg,e1,v1,...,en,v, = v je sled délky n mezi vrcholy u
a v grafu G. Za¢neme budovat novy sled W z vrcholu wg = wu, ktery uz
bude cestou: Predpokladejme, ze novy sled W uz obsahuje néjakou sekvenci
vrcholu a hran, wg, e1, w1, ..., w; (na zac¢atku pro i = 0 jde pouze o vrchol wy
bez hran), kde w; = v; pro nékteré j € {0,1,...,n}. Najdeme nejvétsi index
k > j takovy, Ze vy = vj = w;, a sled W pokracujeme krokem ...,w; = v; =
Vk, €kt+1, Wit1 = Ukt1. ZLbyva dokazat, ze novy vrchol w;11 = vg11 se ve sledu
W neopakuje. Pokud by tomu ale tak bylo w; = w;y1, | < i, pak bychom
na se na vrchol w; 1 dostali uz drive z vrcholu wy, coz je v rozporu z nasim
predpokladem, Ze jde o novy vrchol. Budovani sledu ukon¢ime v okamziku,
kdy w; = v. O

Definice 6.12 (Souvisly graf). Graf G je souvisly pokud je G tvoreny nejvijse
jednou komponentou souvislosti, tedy pokud kazZdé dva vrcholy G jsou spojené
cestou.

6.2 Implementace graft

Méjme jednoduchy graf G na n vrcholech a zna¢me vrcholy jednoduse cisly
V(G) ={0,1,...,n — 1}. Pro pocita¢ovou implementaci grafu G pomoci sta-
tickych datovijch struktur se nabizeji dva zakladni zptsoby:

e Matici sousednosti G;,x, ve které G;; = 1 znamend hranu mezi vr-
choly 7 a j. Matici sousednosti implementujeme jako dvourozmérné pole
bindrnich (nebo celoéiselnych) hodnot.

e Vyctem sousedud S, x.,, kde pocet sloupct m je dan nejvypssim po-
¢tem sousedicich vrcholt grafu C. Prvky S;; v tomto pojeti udavaji j-ty
sousedni vrchol vrcholu .
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Eulerovské grafy

Snad nejstarsi vysledek vibec v oblasti teorie grafi pochézi od Leonharda
Eulera, jenbz tak de facto polozil zaklad celému oboru. Jednd se o slavny
problém sedmi mosti v Krdlovei (pivodné Konigsbergu, dnesnim ruském Ka-
liningradé). Toto pruské mésto lezi na fece Pregole, kterd vytvari dva ostrovy.
Ostrovy byly s ostatnim méstem spojeny sedmi mosty, vyznac¢enymi na Ob-
razku 6.5.

O jaky problém se tehdy jednalo? Méststi radni chtéli védét, zda mohou suchou
nohou prejit po kazdém ze sedmi mostu pravé jednou. Euler dokazal, zZe tomu
tak neni, a aby dikaz mohl formulovat, cely problém pievedl do abstraktni
roviny — z mosta vytvoril hrany a z ostrovi a pevniny uzly tehdy neznamé
matematické struktury, dnes nazyvané graf. Eulerovo pozorovani, ze zakladem
problému je pocet mosti a umisténi jejich koncovych bodi bez toho, abychom
se museli zajimat o pfesnou geometrickou polohu, je predzvésti nastupu dalsiho
nového matematického oboru — topologie.

Rozbor problému mosti v Kralovci vedl Eulera k nasledujici definici a odpo-
védi.

Definice 6.13 (Otevieny a uzavieny tah). Tah je sled v grafu bez opakovdni
hran. Uzavreny tah je tahem, ktery konci ve vrcholu, ve kterém zacal. Otevreny)
tah je tahem, ktery konci v jiném vrcholu, neZ ve kterém zacal.

Nejstarsi vysledek teorie grafii od Leonarda Eulera poté zni:

Véta 6.14 (Eulerovsky tah). Graf G lze nakreslit jednim uzavrengm tahem
prdve tehdy, kdyz G je souvisly a vsechny vrcholy v G jsou sudého stupné.

Disledkem této véty je také zjisténi, ze graf G lze nakreslit jednim otevienym
tahem pravé tehdy, kdyz G je souvisly a vSsechny vrcholy v G az na dva jsou
sudého stupné.
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Obrazek 6.5: Sedm mostt v Kralovci. Upravena dobova rytina. Pievzato z
Wikipedia Commons [4] (vlevo). Odpovidajici graf (vpravo)

6.3 Zakladni grafové alohy

Prochazeni grafem

Zcela zakladni grafovou tdlohou je tloha, kdy chceme postupné navstivit vSechny
uzly grafu a néjakym blize nespecifikovanym zptsobem aktualizovat ¢i ovérit
ohodnoceni hran ¢i uzli. Tuto tlohu nazyviame tlohou prochazeni grafem.

Pri prochazeni grafem z vrcholu v; si mame dvé moznosti, jak postupovat:

e prochazeni do hloubky -- pied zpracovanim sousednich uzli v; na-
vstivime vSechny jejich nenavstivené potomky, projdeme tedy nejprve
co nejhloubéji to v daném grafu jde a pak se postupné vracime zpét,

e prochazeni do Sifky — zpracujeme nejdrive vsechny sousednich uzly
v; a az poté pokracujeme s jejich potomky, prochazime tedy nejprve co
nejsirsi mnozinu bezprostrednich sousedt.

Hledani nejkratsi cesty

Priklad 6.1 (Nejkratsi cesta v grafu). Najdéte takovou cestu C z vrcholu u
do v v grafu G(V, E,w), jejiz ohodnoceni je minimdlni mozné.

Pro nalezeni nejkratsi (vazené) cesty mezi dvéma vrcholy kladné vazeného
grafu se pouzivé tradiéni Dijkstruv algoritmus ¢ jeho vhodnd vylepSeni (A*).
Takové algoritmy se napiiklad pouzivaji pii vyhledavani vlakovych spojeni.
Pravdépodobné se i vy nékdy dostanete do situace, kdy budete nejkratsi cestu
hledat, proto si popsany algoritmus véetné jeho vylepseni A* zapamatujte.
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Dijkstriiv algoritmus

Dijkstruv algoritmus, popsany v Algoritmu 6.1, je variantou na prochazeni
grafu do sitky (jak uvidime, nejde ovsem o ¢isté prochézeni do sitky), kdy
u kazdému vrcholu grafu jesté priradime promeénnou, udavajici vzdalenost
od vychoziho bodu cesty (tedy délku nejkratsiho sledu, kterym jsme se do
tohoto vrcholu zatim dostali). V dalsim kroku algoritmu prochézime tischovnu
nalezenych novych vrcholl a z ni vzdy vybirdme vrchol s nejmensi vzdalenosti
k néjakému z jiz nalezenych vrcholi (do takového vrcholu se zddnou kratsi
cestou uz dostat nelze, vSechny ostatni cesty budou delsi). Na konci zpracovani
tyto proménné vzdalenosti udévaji spravné nejkratsi vzdalenosti z poc¢atecniho
vrcholu do vsech ostatnich vrcholti.

Poznamenejme, ze pokud nechame tento algoritmus probéhnout az do zpra-
covani vSech vrcholi, ziskdme ve vzdal[i] nejkratsi vzddlenosti z pocatecniho
vrcholu do vsech ostatnich vrchold. Vsimnéme si dale, ze Algoritmus 6.1 pocita
stejné dobre nejkratsi cestu i v orientovaném grafu.

Celkovy pocet krokid Dijkstrova algoritmu nutny k nalezeni nejkratsi cesty z
uzlu a do uzlu b je piiblizné O(|V(G)|?), pocet krokii tedy roste kvadraticky s
poctem vrchola grafu. Pii efektivnéjsi implementaci iischovny nezpracovanych
vrcholu (muzeme naptiklad pouzit haldu indexovanou hodnotou vzdalenosti)
1ze na fidkych grafech, s nimiz ¢asto pracujeme, dosdhnout i mnohem rychlej-
$tho béhu.?

Algoritmus A*

Algoritmus A* je rozsifeni puvodniho Dijkstrova algoritmu, postavené na
heuristickém vybéru néasledujiciho vrcholu. Pii vhodné zvolené heuristice je
A* algoritmus vyrazné rychlejsi, nez Dijkstruv algoritmus.

Necht heuristika h(z) udéva libovolny dolni odhad vzdalenosti z vrcholu x
do cile v. Kazd4 hrana e;, = {z,y} grafu G(V, E,w) dostane nové délkové
ohodnoceni w'(egy) = w(egzy) + h(y) — h(x). Piipustna je takova heuristika,
kde vSechna upravend ohodnoceni jsou nezdpornd, neboli w(eyy) > h(z) —
h(y). VSimnéte si, Ze vzhledem k tomu, ze se hodnoty h(x) a h(y) v obecném
pripadé 1isi,A* algoritmus kazdy graf implicitné prevadi na graf orientovany —
W' (ezy) # W (eys).

Pro pouziti pii navigaci v mapé® miize heuristika h(z) udavat napiiklad Eu-
klidovskou vzdalenost bodu x a v. Takova heuristika je podle trojuhelnikové
nerovnosti vzdy pripustna.

Pouzijeme-li na graf G(V, E,w’) s takto upravenym ohodnocenim hran pu-
vodni Dijkstrav algoritms, bude tento algoritmus silné preferovat hrany ve-

2Ud4av4 se ¢as téméF tmérny podtu hran prohleddvaného grafu.
3Velmi Castd aplikace A* algoritmu
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Algoritmus 6.1 Dijkstriv pro nejkratsi cestu v grafu. Tento algoritmus na-
lezne nejkratsi cestu mezi vrcholy x a y kladné vazeného grafu G, daného
seznamem sousednich vrcholi.
Require: G(V, E,w) na n vrcholech popsany seznamem sousedi s; ; a délek
hran d; ;
Require: Pocatecéni uzel x € V(G), koncovy uzel y € V(G)
Ensure: Nejkratsi cesta z x do y
fori=1tondo
¢; < 0o {zatim nalezend délka nejkratsi cesty do tohoto uzlu}
z; + false {vrchol nebyl zatim zpracovan}
end for
¢z < 0 {vychozi uzel bude oznacen jako zpracovany v prvnim cyklu}
while z, # true do
j+n
fori=1ton—1do
if z; = false and ¢; < ¢; then
J1
end if
end for{zde jsme nasli nejblizsi nezpracovany vrchol j, ten ted zpracu-
jeme}
if ¢; is co then
return Mezi vrcholy = a y neni cesta.
end if
z;j +— true {oznacime jako zpracovany}
for k =1 to ||s;|| do {projdeme vSechny sousedy k uzlu j}
if ¢; +djx < cs;, then {a pokud je cesta z x pres j kratsi}
as;, <= Jj {zapamatujeme si to}
Cs; o < Cj + dj {a ulozime vzdalenost od x}
end if
end for{zpracovali jsme vSechny sousedy uzlu j}
end while
return Cesta délky c,, uloZzena v poli a.
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douci ve sméru k cili v — ohodnoceni takovych hran bude totiz velmi nizké, za-
timco ohodnoceni hran vedoucich od cilového vrcholu smérem k pocatecnimu
vrcholu se témér zdvojnasobi. Vysledkem bude vyrazné mensi pocet prohle-
davanych vrcholi grafu (do nalezeni cesty do cile v) a také mensi potiebna
velikost tischovny vrcholi.

Kostry grafi

Kromé stromu samotnych se zabyvame i stromy, které jsou obsazeny jako
podgrafy ve vétsich grafech.

Definice 6.15 (Kostra grafu). Kostrou souvislého grafu G je podgraf v G,
ktery je sdm stromem a obsahuje vSechny vrcholy grafu G.

Priklad 6.2 (Problém minimalni kostry grafu). Je ddn (souvisly) ohodno-

ceny graf G = (V, E,w) s nezaporngym ohodnocenim hran w. Otdzkou je najit
takovou kostru T' v G, jeZ md nejmensi mozné celkové ohodnocend.

Kruskaltiv algoritmus

Algoritmus 6.2 Kruskaltv ,hladovy“ algoritmus hleddni minimélni kostry
grafu

Require: G(V, E,w) s n hranami, souvisly, Ve; : w(e;) > 0
Ensure: minimalni kostra grafu T
sefadime hrany grafu G vzestupné podle jejich ohodnoceni {bude w(e;) <
w(ez) < -+ <wlen)}
T = {} {kostra je prazdna}
fori=1tondo
if T'U {e;} nevytvari kruznici then
T+ TuU {61}
end if
end for
mnozina T obsahuje hrany miniméln{ kostry

Ukéazeme si nyni, jak tento algoritmus funguje:
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Prime-Jarnikiiv algoritmus

Algoritmus je velmi podobny Kruskalovu, hrany ale na zac¢atku neserazujeme,
kostru zacneme vytvaret z jednoho ndhodné vybraného vrcholu a v kazdém
kroku pridame nejmensi z hran, které vedou z jiz vytvoreného podstromu do
zbytku grafu.

Tento algoritmus je velmi vhodny pro praktické vypocty a je dodnes Siroce
pouzivany. Malokdo ve svété vsak doneddvna védél, ze pochézi od znamého
ceského matematika Vojtécha Jarnika — ptivodni Jarnikova prace byla psana
Cesky a ve svétové literature se tak algoritmus obvykle pripisuje Ameri¢anu
Primovi, jenz jej nezavisle objevil az skoro 30 let po Jarnikovi.
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Algoritmus 6.3 Prime-Jarniktv algoritmus hledani minimalni kostry grafu
Require: G(V, E,w) na n vrcholech popsany seznamem sousedu s; ; a délek
hran d@j
Ensure: Minimdlni kostra H
W < {z}, kde z je libovolny prvek z V/
F < {} je prdzdnd mnozina hran kostry
while W # V do
i < 00
for all x € W do
for all y € (V\ W) do
if d;y < dmin then
dmin — d:c,y
Z4y
¢ < {z,y} {zapamatujeme si nejblizsi prvek ke komponenté}
end if
end for
end for
W« Wu{z}
F «+— FU{y}
end while
return Minimélni kostra H (W, F,w).
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Sollintiv-Boravkuv algoritmus

Historicky viibec prvni algoritmus pro problém minimalni kostry (z roku 1928)
byl nalezen jinym ¢eskym (brnénskym) matematikem a potkal jej snad jesté
kuriéznéjsi osud, nez algoritmus Jarnikuv, byl totiz objeven nékolikrat (v Pol-
sku, ve Francii), ale az pan Sollin jej popsal anglicky a proto vétSinou nese
jeho jméno.

Jednd se o ponékud slozitéjsi algoritmus, chova se jako Jarnikiv algoritmus
spustény zaroven ze vSech vrcholt grafu najednou. Detaily lze nalézt v litera-
tufe [3, odstavec 4.5.3].

Algoritmus 6.4 Bortuvkiv algoritmus hleddni minimalni kostry grafu

Require: G(V, E,w) na n vrcholech popsany seznamem sousedi s; ; a délek
hran d@j
Ensure: Miniméalni kostra H
W « {z}, kde z je libovolny prvek z V'
F <+ {} je prdzdnd mnozina hran kostry
while W # V do
i < 00
for all x € W do
for ally € (V\ W) do
if dyy < dpin then
dmin — da:,y
Z4y
¢ < {z,y} {zapamatujeme si nejblizsi prvek ke komponenté}
end if
end for
end for
W+ Wu{z}
F «+— FU{¢}
end while
return Miniméalni kostra H (W, F,w).

Komponenty: Komponenty: Komponenty:

{a}.{b}.{c} {d}.{e},{f}.{e}  {ab.df}{cesg} {abcdefg}
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KAPITOLA

Jemny uvod do numerickych
metod

7.1 Uvod do numerické matematiky

Pro detailnéjsi obeznameni s pojmy, uvddénymi nize, doporucuji konzultovat
monografii Michaela T. Heathe [1], pfipadné néjakd z mnoha skript o nume-
rické matematice, kterd v poslednich letech vysla — naptiklad [3] (¢asti tohoto
skripta jsou dostupné i on-line).

Matematické modelovani

Terminem matematické modelovani oznacujeme proces tvorby matema-
tického modelu, jenz popisuje nami zkoumany systém pomoci matematic-
kych pojmu a jim odpovidajictho zapisu. Pripomenme si, ze jako systém
chapeme ¢ést prostiedi, kterou lze vnimat oddélené od jejiho okoli. Systém od
okoli oddéluje néjaka hranice, at uz fyzicka, ¢i myslenkova.

Abychom mohli zkoumat chovani néjakého systému, mizeme

e provadét experimenty anebo

e popsat systém matematicky — sestavit jeho matematicky model.

Matematické modely mohou v zavislosti na pouzitém matematickém aparatu
nabyvat mnoha ruznych forem. Nejcastéji se setkame s diskrétnimi dynamic-
kymi systémy, statistickymi modely, spojitymi modely zalozenymi na diferenci-
alnich rovnicich, ¢i s modely vyuzivajicimi poznatkt teorie her. Na fakulté jste
se s mnoha piistupy k matematickému modelovani zajisté jiz setkali. Uvedme

79




80 KAPITOLA 7. JEMNY UVOD DO NUMERICKYCH METOD

jeden priklad za vSechny: V ramci predmétu Modelovani systémii a procesi [4]
jsme si ukazovali rtizné modely, popisujici chovani systému ve spojitém ¢i dis-
krétnim case a popis systémi témito modely délili na vnéjsi a vnitrni (stavovy)
popis.

Priklad 7.1 (Zavazi na pruziné). Netlumené kmity zdvazi na pruziné popisuje
homogenni diferencidlni rovnice harmonickych kmiti

d?y(t)
at2

+ w?y(t) = 0.

V této rovnici oznacuje y(t) polohu zdvazi v case t a w urcuje whlovou frekvenci
kmitu. Pocdtecni podminky této diferencidlni rovnice potom uddvaji pocdtecni
vychylku zdvazi od rovnovdzné polohy a jeho pocatecni zrychlend.

Priklad 7.2 (Model vyvoje dluhu). Financni model vjvoje zadluZeni mize
mit tvar diferencni rovnice

yln +1] = (1 + aln]) - y[n] - u[n].

Zde je y[n] posloupnost vysky dluhu (hodnota y[0] bude odpovidat visce privodni
pujcky), a[n| je v case proménnd drokovd mira a u[n] oznacuje posloupnost
splatek dluhu.

Ke zkouméani matematickych modelt systémt jsme pouzivali Matlab a Simu-
link.

V pristich prednaskach si stru¢né povime

e co vlastné pocita¢ musi umét, aby dokazal s dostatecnou presnosti po-
¢itat s matematickymi modely redlného svéta,

e jaké matematické algoritmy se ve vybranych pripadech pouzivaji a

e pro¢ neni dobré pocitaci vzdycky slepé vérit.

Numericka matematika

Realny problém, ktery se snazime vytesit — napiiklad nastaveni tuhosti od-
pruzeni podvozku nového modelu automobilu, nebo optimalni alokaci skladi
zasilkového obchodu —, mtZzeme zkoumat experimentdlni cestou, porovnava-
nim raznych feSeni a méfenim vysledk bez detailni znalosti jeho modelu.
Pokud ale potfebujeme urc¢ité zaruky, ze jsme danou tlohu vytesili korektné
a chceme dodat naSemu zpusobu Feseni duvéryhodny zaklad, pouzijeme na
vyreseni problému néjaky matematicky model (o ném jsme se uz zminovali
vyse). Kdo je zdrojem tohoto modelu, neni v tento okamzik az tak dulezité:
v pripadé fyzikalnich tloh to patrné bude nékdo, kdo dokaze matematicky
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realny problém - — reseni problému
experimenty a méreni
analyza
modelu
matematicka Uloha teoretické
(matematicky model) exaktni metody reseni Glohy
jednodussi numericka numerické
matematicka Uloha uloha reseni Ulohy
[
priblizné metody numerické metody

Obrazek 7.1: Pozice numerické tlohy a numerickych metod v kontextu mate-
matického modelovani.

popsat fyzikdlni stranku resené tlohy, v pripadé chemickych procest pak to
bude nékdo znaly potfebné fyzikalni chemie.

V procesu feseni matematického modelu zpravidla nemtzeme postupovat primo,
musime se obratit k jeho nahrazeni jednodussi tlohou, tak zvanym pocitaco-
vym modelem. To je piivodni model upraveny tak, ze jej lze v kone¢ném case
spocitat na pocitaci. Vysledky pocitacového modelu jsou ale pouze priblizné
(i kdyz vétsinou dostateéné presné) a slouzi jako priblizeni neboli aproxi-
mace vysledku, které by byly presnym resenim uvazovaného matematického
modelu. Dobré pocitacové modely nam zaroven poskytuji informaci o presnosti
ziskanych vysledkt.

Takovato pribliznd metoda TeSeni se v praxi pouziva velmi casto, zapotiebi ji
neni spise v malém poctu pripadi. Jako priklad nam muzou slouzit pocetné
modely technickych systémi zalozené na diferencidlnich rovnicich. Ulohy pro
diferencialni rovnice mizeme sice nékdy resit analyticky (tedy na papite, uzi-
tim standardniho matematického aparatu), ale u vétsiny diferencialnich rovnic
takové analytické feseni neni mozné a musime se spokojit s jeho aproximaci.

Priklad 7.3 (Pribliznd metoda Teseni). Soustavu parcidlnich diferencidlnich
rovnic nelze zpravidla Tesit primo (podobné, jako jsme to zmirnovali u oby-
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cejné diferencidlni rovnice). Pokud ale nahradime parcidlni derivace diferen-
cemi a celou pivodni doménu tdlohy rozdélime na sit rovinnych ¢i objemovijch
elementi (pouZijeme postup, jenZ se nazyvd metoda konecnych prvki), lze
puvodni soustavu prevést na soustavu algebraickych rovnic, linedrnich nebo
nelinedrnich — to je v nasem pripadé ta jednodussi matematickd iloha, uve-
dend na Obrdzku 7.1. Soustavu linedrnich rovnic muzeme byt schopni vyresit
presne napriklad Gaussovou eliminaci, ale tento proces je pro velké soustavy
velmi pomaly a v mnoha pripadech se spokojime s pribliznym a mnohem rych-
lejsim resenim nékterou iteracni metodou.

M doplnit dalsi priklady? Il

Numericka uloha

Protoze pocitac je kone¢ny automat pracujici pouze s kone¢nym poctem vstup-
nich a vystupnich dat, zavidi se nékdy také pojem numerické tlohy.

Numericka dloha — jasny a jednoznacny popis funkéniho vztahu mezi ko-
necnym poctem vstupnich a vystupnich dat.

Neékteré matematické tlohy jsou rovnou numerickymi tlohami — napriklad jiz
zminéné reseni soustav linearnich rovnic.

Data — vyjadritelna koneénym poctem cisel.

= Pocitacovy model je takovéd aproximace matematického modelu, jez muze
byt v konecném case realizovana na pocitaci.

Poznamenejme, Ze ne vSechny numerické tlohy lze na pocitaci vyresit v ko-
necném poctu kroki. Takové feseni lze provést presné napriklad u feseni sou-
stav linedrnich rovnic (nebereme-li v ivahu zaokrouhlovaci chyby), ale ne uz
obecné pri hledani vlastnich ¢isel matic, coz je také numerickd tloha. U rady
numerickych tloh se tedy spokojime s tim, ze stanovime néjaké jejich (vhodné
definované) priblizné feseni (aproximaci). Takova feSeni se pak pocitaji pomoci
vhodnych numerickych metod. Il O aproximaci se mluvi vyse.

Numericky algoritmus — postup, kterym se v koneé¢ném poctu kroku resi
dand numericka tloha. Pri studiu vlastnosti numerickych algoritmi nas za-
jima predevsim realizace aritmetickych operaci s ¢isly, nikoliv logické operace.
Algoritmus numerické metody (Newtonova metoda) — teoreticka zalezitost,
nemusi byt konecny.

Realizace algoritmu na pocitaci (téZ implementace), sméfuje k programu —
tieba algoritmus ve Fortranu, realizovatelny v koneéném ¢ase (mé uz epsilon

a maximalni povoleny pocet iteraci); hledim, abych se vyhnul t¥eba od¢itani
sobé blizkych cisel.

Konec¢né faze je program — zadna numerickd metoda mné nic nespocita,
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vzdycky je to az program.

Konstrukce a analyza metod a algoritmii pro realizaci numerickych tloh na
pocitacich: numerickd matematika.

Vstupni a vystupni data jsou vlastné danymi a hledanymi objekty numerické
ulohy [3].

Piiklad 7.4 (Numerickd tloha). Priblizné resend rovnice x*+ayz*+asr+az =
0 je mozno pocitat numericky pro konkrétni vstupni vektor a = [a1, a2, as] €
R3.

Vijstupem numerické metody veseni bude vektor x = [x1,x2, x3, 4] € C*. Re-
seni je v obecném pripadé garantovdno pouze priblizné, pri vhodné volbé vek-
toru parametri a jej ale muzeme ziskat i presné.

Pi¥iklad 7.5 (Co nenf numerick4 tloha). Reseni rovnice 3" (z) —y(z)? =0 za
danyjch pocdtecnich podminek nelze vyjadrit konecnym poctem cisel a nelze jej
tedy hledat numericky (Tesenim rovnice je funkce, nikoliv mnoZina ciselngch
hodnot).

Numericky pristup lze pouzit pouze pro vysetreni hodnot ve vybrangch bodech
x € {x;}}, kde typicky x; = xo + i - A, spojity interval tedy aprorimujeme
diskrétnim. VyzZaduje-li to presnost vypoctu, nemusi byt hodnoty x; rozmistény
ekvidistantné — to wvidime napriklad pri numerickém vypoctu integrdli.

V okamziku, kdy mame v ruce vysledky, musi jesté probéhnout analyza mo-
delu, respektive analyza feseni. Ucelem téchto analyz je verifikovat a vali-
dovat pouzity model a metodu reseni a obdrzet odpovéd na néasledujici otazky:

validace — Pocitame se spravnym modelem? Pokud jsou pripustné teploty
kladné, nepredpovidd model zapornou teplotu? Méa-li modelovand veli-
¢ina monoténné rust nebo klesat, nedochazi ve vysledku k oscilacim?

verifikace — Pocitd nas model spravné? Nedochdzi v ném k nepripustnym
chybam?

Zdrojim moznych chyb pfi pouziti validniho modelu se budeme vénovat v
jednom z nasledujicich odstavci. Nejprve si ale musime vysvétlit, jak vlastné
pocita¢ reprezentuje realna cisla.

7.2 Zobrazeni cisel v pocitaci

Dnesni pocitace pracuji vyluéné v bindrnim kédu — veskera informace je ukla-
dana v operac¢ni paméti a na vnéjsi paméfova média ve formé jednicek a nul.
Mimo jiné to znamend, Zze namisto desitkové soustavy, pouzivané pro pocitani
na papire, jsou v pocitacich ¢isla reprezentovana ve dvojkové soustave.
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Cela cisla — ekvivalenty ve dvojkové soustavé, jeden (nejvyssi) bit na zna-
ménko. Cela ¢isla reprezentuji i ¢isla prirozena ve dvojnasobném rozsahu, mu-
sime si proto davat pozor, s ¢im zrovna pocitdme (v ANSI C deklarace int
versus unsigned int).

Priklad 7.6. 66 = (01000010)2, —126 = (11111110)3, ovsem také (11111110)y =
254

Pevna rddova carka — pevny pocet bitu pro celou a desetinnou ¢éast ¢isla. @
notace oznacuje pocet biti pred a za desetinnou ¢arkou[5]: Q3.5 je osmibitové
¢islo, jez muze nabyvat hodnot 000,000004 az 111,111115, tedy 0,00000, 0,03125, . ..7,93750, 7,9687.

Priklad 7.7. 5,310019 ~ 101010105(= 101,01010), 7,562510 = 11110010,

Pohybliva Ffadova ¢arka — prevod na tvar a-¢° , kde a € R, 1 < a < 10 je
mantisa, b € Z je exponent a ¢ € N je zaklad, typicky 2 (PC, IEEE 754)
nebo 10 (kalkulacka).

Definice 7.1 (Semilogaritmicky tvar). Cislo x lze reprezentovat v semiloga-
ritmickém tvaru s normalizovanou mantisou jako

x:sgn(x)-(era;wL--'ﬁLaf)qb,

q q q

kde g € N, ¢ > 1 je zdklad, a; € {0,1,...,q— 1}, a; > 1, jsou ¢islice mantisy
abe{my,...,ma} mi,ma € Z, obuykle m; <0 a mg > 0 je exponent. Pred-
pokladd se, Ze b je v intervalu (mi,mgy) reprezentovano rovnomeérne. Stejné
tak se uvazuje pouze normalizovand mantisa m € (1,q), protoZe m a b nejsou
jinak urceny jednoznacné.

Vsimnéte si, ze reprezentace x pokryvad pouze podmnozinu R — mé pouze
2(q — 1)¢"'(ma — mq + 1) + 1 prvki. Nékters redlna &isla nelze tedy presné
reprezentovat. Jsou to napriklad ¢isla s moc velkym a malym exponentem a
¢isla, kterd nemaji kone¢ny ¢ rozvoj. Dalsi limitujici faktor je koneény pocet
desetinnych mist mantisy — je jich pouze I.

Priklad 7.8 (Reprezentace 1/2 a 1/10). Budeme-li uvazovat g = 2, bude

1 1 0 0
(a2 2. )90
2 (2+4+8 )

1_<1+1+1+1+1+1+1 )2_4
10 \16 32 256 512 4096 8192 32768

ale

nelze reprezentovat konecngm rozvojem.
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Jednim z dusledkt semilogaritmické reprezentace ¢isel v pohyblivé radové
Carce je i to, Ze v pocitaci existuje nejvétsi a nejmensi reprezentovatelné cislo.

Plati a; # 0, coz pri binarni reprezentaci znamenda ale a; = 1, a proto se ay
viubec pfi bindrni reprezntaci vibec neukladd a ziskame tak ,zadarmo* jeden
bit presnosti reprezentace navic.

Jak zobrazeni ¢isel, tak chovani pocitacové aritmetiky jsou dnes uréovany vse-
obecné uznavanymi normami, z nichz nejcastéji se uziva norma IEEE 754 [2].
Aritmetika podle této normy méa tu vlastnost, ze vysledek operace s dvéma
strojovymi Cisly dava vzdy néjaky strojové zobrazitelny vysledek. Tento po-
zadavek vede k tomu, ze v IEEE reprezentaci jsou potom specidlni priznaky
pro pripady, kdy napiiklad dojde k podteceni a realné ¢islo se reprezentuje v
nizsi presnosti (n uz nejde snizit) s hodnotou a; = 0 — tato ¢isla nazyvame
subnormélni (nebo denormalizovan4) Il ubira se mantisa, jsou pod realmin,
ale to definujeme az pozdé&ji M. Podobné jsou zde symboly pro prekroceni
¢iselného rozsahu smérem k nekonecénu (v Matlabu vysledek Inf) nebo pro
vysledek, ktery matematicky nedavé smysl (NaN, naptiklad vypocet 0/0).

Hezky interaktivni ptiklad vypoctu reprezentace decimdalné zapsanych cisel
podle TEEE 754 lze nalézt na strankéch http://babbage.cs.qc.cuny.edu/
IEEE-754/.

Kdyz uz nyni zhruba vime, jak se v pocitacéi reprezentuji ¢isla, podivejme se
na mozné zdroje chyb pii matematickém vypoctu.

7.3 Typy chyb

V Odstavci 77 jsme se zminili o tom, Ze pti tvorbé matematického modelu pro-
blému z realného svéta jsme vzdy nuceni provést urcitd priblizeni a nékteré
skutecnosti si idealizovat. Rozdil feseni idealizovaného problému (matematické
ulohy) a feseni redlného problému nazyvdme chybou matematického mo-
delu nebo také jenom chybou modelu. Z velikosti této chyby posuzujeme
zpétné vhodnost ¢i nevhodnost zvoleného modelu, tj. aproximace reality.

Jestlize k Teseni matematické dlohy pouzijeme metodu, kterd ndm neposkytne
presné (teoretické) feseni dané ulohy, pak chybu, které se dopustime, nazyvame
chybou metody. Typickym prikladem je chyba, které se dopustime, kdyz za
limitu nekonec¢né posloupnosti vezmeme néktery jeji ¢len s dostatecné velkym
indexem. Casto fesfme matematickou tlohu tim, Ze pomoci jistych metod ji
nahradime (aproximujeme) tlohou jednodussi — obvykle jiz ilohou numerickou
— a rozdil feseni téchto dvou tloh nazyvame chybou aproximace. Tato chyba
se Casto bere jako soucast chyby metody.

K posouzeni presnosti vysledku musime jesté vzit v ivahu chyby (Sum) ve
vstupnich datech, dané jednak chybami méfeni, jednak zpusobené zobra-
zenim vstupnich dat do nesouvislé mnoziny reprezentujici data v pocitaci.


http://babbage.cs.qc.cuny.edu/IEEE-754/
http://babbage.cs.qc.cuny.edu/IEEE-754/
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realny problém - — reSeni problému
experimenty a méreni
chyba (matematického) analyza
modelu modelu
matematicka uloha teoretické
(matematicky model) exaktni metody reSeni Glohy
. Sum v datech,
chyba aproximace ¢ chyba metody zaokrouhlovaci chyby
jednodussi numericka numerické
matematicka Uloha uloha reseni Ulohy
[
priblizné metody numerické metody

Obrazek 7.2: Typy chyb v matematickém modelovani

Posledni skupinou chyb jsou chyby zaokrouhlovaci. Do této skupiny zahr-
nujeme vsechny nepfiesnosti zpiisobené realizaci algoritmu v pocitaci véetné
nepresného provadéni aritmetickych operaci.

V dalsim textu budeme pouzivat oznaceni, v némz c¢islo x v numerickém al-
goritmu je reprezentovano priblizenim Z.

Definice 7.2 (Absolutni a relativni chyba). Absolutni chybou A(zx) apro-
ximace c¢isla x cislem T oznacujeme rozdil

Relativni chybou R(x) aprozimace ¢isla x ¢islem & oznacujeme podil

r—2x

, x#0

B zminit data naméiena s chybou? ll

Absolutni chyba tak neni nazyvana kvili absolutni hodnoté, jedna se o abso-
lutni odchylku mezi reprezentaci ¢isla a jeho pravou hodnotou. Velikost abso-
lutni chyby neni postacujicim méritkem pro posouzeni presnosti vypoctu, zde
se nam naopak velmi hodi relativni chyba — ta bere v ttvahu i velikost ¢isla,
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s nimz se pocita. Pro x blizko 0 se ovsem muze stat, ze relativni chyba bude
moc prisna (uvidime to v dalsi prednasce pti vypocétu korent nelinedrni funkce
Newtonovou metodou) a v této oblasti je vhodnéjsi mérit absolutni chybou.

Pripomenme si, co jsme zminili jiz v pfedeslém odstavci, kdyz jsme se bavili
o reprezentaci realnych ¢isel v pohyblivé rfadové Carce: Redlnd cisla mejsou
v pocitaci vétsinou reprezentovana presne. Pouzijeme-li jiz zminény standard
IEEE 754 [2], ¢isla v pohyblivé faddové ¢arce reprezentujeme standardné ve
dvojnasobné presnosti (tj. IEEE 75/ binary64 s 53 bity mantisy, z nichz je
ulozeno 52)' — relativni chyba této reprezentace je o malinko vétsi, nez 10716
(mantisa ma 15,95 platnych dekadickych ¢islic). Pokud je to tfeba, lze na
ukor vyssich zaokrouhlovacich chyb volit jednoduchou presnost (tj. IEEE
754 binary32 s 24 bity mantisy, z nichz je ulozeno 23)?, kde je relativni chyba
reprezentace o malinko nizsi, nez 10~7 (mantisa m4 7,22 platnych dekadickych
¢islic).

Jak vidime, je-li relativni chyba reprezentace ¢isla  hodnotou & rovna R(x) =
1079, znamen4 to, Ze x je mé ve zvolené reprezentaci d platnych &slic. Abso-
lutni chyba A(z) = 1079 udava pocet platnych desetinnych mist.

Presnost aritmetiky v Matlabu: eps (relativni chyba reprezentace ¢isla), realmax
(nejvétsi zobrazitelné ¢islo), realmin (nejmensi plné reprezentovatelné — tedy
nikoliv subnormélni — ¢islo).

Vliv zahokrouhlovacich chyb

Nahromadéni zaokrouhlovacich chyb béhem postupu vypoc¢tu miize nakonec
vést k situaci, kdy vysledek vypoctu je zcela odlisSny od spravné hodnoty —
a to muze vést k velmi zdvaznym néasledkim. Jednim z tragickych prikladua
takové chyby je selhani baterie protiraketovych strel Patriot, chranicich ame-
rickou zdkladnu Dhahran v Saudské Arabii béhem valky v Perském zalivu dne
25. tinora 1991, jez stalo zivot 28 americkych vojakt, dalsich 98 bylo zranéno
[6]. Strely Patriot se pfitom v dobé konfliktu povazovaly za velmi tspésné
prostfedky ochrany proti raketovym ttokim protivnika. V tomto ptipadé ale
baterie viibec nevystielila. Co se vlastné stalo?

Priklad 7.9 (Pro¢ Patriot netrefi Scud). Hlavnim divodem selhdni byl ne-
presny vipocet casové zdikladny v zamerovacim systému baterie Patriot: Systém
pocital s hodnotami casu v desetindch sekundy, jeho autori proto systémouvy
cas v sekunddch ziskdvali prostym vyndsobenim hodnotou 0,1. Jak jsme vidéli
v Prikladé 7.8, vétsina desetinnijch zlomki nemd ale v pohyblivé rddové cdrce
s bindrnim zdkladem konecny rozvoj, plati

0,1 ~ (0,0001100110011001100110011001100110011 ... )s.

'V Matlabu i ANSI C/C++ double.
2V Matlabu single, v ANSI C/C++ float.
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Interni registr v ridicim systému baterie pracoval ovsem pouze v jednoduché
presnosti, mél tedy 24 bitd mantisy a efektivné tak uklddal cislo

0,1 ~ (0,0001100110011001100110011)2 &~ 0,999999905,

tedy reprezentoval desetinu sekundy s absolutni chybou priblizné 0,000000095.

Systém, chranici spojeneckou zdkladu, byl v provozu nepretrzité po dobu 100
hodin, a behem této doby odchylka casové zdklady od referencniho casu dosdhla
0,34 sekundy. Scud leti (¢i spise jeho zbytky vcetné hlavice padaji) rychlosti
okolo 1700 m/s, posun casové zdkladny potom zpisobil, Ze ridici systém bate-
rie jej po prvotnim radarovém kontaktu hledal v bodé cca 500 m za skutecnou
polohou utocici strely. Vzhledem k tomu, Ze se v dané oblasti nic nevyskyto-
valo, prohldsil puvodni radarovy kontakt za falesny poplach a proti blizicimu
se Scudu nebyly odpdleny Zadné rakety.

K piikladu je tfeba pro uplnost doplnit dvé véci: (i) Patriot je puvodné mobilni
systém protiletadlové obrany, upraveny na nic¢eni taktickych balistickych strel.
Pri ndvrhu se nepocitalo s dlouhodobym nasazenim pri obrané statickych cili
— nikdo proto nepredpoklédal, Ze by cely systém byl aktivovan po dobu néko-
lika dni. (ii) Reseni problému piitom bylo jednoduché (a navrzené izraelskymi
odborniky asi dva tydny pted incidentem): stacilo vzdy po par hodinach re-
startovat tidici systém baterie. Opraveny software byl pfitom vyrobcem dodén
26. inora 1991, tedy den po incidentu v Dhahranu.

Vliv aritmetickych operaci na relativni chybu

Aritmetické operace mohou mit na nepresné reprezentace ¢isel devastujici vliv
(napriklad podil velkého a malého ¢isla, ale i od¢itani dvou sobé blizkych ¢isel
stejného znaménka).

Relativni chyba se miize vyrazné zvétsit pri odc¢itani dvou blizkych ¢isel:

Az +y)

R(x+y) = v iyl

Podminkou ale je, ze ¢isla x a y nejsou v pocitaci reprezentovana presné.
Nésobeni ani déleni nemaji na A(z) a R(z) vyraznéjsi vliv.

Priklad 7.10. Méjme cisla x1 = 758320, xo = 757940, a necht jsou repre-
zentovdna jako T1 = 758330 a T2 = 757930. Plati A(x1) = 10, A(x2) = 10,

10
<1,32-1075 R(zp) = <1,32-107°.

R(x1) =
(1) = 755330 = 757940 =

Mame tedy v = z1—x2 = 380 a je b = 1 —Z2 = 400. Proto A(v) = |[v—0| = 20
a

A(v) 20
= — < 0,053.
o] 380 =

R(v) =
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Relativni chyba rozdilu v = x1 — xo je tedy o tri rady vyssi neZ relativni chyby
obou operanduii.

7.4 Typy numerickych uloh

Méjme dany dva vektorové prostory B, (vstupni data) a B, (vystupni data).
Definice 7.3 (Matematickd uiloha). Matematickou tilohou rozumime relaci

y=U(z), © € By,y € By

Definice nerika nic jiného, nez ze matematickd tloha transformuje posloup-
nost vstupnich dat na posloupnost vysledki. Ne vsechny tlohy, odpovidajici
formalni definici uvedené vyse, lze na pocitaci numericky fesit. Mozné to je
pouze pro podmnozinu vSech tloh, kterou si mizeme definovat takto:

Definice 7.4 (Korektni tiloha). Rekneme, Ze tloha je korektni, pokud

1. ke kazdému x € B, existuje prdvé jedno y € By,

2. redeni y spojité zdvisi na datech, tedy pokud x, — x a U(zy) = yn, pak
také y, — y = U(x).

Zbylé matematické tlohy oznacujeme jako nekorektni. Jde naptiklad o nejed-
noznacneé resitelné problémy, intervalové odhady, tlohy s nevhodnou formulaci
zadani.

Priklad 7.11 (Korektni tloha). Jako priklad korektni wlohy miZe slouZit na-
priklad vypocet integrdlu z dané spojité a ohranicené funkce pres néjaky inter-
val.

Piiklad 7.12 (Nekorektni tloha). Urcete matici A splriujci rovnici Ax = b
mdate-li dany hodnoty x a b

Priklad 7.13 (Jinad nekorektni dloha). Urcete

1
y:/ 1/z de.
1

Definice 7.5 (Cislo podminénosti). Podil

|Az|

_ =]
" Ayl
|y

z

se nazyvd ¢islo podminénosti ilohy.
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Cislo podminénosti ndm udéva, jak moc ,silny“ je vliv zmén ve vstupnich
datech tulohy na vystupni data. V ptipadech, kdy |z| nebo |y| jsou malé, byva
namisté pouzivat v definici ¢isla podminénosti v Citateli i jmenovateli nikoli
relativni, ale absolutni chyby (mluvime pak o absolutnim ¢isle podminé-
nosti).

Definice 7.6 (Dobfe podminénd tloha). Budeme rikat, Ze korektni tiloha je
dobre podminénd, jestlize mald zména ve vstupnich datech vyvold malou
zménu resent (resp. Cp ~ 1).

Dobfre podminéné tlohy se numericky resi ,snadno“, tedy s malou o¢ekdvanou
chybou a s relativné malymi problémy se zaokrouhlovacimi chybami. Ulohy
Spatné podminéné diky svym vlastnostem zptsobuji numerické problémy, je
treba je Fesit ,opatrné* (pouzivat vhodné algoritmy, jez tfeba nejsou tak efek-
tivni, jsou ale numericky stabilni) a nebo se pokusit je transformovat na lépe
podminéné tlohy.
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KAPITOLA

Koreny nelinearnich funkci

8.1 ReSeni nelinearnich rovnic

Formulace alohy

Pro detailnéjsi obeznameni s pojmy, uviddénymi nize, doporucuji i zde kon-
zultovat knihu Michaela T. Heathe [1], pripadné néjakou z ¢eskych ucebnic
¢i mnoha skript o numerické matematice, kterd v poslednich letech vysla —
naptiklad [2], [3] (¢asti tohoto skripta jsou dostupné i on-line). Mnohé ze zde
pouzitych obrazku jsme prevzali pravé z [1].

Budeme se zde zabyvat predevsim numerickymi metodami pro (pfiblizné) fe-
Seni nelinearni rovnice

kde f : R — R je redlnd nelinedrni funkce jedné redlné proménné. Resit
linearni rovnice tvaru ax + b = ¢, tj. ax + b — ¢ = 0, jsme se naucili jiz na
stfedni skole. Sezndmili jsme se tam i s feSenim nékterych nelinedrnich rovnic,
naptiklad kvadratické rovnice ax? 4+ bx + ¢ = 0 nebo rovnice sinz = 0. K
feSeni vétsiny nelinedrnich rovnic vsak potfebujeme pouzit nékterou vhodnou
numerickou metodu.

Resenim nebo koFenem uvedené rovnice nebo také nulovym bodem funkce
f nazyvame takové redlné ¢islo x*, pro které plati f(x*) = 0. Nelinearni rov-
nice mohou mit pravé jedno feSeni (rovnice z —sinz = 0), vice feseni (rovnice
2?2 — 1 = 0), nebo nemusi mit z4dné feseni (rovnice sinz = 2).

Budeme se také zabyvat specidlnim rovnicemi tvaru

x = g(x), (8.2)

kde opét g : R — R a tedy f(z) = = — g(x). ReSeni takové rovnice se nazyva
také pevnym bodem funkce g.

91
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Specialni situace nastava také, je-li uvazovana funkce f polynom. Hleddme pak
totiz Casto i jeho komplexni koreny. Pro polynomy existuji tedy i specialni
numerické metody, jimiz se zde vSak nemiizeme extra zabyvat. V praxi se
setkame i se soustavami nelinedrnich rovnic, jejichz resenim pak neni ¢islo,
ale vektor hodnot. Existuji numerické metody i pro feseni takovych soustav,
z ¢asovych dlvodu se jimi ale zde také zabyvat nebudeme. Pripadné zajemce
odkazujeme na Heathovu knihu [1] nebo na Mikovu ucebnici [2] ¢i skripta [3].

Existence a jednoznacnost

Existence a jednoznacnost feseni nelinedrnich rovnic je podstatné kompliko-
vanéjsi zalezitost nez je tomu u linearnich rovnic a jejich soustav. V mnoha
pripadech je obtizné stanovit existenci nebo pocet feseni nelinedrni rovnice.
Zatimco u soustav linearnich rovnic musi byt pocet Teseni roven nule, jedné
nebo byt nekonecény, nelinedrni rovnice mohou mit jakykoli pocet TeSeni, a to
dokonce i pro jedinou rovnici.

Priklad 8.1 (Existence korent). Uvazujeme-li koteny ndsledujicich rovnic na
celém R, pak rovnice

o ¢ +1=0 nemd zZddné resent

—T

o ¢ —x =0 md prdvé jedno resenti

e 22 —4sinz =0 md dvé reseni
o 23+ 622+ 11z —6 =0 md tri reseni

e sinx = 0 md nekonecné mnoho reseni

Jakkoli je tedy obtizné ziskat jakdkoli globdlni tvrzeni o poc¢tu feseni nelinearni
rovnice, mame presto k dispozici néktera uzitecna lokdlni kritéria zarucujici
existenci aspon jednoho kofene rovnice na daném intervalu. Jedno takové prak-
tické kritérium je zaloZeno na matematické vété, kterd pochazi od B. Bolzana
a Tika:

Véta 8.1 (Bolzanova véta). Necht funkce f je spojitd na uzavreném omezeném
intervalu [a,b] a necht plati f(a) - f(b) < 0 (. f(a) a f(b) maji opacnd
znaménka). Pak funkce f md na intervalu (a,b) alespon jeden nulovy bod.

Takovy interval [a,b], v jehoz koncovych bodech ma funkce f opacénd zna-
ménka, budeme nazyvat uzdvérou reseni nelinedrni rovnice f(z) = 0. Jak
uvidime pozdéji, v fadé numerickych metod pro feseni nelinedrnich rovnic
hraje dulezitou roli pravé postupné zuzovani takové predem nalezené uzavéry.
Jak ovsem pocatecni uzdvéru najit, je viceméné zdalezitosti pokusi a omyla.
Jedna z moznosti je odhadnout néjak pocatecni interval, na némz budeme



8.1. NELINEARNI ROVNICE 93

f(x)

Obrazek 8.1: Piiklad nelinedrni funkce s kofeny z1 a x2 na intervalu [a,b].
Tento interval je pro danou funkci f(x) uzavérou kofene.

chovani funkce f zkoumat (i kdyz to jeSté nebude uzavéra korene), a pak
prochéazet timto intervalem po néjakych vhodné volenych krocich, postupné
pocitat hodnoty f(x) a sledovat, kdy v nich dojde ke zméné znaménka.

Poznamenejme jesté, ze pravé zminéné kritérium udava pouze postacujici,
nikoli nutnou podminku existence korene. Nemélo by nds tedy od hledani
korene predem odrazovat to, ze jsme nenasli jeho uzavéru. V radé pripadu
totiz ani pro dany kofen uzavéra neexistuje. Jako piiklad staci vzit trividlni
rovnici 22 = 0 s jedinym kofenem z = 0. Zde pro vSechna x mame 22 > 0 a
ke zméné znaménka tedy nemiize dojit.

Obratme svoji pozornost nyni k rovnici (8.2). Zde lze k dikazu existence
pevného bodu na daném intervalu vyuzit opét klasické matematiky, konkrétné
tzv. véty o kontrakci.

Definice 8.2 (Kontrakce). Rekneme, Ze funkce g : R — R je na mnoZiné
S C R kontrakce, pokud existuje konstanta L € R, 0 < L < 1 takovd, Ze pro
vsechna x,y € S plati

l9(z) — g(y)| < Llz —y|.

Véta 8.3 (O existenci pevného bodu). Jestlize je funkce g kontrakce na uza-
vrené mnozine S CR a g(S) C S, pak md g v S pevny bod, a to prdvé jeden.

Pokud ¢tenari vadi, ze jsme vyse uvedenou definici a vétu formulovali pro
obecnou mnozinu S, mize si pod S predstavovat néjaky interval. Z uvedené
véty ihned plyne, ze pokud v rovnici (8.1) mizeme psat f(x) = = — g(x),
kde g je kontrakce na néjaké uzaviené mnoziné S takova, ze zobrazuje S do
sebe samé, mé rovnice f(x) = 0 na mnoziné S pravé jedno feSeni, totiz pevny
bod funkce g. Brzy uvidime, Ze tato skuteénost nam ddva moznost odvodit
nékteré numerické metody pro reseni nelinearnich rovnic. Poznamenejme jesté,
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ze pokud pro vSechna = € S existuje derivace funkce g a plati |¢'(z)| < 1, d&
se ukazat, ze g na S je kontrakce.

Z matematického ¢i logického hlediska jsou nase tivahy o uzavére spojité funkce
¢i predpoklady véty o kontrakci pouze postacujici podminky, nikoli vsak pod-
minky nutné. Neni tedy nikde psdno, Ze funkce f nemize mit nulovy bod v
intervalu, ktery neni uzavérou, nebo ze funkce g, kterd neni kontrakce, nemiize
mit pevny bod. V praxi tedy mize byt uzitecné vyuzit soudobych moznosti
naseho softwarového vybaveni a pfi feseni nelinedrnich rovnic si nejprve ne-
chat vykreslit graf funkce f pro rovnici (8.1) nebo grafy y = x a y = g(x) pro
rovnici (8.2).

Priklad 8.2 (Nesplnéné postacujici podminky). o funkce f(x) = x> md

nulovy bod x = 0 na intervalu [—1, 1], ktery neni uzdvéera

o funkce g(x) = sinz md pevny bod x = 0, ale v okoli tohoto bodu to neni
kontrakce

Doposud jsme se soustredili prevazné na existenci korenti nelinearnich rovnic
a ne na jejich jednoznacnost, protoze se obecné ma za to, ze nelinedrni rov-
nice mohou mit vice nez jedno fesSeni, pfinejmensim globdlné. Jednoznacnost
kofene nds presto muze zajimat, alespon lokalné, napiiklad na daném inter-
valu. Pfipomenme si, ze z linearni algebry vime, Ze soustava linedrnich rovnic
s regularni matici ma vzdy pravé jedno reseni. Pro nelinedrni funkce f plati
podobné tvrzeni o regularité, prinejmensim lokalné. Pokud totiz funkce f ma
v daném bodé x* nenulovou derivaci, pak existuje otevireny interval kolem to-
hoto bodu, v némz je funkce f ostfe monoténni, tedy rostouci nebo klesajici.
V takové situaci v okoli bodu z* tedy mize existovat nejvyse jeden koten.

Pokud vsSak v néjakém kofenu x* ma funkce f nulovou derivaci, ma tento
koren jisté zvlastni vlastnosti, které ovliviuji jak podminénost fesené tulohy,
tak také chovani pouzité numerické metody. Nulovy bod z* funkce f, pro
ktery plati zaroven f(z*) = 0 a f/(z*) = 0 se nazyva ndsobny koren rov-
nice f(x) = 0. Geometricky to znamend, ze graf funkce f ma v tomto bodé
vodorovnou tec¢nu splyvajici s osou z. Kofeny, které nejsou nésobné, se na-
zyvajl jednoduché. Koten z; z Obrazku8.1 je tedy jednoduchy, kofen zs je
nasobny. Pojem nasobnosti lze pro hladké funkce f déle upresnit. Pokud plati
f(z*) = f'(z*) = f'(a*) = - = fm=D(z*) = 0, ale f(™) £ 0, Fekneme, 7e
nasobnost kofene x* je m.

Priklad 8.3 (Pevné body). Ovérte si ndsledujici tvrzeni:

e funkce g(x) = sinx md jeding pevny bod x =0

2

e funkce g(x) = x* md pevné body x =0 a x =1

o koren x = 0 rovnice sinx = 0 je jednoduchy
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well-conditioned ill-conditioned

Obrézek 8.2: Podminénost kofenu nelinedrni rovnice f(z) = 0. Vlevo: dobre
podminénd tloha, vpravo: Spatné podminénd tloha.

o koren x = 0 rovnice > = 0 je dvojndsobny

o korven x = 1 rovnice 3 — 322 4+ 3x — 1 = 0 je trojndsobny

Podminénost reSeni

Abychom mohli kvantitativné mérit citlivost feseni nelinedrnich rovnic na data
(funkéni hodnoty), musime pracovat s absolutnim ¢islem podminénosti, coz je
obdoba jiz zavedeného c¢isla podminénosti z minulé prednasky, kde ale misto
relativnich zmén v ¢itateli i jmenovateli vystupuji absolutni odchylky. Je to
déno tim, ze hodnota funkce f v kofenu rovnice je rovna nule. D4 se ukazat, ze
pokud ma funkce f v okoli kofene x* derivaci, je pak toto ¢islo podminénosti
priblizné
1
Crate = T

Pokud je ve jmenovateli f'(z*) = 0 (ndsobny kofen), klademe C}, aps = 00. Z
definice ¢isla podminénosti pak vyplyva, ze pokud najdeme bod & takovy, ze
|f(Z)| < €, muze odchylka |Z—x*| tohoto bodu od kotfene rovnice f(x) = 0 mit
velikost €/|f'(z*)|. Pro malé hodnoty |f’(z*)| tedy muze byt tato odchylka od
korene velka, i kdyz funkéni hodnota sama je mald.

Celou situaci ilustruje Obrazek 8.2. Carkované kiivky vyznacuji oblast nejis-
toty kolem kazdé plné nakreslené krivky, takze nulovy bod dané funkce mize
byt kdekoli mezi body, v nichz ¢arkované krivky protinaji vodorovnou osu.
Maly interval nejistoty pro nulovy bod na levém obrazku je dan tim, ze dana
kiivka strmé roste (takze prevracend hodnota derivace je mald), kdezto velky
interval nejistoty pro nulovy bod na pravém obrazku plyne z pomalého rastu
(a tedy velké prevracené hodnoty derivace). VSimnéte si také toho, Ze ife pasu
nejistot kolem funkénich hodnot je na obou obrazcich stejna.

Méme-li ndsobny koten z*, je f'(z*) = 0, takze ¢islo podminénosti nasobného
korene je nekonecné. To dava smysl, protoze nepatrnd zména v f muize zpuso-
bit, Ze z nasobného korene se stane vice nez jeden kofen nebo naopak nasobny
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kofen zmizi. Staéf si k tomu nakreslit napifklad funkci f(z) = 2? a posunout
ji 0 malé e nahoru nebo doli. Il p¥iklad,obrazek Il

Podminénost nelinearni rovnice ovliviiuje nas pohled na priblizné feseni Z:
méame usilovat o to, aby |f(Z)| byla mald, nebo spise o to, aby bylo malé
| — x*|, jakkoli pfesné feseni z* predem nezndme? Jak uz to u numerickych
metod byva, obé uvedené veli¢iny nejsou nutné malé soucasné, zavisi to jesté
na podminénosti. Tato skutecnost ovliviiuje volbu algoritmt numerickych me-
tod, o nichz budeme hovotit ve zbytku této prednédsky. V kazdém pripadé je
uzite¢né ziskat predem néjakou informaci o podminénosti resené ulohy.

Iteracni metody a jejich konvergence

Numerické metody pro feseni nelinearnich rovnic jsou vesmés metody iteracni.
Iterace (z lat. iterare, opakovat) znamend postupné opakovani urcitého po-
stupu, béhem kterého se postupné generuje posloupnost hodnot xg, x1, ..., 2k, ...
takova, ze v nasem pripadé (hleddme kofen x* nelinedrni rovnice) postupné
ziskavané hodnoty konverguji k hledanému teseni, x, — z* pro k — oco. P1i
skutecném vypoctu samoziejmé nemuizeme jit s k£ do nekonecna a iteracni
postup zastavime po urcitém dostatecné velkém poctu kroki pomoci vhodné
zvoleného zastavovaciho kritéria. Ziskame tak pribliznou hodnotu hledaného
korene. Termin iterace se v numerické matematice pouziva nejen k oznaceni
vyse uvedeného postupu jako celku, ale nazyva se tak také kazdy jeho krok a
nazyvaji se tak také postupné pocitané hodnoty xj, tedy aproximace hleda-
ného korene.

Abychom mohli porovnévat efektivitu itera¢nich metod, potiebujeme néjak
charakterizovat jejich rychlost konvergence, tj. rychlost konvergence posloup-
nosti iteraci zj k hledanému korenu rovnice. Chyba(nepfesnost) k-té iterace,
kterou budeme oznacovat ey, se obvykle definuje jako e, = zp — z*, kde xj, je
aproximace (pfiblizeni) hledaného FeSeni ziskand v iteraci k a z* je skutecné
(pfesné) teseni. Nékteré z pouzivanych metod neprodukuji primo konkrétni
priblizné feseni xy, ale pouze interval, ktery s urcitosti obsahuje presné reseni,
pricemz délka tohoto intervalu se béhem iteracniho procesu postupné zmen-
suje. U takové metody pak ej definujeme jako délku tohoto intervalu po k-té
iteraci. V obou pripadech pak fekneme, ze dana itera¢ni metoda konverguje
s rychlosti r (také: metoda je fadu ), jestlize pro néjakou koneénou kladnou
konstantu C' > 0 plati

lim lek+1] _
k—oo |eg|”

Specialné se rozlisuji nasledujici pripady:

e pokud r =1 a C < 1, je konvergence linedrn,

e pokud r > 1, je konvergence superlinedrni,
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e pokud r = 2, je konvergence kvadratickd,

e pokud r = 3, je konvergence kubickd, atd.

Jeden z dlivodd, proc¢ rozlisujeme mezi linearni a superlinedrni konvergenci, je
ten, Ze, asymptoticky pro velka k, linedrné konvergentni posloupnost ziskava
po kazdé iteraci jisty stale stejny pocet presnych cislic, kdezto superlinedrné
konvergujici posloupnost v jednotlivych iteracich ziskava pocet presnych ¢islic,
ktery stale roste. Presnéji muzeme rici, ze linedrné konvergentni posloupnost
ziskava v kazdé iteraci — log(C') presnych éislic, kdezto superlinedrné konver-
gujici posloupnost mé po kazdé iteraci r-krat vice presnych ¢éislic nez méla
pred touto iteraci. Specialné pak plati, ze u kvadraticky konvergentni metody
se pocet presnych ¢islic po kazdé iteraci zdvojnasobi (pro dostate¢né velka k).

Priklad 8.4 (Rychlosti konvergence). Jestlize cleny ndsledujicich posloupnosti
predstavuji velikosti chyb postupné generovangch iteracnich aproximact, jsou
rychlosti konvergence takové, jak je u jednotliviych posloupnosti uvedeno.

e 1072,1073,107%,107°,...  linedrni, C = 107"

e 1072,107%,107%,1078,...  linedrni, C = 1072

e 1072,1073,107°,1078,...  superlinedrni, ale ne kvadratickd
e 1072,1074,107%,10716, ... kvadratickd

V teorii numerickych metod se dokazuji véty o konvergenci, které ndm umoz-
nuji rici, kdy pro danou rovnici ta ¢i ona metoda konverguje a jak rychle.
Nedavaji nam ale explicitné pokyny pro to, kdy mame itera¢ni proces zasta-
vit a prohlasit vysledné priblizné reseni za ,dostatecné presné“. Navrhnout
vhodné zastavovaci kritérium je pomérné slozita zalezitost, a to z rady dua-
vodi. Diky teorii muzeme v zasadé védét, ze se chyba |e;| postupné zmensuje,
ale protoze nezname presné Teseni, neni tu moznost primo zjistit, jak veliké
lek| je. Rozumnou nahrazkou tu muze slouzit relativni zména v postupnych
iteracich, tedy
|[Tt1 — 2]
E .
Pokud se tato veli¢ina stane dostatecné malou, znamend to, ze se priblizné
hodnoty feseni uz prestaly vyznamné ménit a nemé tedy cenu pokracovat. Na
druhé strané bychom chtéli mit jistotu, ze jsme skutec¢né ziskali dobré ptiblizné
feSeni a Ze tedy aspon je hodnota f(xj) pfimérené mald. Jak uz jsme si ale
mohli pov§imnout, obé dvé tyto uvedené veli¢iny nemusi byt malé soucasné,
roli tu hraje podminénost tlohy. Déale se zde projevuje také pripadna zména
méritka u proménné x a funkce f. Ze vSech téchto duvodu je vytvoreni zcela
spolehlivého zastavovaciho kritéria velmi obtizné a musime se také spoléhat na
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dalsi informace, které o resené tloze vime. U itera¢nich metod, které budeme
vzapéti v této prednéasce popisovat, proto zpravidla vynechavame jakykoli test
na konvergenci a misto toho pouze naznacujeme jisty neurceny pocet iteraci s
tim, Ze iteracni proces je treba ukoncit poté, co se vyhovi urc¢itému vhodnému
kritériu, jehoz volba je (bohuzel) na uzivateli.

8.2 Numerické metody reseni nelinearnich rovnic

Budeme se zabyvat numerickym (pfibliznym) reSenim nelinedrni rovnice (8.1):
pro danou spojitou funkci f : R — R hleddme bod z* € R takovy, ze f(z*) = 0.

Metoda piileni intervalu neboli bisekce

V pocitacové aritmetice s konecnou presnosti nemusi existovat strojové ¢islo
x* takové, ze f(x*) je pFesné nula. Alternativni moznost je hledat néjaky velmi
maly interval [a, b], ve kterém f méni znaménko. Jak jsme jiz uvedli v odstavci
8.1, takova uzdvéra zarucuje, ze prislusna spojita funkce musi nékde uvnitr to-
hoto intervalu mit nulovy bod. Metoda ptileni intervalu neboli metoda
bisekce zacind od néjaké pocateéni uzavéry a postupné snizuje jeji velikost
do té doby, az je TeSeni uzavieno s pozadovanou presnosti (resp. tak, jak to
aritmetika pocitace dovoli). V kazdé iteraci se nejprve stanovi stred aktudl-
niho intervalu a pro dalsi iteraci se ponechd pouze jedna z polovin intervalu
podle toho, jaké znaménko mé funkéni hodnota ve stfedu. Tato polovina pak
tvori opét (jiz kratsi) uzavér, s nimz vstupujeme do dalsi iterace. Metodu bis-
ekce formalné muzeme zapsat jako Algoritmus 8.1, v némz jako vstupni data
figuruje funkce f, uzévéra [a,b] a chybova tolerance Ay, pro délku vysledného
intervalu obsahujiciho koten.

Algoritmus 8.1 Metoda piileni intervalu

Require: Funkce f, uzavéra [a,b], chybova tolerance A
Ensure: z*: f(z*) =~ 0
while (b —a) > Ay do
b—a

m < a-+
if sgn f(a) = sgn f(m) then
a<+m
else
b+ m
end if
end while

Uvedeme jesté par poznamek k implementaci metody bisekce ve vyse uvede-
ném algoritmu:
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Predevsim, zd4 se, ze nejptirozenéjsi vzorec pro vypocet stfedu intervalu [a, b]
by byl m = (a + b)/2. Jenze v pocitacové aritmetice neni v extrémnich pfi-
padech zaruceno, ze takto pocitany bod m vubec padne do intervalu [a,b].
Komu se to zda divné, mize si v aritmetice se dvéma desitkovymi cislicemi
zkusit podle tohoto vzorce spocitat stied intervalu [0.67,0.69] (vyjde m = 0.7).
Kromeé toho muze u tohoto vzorce mezivysledek a+b prekrocit rozsah pocitace
i v situacich, kdy stfed intervalu v rozsahu pocitace lezi. Jakkoli jde o extrémni
ptipady, je na tomto jednoduchém prikladu vidét, ze pocitacova implementace
algoritmt neni jen pouhé prepisovani vzorecki v néjakém vhodném progra-
movacim jazyce. Vzorec pouzity v Algoritmu 8.1 se uvedenym problémtm
vyhyba.

Dale, pokud jde o testovani toho, zda dvé hodnoty f(z1) a f(xz2) maji stejné
znaménko, je na pocitaci lepsi pouzivat funkci signum nez matematicky ekvi-
valentni testovani, zda soucin f(x1) - f(x2) je kladny nebo zaporny. Takovy
soucin muze totiz také prekrocit rozsah pocitace smérem k nekoneénu a v okoli
kotene smérem k nule. Poznamenejme pro poradek, ze je sgn(x) = 1 pro x > 0
a sign(z) = —1 pro x < 0.

Priklad 8.5 (Metoda bisekce). Metodu pileni intervalu ukdZeme na prikladu
hleddani korene rovnice

f(z) = 2* —4sinz = 0.

Jako pocatecni uzdvéru vezmeme interval [a,b], kde a = 1 a b = 3. Zdlezi
tu pouze na tom, aby se funkcéni hodnoty v téchto dvou bodech lisily ve zna-
ménku. Vypocitame hodnotu funkce ve strednim bodé intervalu, tedy vm = 2 a
zjistime, Ze f(m) md opacné znaménko nez f(a), takZe si podrzime levou polo-
vinu pocdtecniho intervalu a poloZime pro dalsi krok b = m. Pak tento postup
opakujeme tak dlouho, aZ se interval uzdvery zuZi na poZadovanou velikost.
Ndsledujici tabulka ukazuje mozZnou posloupnost iteraci.
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a f(a) b f(b)

1.000000 -2.365884 3.000000 8.435520
1.000000 -2.365884 2.000000 0.362810
1.500000 -1.759980 2.000000 0.362810
1.750000 -0.873444 2.000000 0.362810
1.875000 -0.300718 2.000000 0.362810
1.875000 -0.300718 1.937500 0.019849
1.906250 -0.143255 1.937500 0.019849
1.921875 -0.062406 1.937500 0.019849
1.929688 -0.021454 1.937500 0.019849
1.953594 -0.000846 1.937500 0.019849
1.933594 -0.000846 1.935547 0.009491
1.953594 -0.000846 1.934570 0.004320
1.933594 -0.000846 1.934082 0.001736

Interval, u kterého jsme iterace ukoncili, md délku mensi nez 0.0005 a miZeme
tedy 1ici, zZe nalezeny koten je s touto presnosti roven x* ~ 1.934.

Na zavér jesté nékolik poznamek k metodé puleni intervalu.

e V metodé plileni se nikde nevyuzivaji velikosti funkénich hodnot, pouze
jejich znaménka.

Pokud vypocet zacneme s uzdvérou spojité funkce, pak metoda konver-
guje vzdy, ale dosti pomalu.

e V kazdé iteraci se délka uzavéry snizuje na polovinu, takze rychlost
konvergence je linedrni, s r =1 a C' = 0.5.

e V kazdé iteraci bisekce ziskdvame jednu dalsi presnou dvojkovou éislici
v priblizném feseni.

Pro dany poéatecni interval [a, b] je délka intervalu po k iteracich rovna
(b —a)/2%, takze k dosazeni chybové tolerance tol je zapotiebi zhruba

o <b — a)
82 tol
iteraci, nezavisle na vlastnostech pouzité funkce f.

Metoda postupnych aproximaci

Metoda postupnyich aproximaci nebo také metoda prosté iterace slouzi k hle-
dani pevnych bodu funkce g z rovnice (2). Pripomenme tedy, Ze pro funkci
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g : R — R se pevngm bodem nazyvé takové ¢islo * (pokud existuje), pro které
plati
T =g(a7).

Duvodem tohoto nézvu je skutecnost, ze x* se po aplikaci funkce g nezméni.
Zatimco u nelinearni rovnice f(z) = 0 hleddme bod, v némz graf funkce f
protind osu z (tedy pfimku y = 0), pti hledédni pevného bodu funkce g chceme
najit bod, v némz graf funkce g protne diagondlni p¥imku y = z. Ulohy na
hledani pevného bodu dost ¢asto pochéazeji primo z praxe, ale pro nas zde
maji vyznam také z toho divodu, Ze feSeni nelinedrni rovnice (1) lze zpravidla
prevést na hledani pevného bodu odpovidajici nelinearni funkce g, tedy na
feseni rovnice (2). Metoda postupnych aproximaci (prosté iterace) pro feseni
této rovnice je zalozena na opakovaném (iteracnim) pouziti vzorce

Tr1 = g(Tk)
s vhodné zvolenym pocdatecnim pribliZenim (pocatecni aproximaci) zg.

Chceme-li fesit rovnici f(x) = 0 metodou postupnych aproximaci, pak ji nej-
prve musime prevést na tlohu o pevném bodu pro néjakou vhodné vybranou
funkeci g. Takovych moznosti byva pro danou f vice, ale ne vSechny jsou stejné
vhodné pro ziskani itera¢niho schématu k feseni vychozi rovnice. Vysledna ite-
racni metoda se pro rizné volby g muze lisit nejen co do rychlosti konvergence,
ale také v tom, zda viibec konverguje ¢i nikoli.

Piiklad 8.6 (Ulohy na pevny bod). Nelinedrni rovnice
f)=a2*>—2z-2=0

mda koreny x* = 2 a ¥ = —1. Mezi ekvivalentni ilohy na hleddni pevného bodu
patri ulohy (2) s funkcemi (ovérte si to)

T

1. g

g(z) = vz + 2 (ekvivalence pouze pro nezdporné pevné body, srv. (2)),

()
2. g(x) =
3. g(x) =1+ (2/x),
4. g(z) = (2% +2)/ (22 - 1).

Na obr. 8.3 je vykreslen priubéh kazdé z téchto funkci spolu s primkou y =

x. Vsimméme si, Ze funkce g jsou konstruovdny tak, Ze jejich grafy vesmés
protinaji primku y = x v pevném bodé (2,2).

Priabéh prislusnych itera¢nich schémat metody postupnych aproximaci je gra-
ficky znazornén na Obrazcich 8.4 a 8.5. Sipka ve svislém sméru odpovidé
vypoctu hodnoty dané funkce v néjakém bodé a vodorovna sipka smeérujici k
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3_
27

y=vax+2

y=14+2/z
14 y=z
y=a2-2
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0 1 2 3
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0 1 2 3 0 1 2 3

Obrazek 8.4: Metoda postupnych aproximaci pro prvni a druhou funkci g.

primce y = x vyznacuje, ze se vysledek predchoziho vypoc¢tu hodnoty funkce
g pouzije jeko argument pro pristi vypocet funkéni hodnoty. U prvni z uve-
denych funkci vidime, ze i pres to, ze pocatecni bod je velmi blizko TeSeni,
postupné aproximace diverguji. U ostatnich tii funkci je vidét, ze postupné
iterace konverguji k pevnému bodu, i kdyz byly odstartoviny v bodé, ktery
je od feseni relativné daleko. Zd4 se pritom, ze rychlosti konvergence pro tyto
t¥i funkce se mohou lisit.

Jak lze z grafi funkci na Obrazcich 8.4 a 8.5 vidét, chovani metody prosté
iterace se muze znacné odlisovat, od divergence pfes pomalou konvergenci k
rychlé konvergenci. Nejjednodussi (i kdyz ne nejobecnéjsi) zpusob, jak charak-
terizovat chovéani itera¢niho schématu x;11 = g(z)) pro feSeni tlohy na pevny
bod tvaru x = g(z), je pokusit se vzit v ivahu derivaci funkce g v hledaném
feSeni z* za predpokladu, ze funkce g je hladka a tato derivace existuje. Da
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34 3
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Obrazek 8.5: Metoda postupnych aproximaci pro treti a ¢tvrtou funkci g.

se ukézat, ze pokud z* = g(z*) a |¢'(2*)| < 1, pak iteracni schéma metody
postupnych aproximaci lokalné konverguje. To znamena, Ze existuje néjaky
interval obsahujici z* takovy, Ze metoda prosté iterace s funkci g konverguje,
pokud je odstartovana z néjakého g, jez lezf uvnitt tohoto intervalu. Rikdme
také, ze metoda konverguje pro dostatecné blizké pocatecni priblizeni. Naproti
tomu pokud |¢'(z*)| > 1, pak metoda prosté iterace diverguje pro jakékoli po-
catec¢ni priblizeni kromeé z*.

Drtikaz tohoto tvrzeni je zaloZen na vété o stfedni hodnoté funkce, ale z ¢aso-
vych duvodi jej zde neuvadime, jakkoli neni slozity (viz [2], [3] nebo [1]). Plyne
z néj ale také to, ze pokud metoda konverguje, je jeji asymptotickd rychlost
konvergence linedrni s konstantou C' = |¢’(z*)|. Cim mensi je tato konstanta,
tim je konvergence rychlejsi, a idedlni by tedy pro danou rovnici (8.1) bylo
najit ekvivalentni formulaci (8.2) s funkei g, pro niz by platilo ¢’(z*) = 0. V
takovém pripadé se da pomoci Taylorova rozvoje opét pomérné snadno uka-
zat, ze konvergence je nejméné kvadraticka. V pristim odstavci si popiseme
jeden systematicky zpusob takové volby funkce g pro rovnici f(z) = 0.

Priklad 8.7 (Konvergence metody postupnych aproximaci). Pro c¢tyri dlohy
na pevny bod z predchdzejictho prikladu mdme ndsledujici vysledky:

1. ¢'(z) = 2z, takZe ¢'(2) = 4 a metoda postupnijch aproximact tedy diver-
guje.

2. ¢'(z) =1/(2Vx + 2), takze ¢'(2) = 1/4 a metoda postupnijch aprozimact
konverguje lindrné s konstantou C = 1/4. Kladné znaménko derivace
9'(2) vede k tomu, Ze se iterace priblizuji k pevnému bodu z jedné strany.

3. g(z) = —2/22, takZe ¢'(2) = —1/2 a metoda postupnijch aprozimaci
konverguje linedrné s konstantou C = 1/2. Zdporné znaménko derivace
g'(2) vede k tomu, Ze se iterace priblizuji k pevnému bodu po spirdle,
stridave vZdy z opacné strany.
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4. ¢'(x) = (22 — 20 — 4) /(22 — 1)?, takZe ¢'(2) = 0 a metoda postupnijch
aprozimaci konverguje kvadraticky.

Newtonova metoda

Metoda bisekce nepouziva jiné vlastnosti funkénich hodnot nez jejich zna-
ménka, coz vede k tomu, ze konverguje vzdy, ale pomalu. Pokud se vyuziji
také velikosti funkénich hodnot, miizeme odvodit rychleji konvergujici metody,
které nam v kazdé iteraci budou davat presnéjsi aproximaci korene fesené rov-
nice. V prvni fadé se zde vyuziva aproximace funkce f vystupujici v rovnici
pomoci prvnich dvou ¢lenti jejiho Taylorova rozvoje, tedy

fl@+h)= f(x)+ f'(x)h,

coz je linearni funkce h, ktera aproximuje f v okoli bodu x. Nahradime tudiz
nelinearni funkci f touto linedrni funkci, jejiz nulovy bod v h se snadno vypo-
¢ita, je to h = —f(x)/ f'(x), pokud ovSem f’(z) # 0. Je jasné, Ze kofeny obou
téchto funkci nejsou obecné identické, takze popsany postup musime iteracné
opakovat. To vede k iteracni metodé, které se fikd Newtonova metoda (nebo
také Newtonova-Raphsonova), jejiz algoritmus uvadime jako Algoritmus 2.

Algoritmus 2 Newtonova metoda

T = pocatecni aproximace
for k=0,1,2,...

Tpt1 = 2k — f(2r)/9' (k)
end

Ne obrazku 8.6 ukazujeme, Ze Newtonova metoda se da interpretovat jako
aproximace funkce f pobliZ z, tecnou ke grafu funkce vedenou v bodé (z, f(xx)).
Jako dalsi aproximaci feseni pak bereme nulovy bod této linedrni tecné funkce

a proces postupné opakujeme. Nékdy se Newtonové metodé proto také rika
metoda tecéen.

Priklad 8.8 (Newtonova metoda). Newtonovu metodu predvedeme opét na
hleddni korene rovnice

f(z) =2 —4sinz = 0.

Derivace této funkce je
f'(z) =2z — 4cosx,

takzZe iteracni schéma je ddno vzorcem

xi — 4sinxg
LTyl =T — — .
+ 2x), — 4 cos xp,
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T
Lht+1

Obréazek 8.6: Newtonova metoda pro feseni nelinedrni rovnice.

Jako pocdtecni priblizeni zvolime xog = 3 a postupné obdrzime posloupnost
iteract, kterd je uvedena ddle. Pritom hy = —f(xk)/(x) oznacuje zménu xy, v
kazdé iteraci. Iteracni proces muzeme ukoncit, kdyz bude |hg|/|x| nebo | f(zk)|,
nebo oboji, mensi neZ ndmi predepsand tolerance.

koo oy flae)  F(a) hi

0 38.000000 8.485520 9.959970 -0.846942
1 2.153058 1.294772 6.505771 -0.199019
2 1.954039 0.108438 5.403795 -0.020067
3 1.933972 0.001152 5.288919 -0.000218
4 1.933754 0.000000 5.287670  0.000000

Na Newtonovu metodu se miizeme také divat jako na specialni zptusob prevodu
nelinedrni rovnice f(x) = 0 na tlohu o pevném bodé pro jistou funkci g, tedy
x = g(z), kde za funkci g volime

g(x) =z — f(x)/f (2).

a pevny bod hleddme metodou postupnych aproximaci. Abychom vysettili
konvergenci metody, potrebujeme tedy nejprve znat derivaci funkce g, coz je
po uprave

J'(@) = f@)f"(@)/(f ())?

(pokud f'(z) # 0). Je-li tedy z* jednoduchy kofen, tj. f(z*) =0a f'(z*) # 0,
pak ¢'(z*) = 0. Newtonova metoda m4 tedy pro jednoduché kofeny asympto-
ticky kvadratickou rychlost konvergence, tedy r = 2.

Kvadraticka rychlost konvergence Newtonovy metody znamenad, ze asympto-
ticky (v blizkosti kotrene) se chyba metody po kazdé iteraci umocni na dru-
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hou. Jinak také muzeme Fici, Ze se pocet presnych (spravnych) ¢islic ptibliz-
ného teseni po kazdé iteraci zdvojnésobi. Naproti tomu pro nasobné koreny
je Newtonova metoda pouze linedrné (lokalné) konvergentni s konstantou
C =1-(1/m), kde m je nasobnost pocitaného kofene. Opét ale musime
zdiraznit, ze tyto Gvahy o konvergenci plati pouze lokdlné v néjakém vét-
$im nebo mensim okoli hledaného korene a ze Newtonova metoda, ktera neni
odstartovana dostatecné blizko ke koteni, nemusi konvergovat vibec. Jedno-
duchy priklad je situace, kdy nékdy béhem iteraci bude f’(zj) relativné malé
(graf funkce f bude mit v bodé zj; témér vodorovnou teénu) a v disledku
toho bude nésledujici iterace mit tendenci lezet nékde daleko od posledniho
pribliZeni.

Priklad 8.9 (Newtonova metoda pro ndsobny koren). Ndsledujici dva pri-
klady ukazuji oba typy vyse popsaného chovdni Newtonovy metody. Pruni z
nich ukazuje kvadratickou konvergenci k jednoduchému korenu, druhy linearni
konvergenci k ndsobnému korenu. Ndsobnost kotene ve druhém z uvedengch
prikladi je 2, takie C = 1/2.

fl)y=22—-1| f(x) =2? -2z +1
T, T,

0 2.0 2.0

1 1.25 1.5

2  1.025 1.25

3 1.0003 1.125

4 1.00000005 1.0625

5 1.0 1.03125

Metoda secen

Jistou nevyhodou Newtonovy metody je, ze za jeji kvadratickou konvergenci
platime tim, Ze v kazdém iteracnim kroku musime kromé funkéni hodnoty
pocitat také hodnotu derivace. Vypocet hodnot derivace pritom mtize byt
nepohodlny nebo céasové naroény, takze bychom mohli uvazovat o tom, ze
hodnoty derivaci budeme nahrazovat diferen¢nimi podily vyplyvajicimi z defi-
nice derivace funkce, tedy bychom mohli pro vhodné dostateéné malé h klast
napriklad

f+h) - ()

flw) m B

To by ovsem znamenalo pocitat v kazdé iteraci jednu funkéni hodnotu navic,
a to jen proto, abychom ziskali pribliznou informaci o hodnoté derivace. Lepsi
je zalozit podobnou diferencni aproximaci derivace na funkénich hodnotéach,
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L
VD Th_1

Th+1

Obrazek 8.7: Metoda secen pro feSeni nelinearni rovnice.

které jsme uz béhem iteraci stejné vypocitali, a klast

F(a0) ~ flar) = f(@r-1)

Tk — Tk-1

Tento postup vede k metodé secen, jejiz algoritmus uvadime jako Algoritmus
3. Na obréazku 8.7 vidime, ze metoda secen se da interpretovat jako aproximo-
vani funkce f primkou prochazejici predchozimi dvéma iteracemi, tedy secnou,
pricemz za nové priblizeni bereme nulovy bod této linedrni funkce. Na rozdil
od Newtonovy metody zde ovSsem potiebujeme dvé pocatecéni aproximace.

Algoritmus 3 Metoda seCen

Priklad 8.10 (Metoda secen). Metodu secen budeme ilustrovat opét na hle-
dani korene rovnice

f(z) = 2% — 4sinz = 0.

Za potrebnd dvé pocdtecni priblizeni vezmeme xg = 1 a x1 = 3, vypocitame
prislusné funkéni hodnoty a za dalsi priblizné reseni vezmeme prisecik primky
spojujici tyto dvé funkcni hodnoty s nulou. Celij postup pak opakujeme, pricemz
pouzijeme toto nové ziskané priblizeni korene a tu novejsi ze dvou predchdze-
jich iteract, takze v kazZdém iteracnim kroku potrebujeme vypocitat pouze jednu
novou funkcéni hodnotu. Posloupnost provedenych iteraci je uwvedena v tabulce,
kde hy oznacuje zménu xj v prislusné iteraci.
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k Ty, f(zg) Dy

0 1.000000 -2.365884

1 5.000000 8.435520 -1.561930
2 1.438070 -1.89677, 0.286735
8 1.724805 -0.977706  0.305029
4 2.029833  0.534305 -0.1077589
5 1.922044 -0.061523 0.011130
6 1.933174 -0.003064  0.000583
7 1.933757  0.000019 -0.000004
8 1.933754  0.000000  0.000000

Protoze kazdé nové priblizné reseni, které dava metoda secen, zavisi na dvou
detaily jsme nuceni zde vypustit. Uvadime alespon, ze se d& dokazat, ze chyby
metody splnuji pro jistou kladnou konstantu ¢ > 0 vztah

li ler1] _
I )

k—o0 ‘6k’ . |€k71‘

coz znamena, ze posloupnost iteraci metodou secen lokalné konverguje a rych-

lost konvergence je superlinearni. Presnéji (viz [2], [3] a [1]) se d4 ukazat, ze

asymptoticka rychlost konvergence metody secen je'

14+5

2

~ 1,618.

Stejné jako u Newtonovy metody je i u metody secen ke konvergenci nutno
iterace odstartovat dostatecné blizko kotene.

Porovname-li metodu secen s Newtonovou metodou, vidime, Ze metoda seCen
ma vyhodu v tom, ze v kazdé iteraci potiebuje vypocitat pouze jednu novou
funkéni hodnotu. Za nevyhodu bychom mohli povazovat to, ze vyzaduje dvé
startovaci hodnoty a ze viici Newtonové metodé konverguje pomaleji, 1 kdyz
stale superlinedrné. Mensi pracnost provedeni jedné iterace vyvazi u metody
seCen zpravidla to, ze k dosazeni konecného vysledku musime provést veétsi
pocet iteraci. Da se tedy Tici, ze nalezeni priblizné hodnoty reseni nelinearni
rovnice metodou secen je ¢asto méné pracné nez pouziti Newtonovy metody.

Pokud vam to &slo pFipadé povédomé, piipominim, Ze je to hodnota zlatého Fezu.
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8.3 Dodatky

Bezpecné metody

Rychle konvergujici metody pro numerické feseni nelinedrnich rovnic jako jsou
napiiklad Newtonova metoda ¢i metoda secen (dalsi takové metody lze najit
v literature [2, 3, 1]) nejsou bezpe¢né v tom smyslu, Ze pokud nejsou odstar-
tovany dostatecné blizko korene, nemusi konvergovat. Bezpec¢nou metodou v
tomto smyslu je metoda puleni intervalu, ktera je ale pomald a tedy ndkladna.
Jakou metodu tedy volit?

Resenim tohoto dilematu jsou hybridni metody, které jsou zahrnuty ve véts$ing
moderniho matematického softwaru a které v sobé kombinuji vlastnosti obou
metody mohou naptiklad pracovat s rychle konvergentni metodou a pritom
docilit toho, Ze iterace zustavaji uvniti pocatec¢ni uzavéry korene. Pokud néa-
sledujici aproximace Feseni rychlym algoritmem padne mimo interval uzaveéry,
vratime se a provedeme jednu iteraci bezpecnou metodou, napriklad bisekci.
Pak se muze zkusit opét pouzita rychld metoda, tentokrat ovSem uz na men-
$im intervalu a s vétsi nadéji na tspéch. ke konci vypoctu uz by mély iterace
bézet tou rychlou metodou. Uvedeny postup je jen zridka horsi nez pouzita
pomaléd metoda, zpravidla je mnohem rychlejsi.

Popularni implementace vyse popsaného hybridniho postupu dnes pochézi od
Brenta (v literature také tedy Brentova metoda) a kombinuje v sobé bezpeci
bisekce s rychlejsi konvergenci tzv. inverzni kvadratické interpolace (vice
k tomu viz [1]). Diky tomu, Ze se zde vyhybame Newtonové metodé, nejsou
k vypoctu zapotfebi hodnoty derivace. Soudoby kvalitni software musi pfi
implementaci metody vzit v ivahu také to, ze se jeji algoritmus realizuje v
pocitacové aritmetice, tedy napt. ohlidat mozné prekroceni rozsahu pocitace
nebo neprimérené prisné pozadavky na presnost vysledku. Dobrou implemen-
taci vyse popsaného postupu predstavuje naptiklad funkce fzero v Matlabu.

Poznamenavame jesté, ze jakousi kombinaci metody bisekce a metody secen je
metoda regula falsi (z lat., doslova pravidlo false). Kazdy jeji krok za¢ind tim,
ze body xy a xp_ tvori uzavéru hledaného kotene, ale misto aby se v kazdém
kroku interval uzavéry pilil, vypocita se nejprve xxy1 pomoci vzorce metody
secen. Pribéh funkce se tedy na daném intervalu opét nahradi secnou. Pak
se z takto ziskanych tii bodu zachovaji ty dva, v nichz ma funkce f opacna
znaménka, a postup se opakuje. Metoda regula falsi je dalsi vzdy konvergentni
metodou, musime ji ovSem odstartovat z uzavéry korene. Jeji konvergence je
pouze linedrni a muze, ale nemusi byt rychlejsi nez metoda pileni. Lze také
ukézat, ze v nékterych pripadech muze jeden z krajnich bodt uzavéry zustavat
béhem iteraci trvale beze zmény a ackoli druhy bod konverguje ke korenu
rovnice, uzavéra se nemuze zmensit pod jistou mez.
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Numericky vypocet korenii polynomu

A7 dosud jsme se zabyvali metodami pro nalezeni jednoho nulového bodu
obecné realné funkce jedné realné proménné. Pokud je uvazovand funkce po-
lynom p(z) stupné n, pak potfebujeme casto najit vSechny jeho nulové body,
z nichz nékteré mohou byt komplexni, i kdyz polynom sam mé redlné koefici-
enty. O korenech polynomt nam algebraicka teorie rikd podrobnéjsi informace
nez zname o nulovych bodech obecnych funkci. Predevsim je zde tzv. zdkladni
véta algebry, podle niz kazdy polynom stupné n ma v komplexni roviné prave
n nulovych bodu (kofent), pokud kazdy z nich pocitdme tolikréat, kolik ¢inf
jeho nasobnost. Dale se da ukazat, ze pokud ma redlny polynom komplexni
koreny, vyskytuji se tyto kofeny vzdy ve dvojicich komplexné sdruzenych cisel,
tedy jako x 4+ 8y.

Pro hledéni korenti polynomu neni nezbytné pouzivat komplexni aritmetiku,
leckdy lze pocitat jejich realné a imaginarni ¢asti x a y oddélené. Pro vypocet
kofent polynomi existuje fada moznosti:

e Pouzijeme nékterou z popsanych obecnych metod(napt. Newtonovu me-
todu) a nalezneme jeden koten x;. Pak déle pracujeme s redukovanym
polynomem p(x)/(xz — x1), jehoz stupen je o jednicku nizsi. Postup opa-
kujeme tak dlouho, dokud nestanovime vsechny koreny. Metoda se kom-
plikuje, pokud narazime na komplexni koten.

e K danému polynomu sestavime jeho doprovodnou matici, coz je speci-
alni matice majici vlastni ¢isla shodné s koteny polynomu. Pak néjakou
vhodnou numerickou metodou algebry stanovime jako koreny daného
polynomu vlastni ¢isla této matice. Tento postup, ktery je pouzit ve
funkci roots v Matlabu, je spolehlivy, ale neni tak efektivni jako pouziti
numerickych metod odvozenych specialné pro vypocet kofent polynomu.

e Pouzijeme nékterou ze specidlnich metod pro vypocet nulovych modu
polynomii. Najdou se mezi nimi jak bezpecné metody, které izoluji ko-
feny napiiklad ve sjednoceni diskt v komplexni roviné (ty jsou ovsem
podobné jako bisekce pouze linedrné konvergentni), tak rychle konvergu-
jici metody (i rychlejsi nez je Newtonova metoda). O téchto specidlnich
metoddach se lze poucit naptiklad v [2, 3].

Numerické reSeni soustav nelinearnich rovnic
Reseni soustav nelinedrnich rovnic je obtiznéjsi, nez je tomu u jedné rovnice,

a to z rady davodu:

e Chovéani soustavy mize byt mnohem rozmanitéjsi nez chovani jedné rov-
nice (a jejich kofenti). Teoreticka analyza existence a poc¢tu feseni je tak

vvvvvv
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e Konvenéni metody pouzivané pro jednu rovnici se leckdy daji viceméné
primocafe zobecnit i pro soustavy, ale u soustav neni jednoduchy zpiisob,
jak zobecnit pojem uzavéry reSeni, takze zde neni jednoduché sestrojit
bezpecné, globalné konvergujici metody. Urc¢ité moznosti zde ale existuji,
nicméné se vymykaji moznostem tohoto textu a nenajdou se ani v béz-
nych ucebnicich. Nicméné v Matlabu je pro feseni soustav nelinedrnich
rovnic k dispozici vcelku spolehliva funkce fsolve.

e Pracnost numerického feseni soustav nelinearnich rovnic roste nelinedrné
s po¢tem neznamych. Tak napriklad jeden iteracni krok Newtonovy me-
tody pro soustavu o n neznadmych znamens obecné vypocet n? hodnot
derivaci a jedno feseni souatavy n linearnich rovnic o n nezndmych, coz
je samo o sobé obecné Fadové n? aritmetickych operaci. Také organiza¢ni

vvvvvv

Jak jsme uvedli jiz na zacatku tohoto textu, studium problematiky soustav
se zde vymyka nasim Casovym moznostem. Uvodni informace muze zdjemce
najit v doporucené literatute [2], [3], [1].

Literatura

[1] Michael T. Heath. Scientific computing: an introductory survey. McGraw-
Hill, Boston, 2 edition, 2002.

[2] Stanislav Mika. Numerické metody algebry. MVST. SNTL, Praha, 1982.

[3] Stanislav Mika and Marek Brandner. Numerické metody 1. FAV ZCU,
Plzen, 2. edition, 2002.






KAPITOLA

Numericka integrace

Pro detailnéjsi obeznameni s pojmy, uviadénymi nize, doporucuji i zde kon-
zultovat knihu Michaela T. Heathe [1], pfipadné né&jakou z ¢eskych ucebnic
¢i mnoha skript o numerické matematice, ktera v poslednich letech vysla —
napriklad [2], [3], [4] (C4sti tohoto skripta jsou dostupné i on-line). Mnohé ze
zde pouzitych obrazku jsme prevzali pravé z [1].

9.1 Numerické metody vypoctu jednorozmérnych inte-
grali

V této predndsce se budeme zabyvat numerickymi metodami pro (pfiblizny)
vypocet jednorozmérnych integrali s koneénymi mezemi, tedy integrala I(f)
tvaru

1) = [ s, (9.1

kde f : R — R je redlnd funkce jedné redlné proménné, definovana a in-
tegrovatelnd na intervalu [a,b] a a,b jsou dand redlnd cisla. Pocitat nékteré
takové integraly explicitné v ruce jsme se naucili mozna jiz na stfedni Skole a
pokud ne, pak v zdkladnich kursech matematiky na skole vysoké. Pro poro-
zuméni podstaté metod pro numericky vypocet integralu je vyhodné podivat
se znovu na to, jak se definuje Riemanntv jednorozmérny integral funkce.
Stejné jako v této definici, kde se hodnota integralu definuje jako limita jis-
tych vazenych primért funkénich hodnot, se totiz vétsina numerickych me-
tod pro vypocet integralu (fiké se také numerickd kvadratura) konstruuje
jako vhodné sestaveny vazeny prumér uréitého poc¢tu navzorkovanych funkdé-
nich hodnot. Hlavnim problémem je zde tedy volba bodti, v nichz se pocitaji
(vzorkuji) funkéni hodnoty (fika se jim uzly kvadratury nebo kvadratur-
niho vzorce) a stanoveni vhodnych koeficientt pro jejich linedrni kombinaci
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ve tvaru vazeného prumeéru (vdhy kvadraturniho vzorce). Formdlné mé
tedy obecny kvadraturni vzorec @, (f) s n uzly tvar

Qn(f) =Y wif(xi), (9.2)
=1

kde w; jsou vadhy nebo také koeficienty uvazovaného vzorce a kde budeme
predpokladat, Ze pro uzly x; plati @ < 1 < 22 < --- < z,, < b. Rikdme, 7e
kvadraturni vzorec je otevieny, pokud a < z1 a x, < b, a Ze je uzavieny,
jestlize a = z1 a x, = b. Kvadraturni vzorec (9.2) nazyvame také n-bodovy
kvadraturni vzorec.

Formulace udlohy

Numericky vypocet integrdlu tedy spociva v tom, ze FeSeni matematické tlohy
(9.1), kterd ma infinitesimalni charakter (obecnou funkci nelze charakterizovat
koneénym poc¢tem parametri, limita v definici) pfiblizné nahradime (aproxi-
mujeme) FeSenim numerické tlohy, totiz vypoc¢tem hodnoty vhodného kvad-
ratického vzorce (9.2), ktery ma koneény pocet uzli a vah. Hlavnim cilem
numerickych metod pro vypocet integralu je pak volit uzly a vahy takovym
zpusobem, abychom dosahli pozadované drovné presnosti a pritom vynalozili
pouze rozumné vypocetni usili, které je charakterizované predevsim poctem
vypoc¢tlh hodnot integrandu. Popravdé feceno se velkd ¢ast integrali, které se
vyskytuji v praxi, v té ¢i oné formé aproximuje numericky. Integraly, které
jsme pocitali v zédkladnim kurzu matematické analyzy, byly spiSe ukédzkové
priklady na procviceni. Tak napriklad uz jednoduse vypadajici integral

1 2
I(f):/o e " dx

neumime vypocitat analyticky.

UziteCnost numerického vypoctu integralti vidime na prvni pohled v oblasti
geometrie a mechaniky, coz jsou oblasti v nichz vlastné pojem integralu vznikl,
ale k aplikacim patfi také mnohé dalsi oblasti védy a techniky, jako

e integrilni transformace, jako je treba Laplaceova transformace,

e vypocet hodnot specidlnich funkci v aplikované matematice a matema-
tické fyzice (gamma funkce, Besselovy funkce, funkce chyb atd.), z nichz
mnohé lze vyjadrit pomoci integrala,

e metoda konecénych a hrani¢nich prvkia pro feSeni diferencidlnich rovnic,
e integralni rovnice a varia¢ni metody,

e pravdépodobnost a statistika, kde jsou mnohé zakladni pojmy defino-
vany pomoci integrala,
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e klasickd a kvantova fyzika
a jisté i jiné.

Numerické metody vypoctu integralu: podminénost a stabilita

Prirozeny princip numerickych metod pro vypocet integralu vychézi z na-
sich znalosti o aproximaci funkei (k tématu se vratime v pozdéjsi ¢asti téchto
textl). Postupujeme tak, ze danou funkci f nahradime néjakpu jeji aproxi-
maci ¢, jejiz integral umime vypocitat analyticky a jako pfibliznou hodnotu
integrédlu I(f) pouzijeme integral I(y). Jako aproximujici funkce se typicky
pouzivaji polynomy, a to jednak proto, ze je snadné je explicitné integrovat,
jednak také diky tzv. Weierstrassove veéte, ktera velmi zhruba 1ika, ze kazda
funkce spojitd na uzavieném intervalu se dé libovolné presné nahradit vhod-
nym polynomem dostatecné vysokého stupné. A funkce, pro néz jsou bézné
numerické kvadratury urceny, jsou predevsim funkce spojité nebo po ¢éstech
spojité.

Neni tézké ukézat, ze je-li aproximujici funkce ¢ dobrym pfiblizenim funkce
f na celém intervalu [a,b], je integral z ¢ dobrou aproximaci integralu z f,
nebot

b
< [ U@ —e@lde < b —a) sup |f(@) = p(a)]

z€la,b]

/ab f(z)dx — /ab o(x)dx

Odsud také plyne, ze absolutni ¢islo podminénosti vypoctu integralu vzhledem
k poruchdm ve funkénich hodnotéch je (b — a) a integrace je tedy vnitiné v
tomto smyslu dobre podminénd. Da se ukézat, ze pro relativni ¢islo podminé-
nosti odsud ale dostavame odhad

(b — a) sup,eap | f(2)]
11(f) ’

ktery muze nabyvat velkych hodnot, jestlize poc¢itdme integral o malé abso-
lutni hodnoté z funkce, kterd ma velké funkéni hodnoty. Je ovSsem otazkou,
zda v takovém pripadé (jmenovatel blizky nule), bychom i zde neméli pou-
zivat spise absolutni ¢islo podminénosti. Pokud jde o podminénost vzhledem
k poruchdm v integra¢nich mezich, zde pouze fekneme (viz k tomu [1]), Ze
absolutni podminénost je v zdsadé dobra, s vyjimkou pripadi, kde funkce f
maé vneé intervalu [a, b] singularity pobliz koncovych bodu (coz nepiekvapuje).

cond(I(f)) <

Kromé pfesnosti kvadraturniho vzorce, kterou se budeme zabyvat pozdéji (az
popiseme konkrétni vzorce), je tieba se zabyvat také stabilitou vypoctu,
tedy vlivem zaokrouhlovacich chyb a jinych poruch na vysledek vypocétu podle
kvadraturnich vzorct. Tato analyza stability se da v daném pripadé provést
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obecné. Jeslize f je funkce f porusend néjakymi chybami, pak plati

n

=1

< Y (lwl - 1f @) = f@i)l)
=1

< (Zw) sup |f(z) = f(a)].
i=1 z€[a,b]

Odsud je vidét, ze absolutni ¢islo podminénosti kvadraturniho vzorce je na-
nejvss Sy fuwil.

Je prirozené od kvadraturnich vzorci pozadovat, aby davaly presnou hodnotu
integralu alespon pro konstantni funkce. Diky linearité integrdlu i kvadratur-
nich vzorct staci, aby tuto vlastnost mély pro funkci identicky rovnou jedné
na [a,b]. Integral z takové funkce je b — a, takze pro pouzitelné kvadraturni
vzorce musi platit

n
Zwi =b—a.
i=1

Rekneme, Ze numericky algoritmus je stabilni, jestlize jeho podminénost je
stejné jako je podminénost fesené tlohy nebo je s ni srovnatelna. Stabilni algo-
ritmy tedy nezhorsuji citlivost feSeni na poruchy ve vstupnich datech a béhem
vypoctu. Pokud jde o ndmi uvazované kvadraturni vzorce, pak pokud jsou
vsechny vahy nezdaporné, je tedy jeho absolutni ¢islo podminénosti nanejvys
b — a, coz je srovnatelné s podminénosti feSené tlohy na vypocet integralu.
Kvadraturni vzorce s nezdapornymi vahami jsou tedy numericky stabilni. Na
druhé strané, budou-li nékteré vahy zaporné (takové vzorce se také vysky-
tuji), muze byt absolutni ¢islo podminénosti vzorce mnohem vétsi a takovy
kvadraturni vzorec je pak nestabilni.

Algebraicka presnost kvadraturnich vzorcii

K dosazeni pozadované presnosti za rozumnou cenu se musime prii konstrukei
kvadraturnich vzorcu zabyvat dvéma otazkami:

e Jak by mély byt zvoleny vzorkovaci body (uzly vzorce)?

e Jaké vahy bychom méli prisoudit jednotlivym vzorkum (funkénim hod-
notam v uzlech)?

Vzhledem k tomu, co jsme fekli o aproximaci spojitych funkci polynomy, je
prirozené, ze se pri konstrukci kvadraturnich vzorci pouzivaji dva zakladni

postupy:
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e snazime se pri pfedem danych uzlech stanovit vahy tak, aby vzorec
presné integroval polynomy co nejvyssiho stupné; protoze vzorec ), ma
pti pevné danych uzlech n volnych parametru (vah), sestrojime jej po-
kud mozno tak, aby pfesné integroval polynomy do stupné n—1 (ty maji
totiz pravé n koeficient1); pokud pripustime i libovolnou volbu uzli, mé
Q@ celkem 2n parametri a snazime se, aby sestrojeny vzorec presné
integroval polynomy do stupné 2n — 1,

e nebo sestavime pfedem aproximaci obecné integrované funkce polyno-
mem dostatecné vysokého (v praxi ale ¢asto i nizkého) stupné a tu pak
zintegrujeme; pouzita aproximace bude prirozené vyuzivat funkéni hod-
noty f(x;) v jistych uzlech x; a dé se ukazat, ze jeji integral pak bude
mit obecné opét tvar (2).

V souvislosti s tim, co jsme prave rekli, se zda byt uzitecné zavést pojem alge-
braické ptresnosti kvadraturniho vzorce, ktery bude udavat maximélni stupen
presné integrovanych polynomi pro dany vzorec. Rekneme, Ze kvadraturni
vzorec @, md algebraickou presnost d (nebo také je rdidu d), jestlize inte-
gruje presné (tedy s nulovou chybou) vSechny polynomy stupné d, ale neni uz
pfresny pro néjaky polynom stupné d + 1. Ukazeme nyni, Ze pti daném n lze
vzdy sestrojit kvadraturni vzorec algebraické presnosti alespon n — 1.

Zvolme libovolné n uzla kvadratury a pokusme se stanovit vahy w;, 71 =1,2,...,n,
tak aby nas kvadraturni vzorec integroval presné vSechny polynomy az do
stupné n — 1. Protoze kazdy polynom stupné n — 1 je linearni kombinaci bazo-
vych funkel 1,2, 22, ..., 2" ! a jak vypocet integralu, tak vypocet kvadratury
je linearni zéalezitost, staci, aby nas vzorec integroval presné tyto bazové funkce
(fiké se jim také monomy). Tento pozadavek ndm ihned déva soustavu n li-
nearnich algebraickych rovnic pro vahy w; (pamatujme, ze uzly jsme pevné
zvolili predem; jediny pozadavek je, aby byly vzdjemné ruzné), kterym se také
rikava momentové rovnice:

b
w1-1+w2-1+--~—|—wn-1:/ ldz = b — a,
a

b
w1-x1+w2-x2+---+wn-xn:/xdx:(bQ—aQ)/Z (9.3)
a

b
wy -2t we a2 = / 2" lda = (b — a")/n.
a

Ctvercova matice této soustavy (napiste si ji) se nazyvd Vandermondova
matice a je o ni znamo, ze pokud jsou ¢isla x; navzijem ruzna, je regularni.
Soustava (9.3) mé tedy pravé jedno feSeni a jejim vyfesenim muzeme ziskat
hledané véhy a dokonéit tak konstrukci kvadraturniho vzorce Q,(f) s alge-
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braickou presnosti nejméné n — 1 (diky dalsim vlastnostem ziskaného vzorce
miuze byt jeho fad i o néco vyssi).

Priklad 9.1 (Vypocet vah kvadraturniho vzorce). Prdvé popsany postup zalo-
Zeny na resent soustavy (9.3) popiseme na odvozeni tribodového kvadraturniho
vzorce

Q3(f) = wif(w1) +waf(w2) +wsf(x3)

pro integraci pres interval [a,b] Za tri uzly vzorce vezmeme dva krajni body
s stred intervalu, tj. poloZime r1 = a,xo = (a + b)/2,23 = b. Soustavu 3
linedrnich rovnic pro wi,ws,ws zde nevypisujeme, ctendr si ji snadno muze
sestavit sam podle (77 ). Soustavu vyresime, napriklad bez problémi Gaussovou
eliminact, a dostaneme vdhy

2 1
wy = E(b —a),wy = §(b —a),ws = é(b_ a).

Visledny kvadraturni vzorec je zndm jako Simpsonovo pravidlo a dd se ukdzat,
ze (diky své symetrii) je presny dokonce pro polynomy tretiho stupné.

Pokud uzly nezaddme predem pevné a nechame je také jako volné parame-
try, nebude soustava (9.3) uz soustavou linedrnich rovnic, ale budeme misto
ni mit soustavu nelinearnich rovnic s neznamymi w; i x;. Protoze je zde vice
volnych parametri, bude také vice téchto rovnic, pokud se ndm je ale podari
analyticky nebo numericky vyfesit, mizeme pfi daném n dosdhnou v pod-
staté dvojnasobné algebraické presnosti. Na takovém pristupu jsou zalozeny
Gaussovy kvadraturni vzorce, k nimz se jesté kratce vratime pozdéji.

P1i pevné zvolenych uzlech je ale misto vyse popsaného a prikladem ilustrova-
integrované funkce vhodnym aproximujicim polynom a ten integrovat. Na
tomto principu jsou zalozeny Newtonovy-Cotesovy vzorce, které v dalsi ka-
pitole popiseme podrobnéji. Patii k nim také Simpsonovo pravidlo z naseho
predchoziho prikladu.

Konvergence kvadraturnich vzorcti

Vzpomeneme-li si na definici Riemannova integralu, kde hodnota integralu je
u integrovatelné funkce limitou Riemannovych vaZenych primeéra pri poctu
vzorkovacich bodt rostoucim do nekonec¢na, muzeme ¢ekat, Ze podobné se bu-
dou chovat i alespon nékteré posloupnosti kvadraturnich vzorct pfi n — oo.
Pii dané funkci f budeme posloupnost kvadraturnich vzorcu {Q,(f),n =
1,2,...} také nazyvat kvadraturou. Rekneme pak, ze dand posloupnost
vzorcl tvori na intervalu [a, b] konvergentni kvadraturu, jestlize pro kazdou
funkei f, kterd je na [a, b] spojité, plati

lim Qu(f) = [ ' fa)de.

n—oo
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Pro poradek a pro ty, kdo o aproximaci funkei jiz védi vice, uvadime, ze pojem
konvergentni kvadratury vyzaduje platnost uvedeného limitniho vztahu pro
kazdou funkci, ktera je spojita, a dalsi pozadavky se zde na ni nekladou. Pokud
budeme védét, Ze funkce f ma napiiklad ohranicené vsechny derivace na [a, b],
mohou pro ni konvergovat i takové posloupnosti kvadraturnich vzorct, jez v
nasem smyslu konvergentni kvadraturu netvofi. Posloupnost Riemannovych
souctu je tedy z naseho hlediska konvergentni kvadratura.

V predchozich odstavcich jsme naznacili, ze je v zdsadé mozné konstruovat
posloupnosti kvadraturnich vzorcu {Q,(f),n = 1,2....} takové, Ze s roustou-
cim n jejich algebraickd presnost poroste. Bylo by proto ptirozené cekat, ze
vezmeme-li takovou posloupnost, bude tvorit konvergentni kvadraturu. To ale
neni obecné pravda, ukazuje se, ze podstatnou roli pfitom hraje to, jakym zpi-
sobem na [a, b] rozmistujeme vzorkovaci body (uzly kvadratury). O ptikladech
konvergentnich a nekonvergentnich kvadratur se zminime jesté pozdéji.

V praxi se pfi vypoc¢tu snazime minimalizovat vypocetni praci, takze zde po-
sloupnosti kvadraturnich vzorci volime predevsim tak, aby vzorce byly do
sebe vnotrené. Presnéji, fikame, ze danad kvadratura je vnorena nebo pro-
gresivni, jestlize pii m > n tvoii uzly @, podmnozinu uzli @,,. To tedy
znamena, ze jiz spocitanych n funkénich hodnot mizeme v Q,,(f) znovu pou-
zit a potrebujeme tedy vypocitat pouze m —n novych funkénich hodnot, ¢imz
Settime.

D4 se ukézat, ze kromé zvysovani fadu kvadratury zvysovanim poctu uzlu je
smysluplné také postupovat zptsobem obdobnym, jako pouzil Riemann ve své
definici integralu, kde mezi kazdymi dvéma délicimi body aproximoval funkci
se stale stejnou fadovou presnosti (konstantou), a nezvysoval tedy algebraickou
presnost, ale pouze pocet vzorkovacich bodi. Presnost lze tedy zvysovat nejen
zvysovanim algebraického radu, ale také tak, ze vyjdeme z jednoho zdkladniho
kvadraturniho vzorce, interval integrace postupné délime na malé ¢asti (tak
zvané panely) a dany zékladni kvadraturni vzorec aplikujeme postupné na
kazdém panelu. Se zjemnovanim sité panel tak mizeme docilit pozadované
presnosti, aniz bychom zvysovali fad kvadratury. Timto zptusobem (rozmys-
lete si) dostavdme opét posloupnost kvadraturnich vzorcu, kteréd je zalozena
na jednom vzorci zdkladnim. Takto zkonstruovanym kvadraturnim vzorctim
se pak tiké vzorce slozené. Zamérime se nyni nejprve na popis vybranych
zdkladnich kvadraturnich vzorct.

9.2 Newtonovy-Cotesovy vzorce

Nejjednodussi zpusob, jak rozlozit vzorkovaci body na intervalu [a,b] je be-
zesporu rozlozit je rovnomeérné, ekvidistantné (ve stejné vzdalenosti). Pri tako-
vémto rozlozeni uzli pak vznikaji kvadraturni vzorce, kterym se fikd Newtonovy-
Cotesovy vzorce. Budeme-li chtit sestrojit n-bodovy otevieny Newtoniv-
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Cotesuv vzorec, pouzijeme jako uzly body
zi=a+ilb—a)/(n+1),i=1,...,n,
kdezto uzavreny n-bodovy Newtonuv-Cotestiv vzorec bude mit uzly

ri=a+(i—1)(b—a)/(n—1),i=1....,n.

Ptiklady Newtonovych-Cotesovych vzorci

Uvadime tti priklady nejjednodussich a nejznaméjsich casto pouzivanych Newtonovych-
Cotesovych vzorcu.

Priklad 9.2 (Obdélnikové pravidlo). Pokud integrovanou funkci nahradime
na [a,b] konstantou (tedy polynomem nultého stupné) rovnou funkéni hodnoté
ve stredu intervalu a tuto konstantu zintegrujeme pres |a,b], dostaneme jedno-
bodovy otevreny Newtoniv-Cotestiv vzorec

() = 0-af (457).

kterému se tikd obdélnikové pravidlo (angl. midpoint rule).

Priklad 9.3 (Lichobéznikové pravidlo). Pokud integrovanou funkci nahra-
dime na [a, b] linedrni funkci spojujici jeji hodnoty v krajnich bodech (primkou,
tedy polynomem prvniho stupné) a tuto linedrni funkci zintegrujeme, dosta-
neme dvoubodovy uzavreny Newtoniv-Cotesuv vzorec

b—a

T(f) = 5 (f @)+ FO)),

kterému se 1ikd lichobéZnikové pravidlo (angl. trapezoid rule).

Priklad 9.4 (Simpsonovo pravidlo). Pokud integrovanou funkci nahradime na
[a,b] kvadratickou funkci (tedy parabolou, polynomem druhého stupné), kterd
md stejné hodnoty jako f v krajnich bodech intervalu [a,b] a v jeho stredu,
a tento polynom druhého stupné zintegrujeme, dostaneme tribodovy uzavreny
Newtoniiv-Cotestuv vzorec

b—a

st =25 (f@+as (“57) + 1),

kterému se rikd Stmpsonovo pravidlo. Setkali jsme se s nim jiz v prikladu
9.1.

Pouziti t¥{ uvedenych Newtonovych-Cotesovych kvadraturnich vzorcu ilustru-
jeme na prikladu.
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I ——

““““ midpoint

- — - — = =TI — — — — = -

0.0 0.5 1.0

Obrézek 9.1: Integrace funkce f(x) = e’ Newtonovymi-Cotesovymi kvadra-
turnimi pravidly.

Priklad 9.5 (Newtonova-Cotesova kvadratura). Budeme aproximovat inte-
gral

I(f) :/Ole_QEde

pomoct kazZdého z tri jednoduchijch Newtonoviych-Cotesovich vzorci, jeZ jsme
prave popsali. Dostaneme

M(f) = (1—0)exp(—0,25) ~ 0,778801,
T(f) = %(exp(()) + exp(—1)) ~ 0,683940,
S(f) = é(exp(()) + 4exp(—0,25) + exp(—1)) ~ 0,747180.

Na Obrdzku 9.1 je zobrazen pribéh integrandu a 71 pouzitych aprozimugicich
polynomi. Presnd hodnota integrdlu zaokrouhlend na 6 platnych cifer je 0,746824.
Mize se zddt ponékud prekvapivym, Ze velikost chyby lichobézinikového pravi-
dla (0,062884) je asi dvakrdt tak velkd, jako je tomu u obdélnikového pravidla
(0,031997); k tomu se jesté vzapéti vratime. Simpsonovo pravidlo s chybou
0,000356 se zdd byt pozoruhodné presné, wvdzime-li, Ze je pouZito na pomérné
velkém intervalu délky 1.

Vlastnosti Newtonovych-Cotesovych vzorcii

Pro chybu Newtonovych-Cotesovych vzorci se u hladkych funkci s dostatec-
nym poctem spojitych derivaci na [a, b] daji odvodit obecné odhady. Odvozeni
se provadi tak, zZe se integrované funkce rozvine do Taylorovy fady; nebudeme
jej zde vsak provadét a uvedeme pouze nékteré vysledky.

Pro obdélnikové pravidlo dostaneme (znacime zde m = (a + b)/2)

3, f “) (m)

f"(m)
(b=a)™+ 1550

24

I(f) = f(m)(b—a)+ (b—a)’+ - = M(f)+E(f)+F(f)+- -
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kde E(f) a F(f) reprezentuji prvni dva ¢leny rozvoje chyby pro obdélnikové
pravidlo.

Pro lichobéznikové pravidlo ndm podobnym zptisobem vyjde

I(f) =T(f) — 2E(f) —AF(f) —---

a pro Simpsonovo pravidlo dostaneme

1) = ()~ SF() 4+

Odectenim rozvoju pro lichobéznikové pravidlo a obdélnikové pravidlo odsud
dostaneme prakticky asymptoticky vzorec pro odhad hlavniho ¢lenu chyb u
téchto dvou kvadraturnich vzorci. Vyjde ndm totiz (po dpravé a zanedbani
¢lent vyssich radu)

B(f)~ —L ) (9.4)

Tento vzorec ovSem plati za predpokladu, ze délka intervalu integrace je mala
(tak, aby platilo (b — a)® < (b — a)?) a ze funkce f je takovd, Ze jeji Gtvrta
derivace f se chovd ,rozumné®. Za téchto predpokladit pak miZeme z dosa-
vadnich tvah pro tyto dva kvadraturni vzorce dospét k nasledujicim zavértum:

e Obdélnikové pravidlo je zhruba dvakrat tak pfesné jako pravidlo li-
chobéznikové (vidéli jsme to jiz v piikl.9.5), presto, Ze je zaloZzeno na
aproximaci funkce f polynomem mensiho stupné.

e Rozdil hodnot ziskanych obdélnikovym a lichobéznikovym pravidlem se
dé vyuzit o odhadu chyby kazdého z téchto kvadraturnich vzorc.

e Snizime-li délku integracniho intervalu na polovinu, zmensi se chyba
aproximace u kazdého z téchto vzorcu faktorem cca 1/8.

Priklad 9.6 (Odhad chyby). Vratme se k prikl. 9.5, kde jsme obdélnikovgm
a lichobéznikovym pravidel pocitali priblizné hodnoty integrdlu. Dosadime-li
ziskané hodnoty do priblizného vzorce (9.4), dostaneme jako odhad hlavniho
clenu chyby E(f) ~ —0.031620, coz na tri desetinnag mista dobre souhlasi se
skutecnymi velikostmi chyb uvedenymi v prikl. 9.5.

V predchozim jsme ukézali, ze n-bodovy kvadraturni vzorec lze sestrojit tak,
aby jeho algebraicka presnost byla nejméné n — 1. Mohli bychom tedy oce-
kavat, ze algebraicka presnost obdélnikového pravidla bude nula, lichobézni-
kového pravidla jedna, Simpsonova pravidla dvé atd. To koneckoncii souhlasi
s tim, ze tyto vzorce jsme odvodili pomoci nahrady integrované funkce poly-
nomy stupné nula, jedna a dvé. Podivame-li se ale na vyse uvedené rozvoje
chyb, vidime, Ze chyba obdélnikového pravidla zavisi na derivacich fadu dveé
a vyssich, které jsou ale rovny nule nejen pro konstantu, ale i pro polynomy
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Obrézek 9.2: Kancelace chyb u obdélnikového (vlevo) a Simpsonova (vpravo)
pravidla.

prvniho stupné. Obdélnikové pravidlo tedy integruje presné nejen konstanty,
ale i linedrni funkce a jeho 1ad je tedy o jednic¢ku vétsi nez nula. Podobné u
Simpsonova pravidla zavisi chyba na derivacich integrandu fadu ¢tyii a vys-
$ich, které se anuluji nejen pro kvadratické, ale i pro kubické polynomy, takze
Simpsonovo pravidlo je fadu ti, nikoli pouze dva (to také vysvétluje prekva-
pivé dobry vysledek ziskany v piikl. 9.5).

Obecné se da ukazat, ze pro kazdé liché n mé n-bodovy Newtonlv-Cotestiv
vzorec algebraickou presnost n a nikoli n — 1. Tento jev, ktery plyne z rozvoju
pro chybu, je také mozné vykladat jako kancelaci (vzajemné ruseni) kladnych
a zapornych slozek chyby aproximace, coz ilustrujeme na obr.9.2 pro piipad
obdélnikového a Simpsonova pravidla. Na obrazku vidime vlevo linedrni po-
lynom a konstantni funkci danou jeho hodnotou ve stredu intervalu, vpravo
je kubicky polynom a kvadraticka funkce, kterd se s nim shoduje v krajnich
bodech a ve stredu. Integrace linearniho polynomu obdélnikovym pravidlem
vede ke dvéma trojihelnikovym oblastem, které jsou stejné velké. Vliv jed-
noho z téchto trojuhelnikt se presné vyrusi s vlivem trojihelniku druhého.
Podobné je tomu u kubického polynomu, kde obé stinované oblasti maji rovnéz
stejny obsah, takze se jejich vliv vzdjemné vyrusi. K takové kancelaci ale ne-
dochézi u Newtonovych-Cotesovych vzorcu se sudym poc¢tem uzli. Souhrnné
tedy muzeme T¥ici, ze algebraickd pfesnost n-bodového Newtonova-Cotesova
kvadraturniho vzorce je n — 1 pri n sudém, ale je rovna n pri n lichém.

Newtonovy-Cotesovy vzorce se pomérné snadno odvozuji a pouzivaji, ale maji
také jisté zavazné nevyhody. Pric¢inou téchto nevyhod je predevsim skutec¢nost,
ze aproximace spojitych funkci polynomy vysokych stupnu, které nabyvaji
stejnych hodnot jako aproximovand funkce na rovnomérné siti uzli, mohou
vykazovat nezadouci oscilace. To pak vede k tomu, ze Newtonova-Cotesova
kvadratura pfi n — oo nepfedstavuje obecné (pro kazdou spojitou funkei)
konvergentni kvadraturu. Pro konecna n je dale znamo, ze kazdy n-bodovy
Newtonuv-Cotesuv kvadraturni vzorec ma pii n > 11 alespon jednu zdpornou
vahu. Neni u nich tedy zarucena stabilita. Skutec¢nost je jesté horsi, nebot se
dé ukdzat, ze pfi n — oo plati > 1, |w;| — o0, coz znamend, Ze pii rustu
poctu uzli a odpovidajicim ristu fadu Newtonovych-Cotesovych kvadratur-
nich vzorcu se libovolné zhorsuje jejich podminénost a tedy stabilita vypoctu.
Pritomnost velkych kladnych a zdpornych vah také znamend, Zze se hodnota
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integralu pocité jako soucéet velkych hodnot majicich opacnéd znaménka, takze
zde v konec¢né pocitacové aritmetice mize dochazet k vyrazné kancelaci.

7 duavodi, které jsme praveé uvedli, je vidét, ze nemuzeme Cekat, ze bychom
na daném intervalu dosahli libovolné velké presnosti tak, ze bychom postupné
zvétsovali pocet uzlu (vzorki) a pouzivali Newtonovy-Cotesovy vzorce stéle
vyssich fada. V praxi se proto pbi pouzivani Newtonovych-Cotesovych vzorctu
obvykle omezujeme na zdkladni vzorce s nevelkym poctem uzli a pokud po-
zadujeme vyssi presnost, délime interval integrace na diléi subintervaly (pa-
nely) a zvoleny kvadraturni vzorec pak aplikujeme na kazdém z téchto paneli
samostatné (k takovym postuptiim se jesté pozdéji vratime), takze tak vy-
tvarime slozeny kvadraturni vzorec. Z tohoto hlediska je pozitivnim rysem
Newtonovych-Cotesovych kvadraturnich vzorci, ze jsou progresivni, takze pti
zvysovani poctu uzli mizeme k jemnéjsimu vzorkovani vyuzit funkéni hod-
noty jize vypocitané diive. Na druhé strané ale nemaji Newtonovy-Cotesovy
vzorce pri daném n (a tedy daném poctu vzorki) nejveétsi moznou algebraickou
presnost (a tedy ani presnost obecné), coz je dano tim, ze jsme z 2n parametri
vzorce n parametri (uzly) pevné zvolili predem. PopiSeme si nyni kvadraturni
vzorce, které jsou z tohoto ohledu mnohem lepsi.

9.3 Gaussovy kvadraturni vzorce

V kvadraturnich vzorcich, které jsme dosud vidéli, bylo vSech n uzla zaddno
predem a n odpovidajicich vah se pak hledalo tak, abychom dosdhli co nejvétsi
algebraické presnosti. Ponévadz jsme tedy méli pouze n volnych parametri,
byl vysledny 7dd vzorce obecné n — 1. Pokud ale uvolnime také rozmisténi
uzl, budeme mit 2n volnych parametri, takze by mélo byt mozné dosdhnout
algebraické presnosti 2n — 1.

Odvozeni Gaussovych kvadraturnich vzorci

U Gaussovy kvadratury se voli jak vahy, tak uzly tim zptsobem, ze ve vysled-
ném kvadraturnim vzorci je dosazeno maximalniho mozné algebraické pres-
nosti. Pii daném poctu uzlt tedy Gaussovy vzorce poskytuji maximalni moz-
nou presnost, ale na druhé strané je podstatné obtiznéjsi je odvodit nez tomu
bylo pifi pevné zvolenych uzlech u Newtonovych-Cotesovych vzorcu. Divo-
dem je skutecnost, Ze soustava rovnic pro uzly a vahy ma sice stejny tvar jako
(9.3) (rovnic je ovSsem dvakrat tolik, mame dvojnésobek nezndmych), ale diky
tomu, ze neznamymi jsou také uzly, je tato soustava momentovych rovnic ten-
tokrat nelinearni. Resit tuto soustavu pro obecny interval [a, b] je nepohodlné,
a proto se zakladni Gaussovy vzorce odvozuji pro néktery konkrétni interval,
typicky tieba pro [—1,1]. Na obecny interval [a, b] se pak snadno transformuji
jednoduchou linedrni transformaci, ke které se vratime pozdéji. Pii konstrukci
Gaussovych kvadraturnich vzorcti nejde jenom o to soustavu momentovych
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rovnic vytesit. Je zde prfedem nutno zodpovédét nékteré teoretické otazky ty-
kajici se této soustavy, totiz:

e Ma dand soustava momentovych rovnic reseni?

e Je toto reseni jediné? Pokud ne, jsou jednotliva feSeni pouze permuta-
cemi FeSeni ostatnich?

e Jsou tato FeSeni redlnd a padnou uzly do intervalu [—1,1]?

e Jakda znaménka maji ziskané vahy?

Odpovédi na tyto otazky jsou vesmeés priznivé a ukazuje se, ze pro kazdé n
existuje pravé jeden Gaussuv kvadraturni vzorec a vsSechny jeho vahy jsou
kladna ¢isla.

Piiklad 9.7 (Gaussuv kvadraturni vzorec). Odvodime dvoubodovy Gaussiv
kvadaturni vzorec na intervalu [—1,1]

1
10) = [ f@)ds = w1 f(@1) + waf(w2),

kde se uzly x1, x2 a stejné tak vahy wy, we budou volit tak, aby se mazximalizoval
rad vzorce. Mdme ctyri volné parametry, takZe budeme poZadovat, aby vzorec
integroval presné proni ¢tyri monomy a tim pddem vSechny polynomy do tretiho
stupné. Stejne jako drive sestavime ctyri momentové rovnice

wy + wy = f_llldac =2,
WT] + WaTe = f_11 rdr =0,
w3 4 wors = f}l 2idr = ;
w1z 4+ wors = [1 2¥dr = 0.

Jednim resenim této nelinedrni soustavy rovnic jsou hodnoty
x1 = —1/V3,20 = 1/V3,wy = 1,wy = 2.

Ezistuje jesté jedno tesent, které ziskame prohozenim znamének u x1 a xo,
takze toto reseni davd identicky Gaussuv vzorec. Dvoubodovy Gaussiv kvadra-
turni vzorec md tedy tvar

Gao(f) = fF(—=1/V3) + f(1/V3)

a jeho algebraickd presnost je tri.
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Alternativni zpisob, jak prfedem ziskat uzly Gaussovych kvadraturnich vzorcta
Spociva ve vyuziti ortogondlnich polynomii. Rekneme, Ze dva polynomy p(z)
a ¢(x) jsou na intervalu [a,b] ortogondini, jestlize plati

b
/a p(a)q(x)dz = 0.

Necht p je polynom stupné n takovy, zZe je na [a, b] ortogonélni ke vsem mo-
nomum mensiho stupné, neboli necht plati

b
/p(m)xkda::o, k=0,...,n—1,

takze p je na [a, b] ortogonalni vzhledem ke vsem polynomum stupné mensiho
nez n. Pak se d& ukézat, ze plati:

1. Vsechny kofeny polynomu p jsou jednoduché (je jich tedy n ruznych),
realné a lezi v otevieném intervalu (a, b).

2. Pti uzlech zvolenych jako kofeny polynomu p lze sestrojit jiz popsanym
zpusobem kvadraturni vzorec, jehoz vahy jsou resenim linedrni soustavy
momentovych rovnic (??). Tyto vahy jsou kladné a rad takto ziskaného
kvadraturniho vzorce je 2n — 1; je to tedy nutné jednoznac¢né urceny
n-bodovy Gausstuv kvadraturni vzorec.

Teorie a konstrukce ortogonalnich polynomt jsou v matematice dobie zpraco-
vany, ale téma se vymyka moznostem tohoto textu. Pro zdjemce pouze uva-
dime, ze vhodnymi ortogonalnimi polynomy jsou zde tzv. Legendrovy poly-
nomy P, a ze se diky tomu vzniklé kvadraturni vzorce nazyvaji také Gaussovy-
Legendrovy kvadraturni vzorce. Jakkoli jsou tedy Legendrovy polynomy zna-
mou véci, zbyva zde jesté provést vypocet jejich korent; teprve pak miizeme
stanovit vahy kvadratury ze soustavy momentovych rovnic. Touto tématikou,
ktera je také dobte zpracovana teoreticky i algoritmicky, se zde vsak opét ne-
muzeme podrobnéji zabyvat. Zajemce odkazujeme na dostupnou literaturu,
napiiklad na [2], [3], [4] nebo [1].

Priklad 9.7 je typicky v tom smyslu, Ze pro vSechna n jsou gaussovské uzly
rozlozeny symetricky kolem stifedu intervalu; pro lichd n je stfed intervalu
vzdy sam také uzlem. Priklad 9.7 je typicky také v tom, Ze uzly jsou vétsi-
nou iracionalni ¢isla, i kdyz koncové body a a b jsou raciondlni. D4 se rici,
ze tento rys muze ¢init Gaussovu kvadraturu ponékud nepohodlnou pro ruéni
vypocCty, pokud ji totiz srovname s jednoduchymi Newtonovymi-Cotesovymi
vzorci. OvSem na pocitaci jsou obvykle uzly a vahy Gaussovych kvadratur-
nich vzorci tabelovany predem a obsazeny v podprogramech, které se podle
potfeby vyvolavaji, takze uzivatel ani nemusi znat jejich hodnoty natoz je
pocitat.
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Gaussovy kvadraturni vzorce pro obecny interval

Pouziti Gaussovych kvadraturnich vzorcu je ponékud komplikovanéjsi nez je
tomu u vzorcu Newtonovych-Cotesovych také proto, Ze jejich vahy a uzly se
odvozuji a uddvaji pro konkrétni interval, jako je napfiklad [—1, 1]. Tim paddem
je tfeba obecny interval integrace [a,b] transformovat na tento standardni
interval, pro néjz jsou tabelovany hodnoty uzli a vah. Pokud tedy chceme
pouzit (plati to obecné, nejen pro Gaussovu kvadraturu) kvadraturni vzorec,
jehoz parametry jsou udény pro interval [a, 5],

B n
/ fl@)de =Y wif (),
« i=1
k aproximaci integralu pres interval [a, b],

o) = [ tat

musime provést substituci, jez bude transformovat x v intervalu [a, ] na t v
intervalu [a, b]. Takovych substituci existuje celd fada, ale my budeme pouzivat
jednoduchou linearni transformaci

(b—a)x + apf — ba

f—a ’
ktera zobrazuje oba intervaly na sebe vzajemné jednoznac¢né a ma tu prednost,
ze zachovava tad kvadraturniho vzorce. Poéitany integral je pak

Ilg) = b—a/ﬁg<(b—a)x+aﬁ—ba>dx

t:

B—ala B—a
_ b—a L ~((b—a)r; +aB — b
= ﬁ—%wg( 5-a )

Piiklad 9.8 (Zména intervalu). Jako ilustraci pravé popsaného postupu po-
uzijeme dvoubodovy Gaussiv kvadraturni vzorec Go z prikl. 9.7 odvozeny pro
interval [—1, 1] k pribliznému vgpoctu integrdlu

I(f) = /Oletht

z prikladu 9.5. Praveé popsand linedrni transformace ma v tomto pripadé tvar
r+1
5
takze nds integrdl se aproximuje jeko Ga(g) =

2 2
% [exp (— <(_1/\g§)+1> ) + exp (— <W23*1)> )] ~ 0.746595,

coz je o néco presnéjsi vysledek nez ten, ktery jsme v prikl. 9.5 pro tento integrdl
obdrzeli Simpsonovym pravidlem, prestoZe jsme zde pouzili pouze dvé funkcni
hodnoty misto tri.

t =
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Nékteré vlastnosti Gaussovych kvadraturnich vzorci

Shrneme zde nékteré dulezité vlastnosti Gaussovy kvadratury, o nichz jsme se
dosud zminili:

e Gaussovy kvadraturni vzorce lze sestrojit pro kazdé n, a to pravé jednim
zpusobem

e Gaussovy kvadraturni vzorce maji pfi daném poctu uzli maximalni
mozny Tad, a tedy optimalni presnost

e vihy Gaussovych vzorci jsou pro vSechna n vzdy kladné, takze algoritmy
vypoctu podle Gaussovych vzorcd jsou numericky stabilni

e navic se da ukazat, ze Gaussovy kvadraturni vzorce tvori konvergentni
kvadraturu

Gaussovy kvadraturni vzorce maji také ale jednu vadznou nevyhodu: prom # n
nemaji vzorce G, a Gy zadné spolecné uzly (s vyjimkou stfedu intervalu,
pokud jsou m i n lichd ¢isla). Gaussova kvadratura tedy neni progresivni, coz
znamend, ze pokud zvysSime pocet uzli feknéme z n na m, musime pocitat
navic m funkénich hodnot namisto m — n hodnot. Tento nedostatek se vsak
dé obejit.

Progresivni Gaussova kvadratura

Jak jsme se pravé zminili, Gaussovy kvadraturni vzorce nejsou progresivni:
pokud volime vsechny uzly a vahy volné tak, aby se pfi daném poctu uzli ma-
ximalizovala algebraicka presnost, nebudou mit vzorce s riznym poctem uzlt
v podstaté zadné uzly spole¢né, coz znamena, ze funkéni hodnoty integrandu
vypocitané pro jeden soubor uzli se nedaji v jiném vzorci s odliSnym poctem
uzli znovu vyuzit.

Kronrodovy kvadraturni vzorce se takové praci navic vyhybaji. Jsou to dvo-
jice vnorenych kvadraturnich vzorcu: jeden ¢len dvojice je obvykly n-bodovy
Gaussuv kvadraturni vzorec G,, a druhy z nich je (2n + 1)-bodovy Kronro-
div kvadraturni vzorec Koy 1, jehoz uzly se opét voli optimalné tak, aby se
maximalizovala algebraicka presnost, ovSsem za podminky, ze se v K2n + 1
znovu pouziji vsechny uzly z G,,. Mezi uzly Ko, 11 je tedy n uzli pevné dano
predem, takze jako volné parametry mame zbyvajicich n + 1 uzld a rovnéz
vsechny vahy pro vSechny uzly dohromady, kterych je 2n 4+ 1. Celkem je zde
tedy 3n+ 2 volnych parametri a ty se urci opét tak, aby se maximalizoval Fad
vzorce. Algebraickd presnost vzorce Ko, je tedy rovna 3n + 1, kdezto stan-
dardni Gausstuv kvadraturni vzorec s 2n+ 1 uzly by mél algebraickou presnost
4n + 1. Jak vidime, je zde jisty kompromis mezi presnosti a efektivitou.
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Jednim z hlavnich duvodi, pro¢ pouzivame dvojice vnorenych kvadraturnich
vzorcu je to, ze pomoci rozdilu mezi pribliznymi hodnotami integralu ziska-
nymi obéma vzorci mizeme odhadnout chybu metody. Pouzijeme-li Gausstv-
Kronrodtv par vzorcili, vezmeme jako aproximaci integralu hodnotu Ka,41 a
realistickym a pritom konzervativnim odhadem chyby slouzi veli¢ina

(200|G,, — Kopy1]).

Tento na prvni pohled podivny vzorec plyne zcasti z teorie kvadratury, zcasti
z praktickych zkuSenosti (neni tedy exaktni). Gaussovy-Kronrodovy kvadra-
turni vzorce patti k nejefektivnéjsim numerickym metodam vypoctu integralu,
nebot efektivné poskytuji jak vysokou presnost, tak spolehlivy odhad chyby.
Obecné se dnes pouziva predevsim dvojice (G7, K15).

Drive nez opustime toto téma se jesté zminime o jednom mirnéjsim rozsireni
Gaussovych kvadraturnich vzorci, které se také pouzivd a muze byt uzitecné.
Jak jsme se jiz zminili, pravy Gaussiiv kvadraturni vzorec je vzdy otevreny,
jeho uzly tedy neobsahuji krajni body intervalu integrace. Ale z jistych du-
vodil je nékdy rozumné koncové body intervalu jako uzly ve vzorci mit. U
Gaussovijch-Lobattovijch kvadraturnich vzorca se oba koncové body predepi-
suji jako predem pevné dané uzly, takze nam zbyva n — 2 uzld a n vah jako
volné parametry, které se voli tak, aby se maximalizovala algebraicka presnost.
Vysledny n-bodovy Gaussiiv-Lobattuv kvadraturni vzorec je pak fadu 2n — 3.

9.4 Slozené kvadraturni vzorce

A7 dosud jsme se zabyvali zdkladnimi kvadraturnimi vzorci zaloZenymi na
aproximaci integrandu jednim polynomem na celém intervalu integrace. Pes-
nost takového vzorce lze svysit a jeho chybu lze odhadnout tak, ze zvysSime
pocet uzli kvadratury a tim i fad aproximujiciho polynomu. Jinou moznosti
je rozdélit interval integrace na dva nebo vice subintervalil a néktery zakladni
kvadraturni vzorec aplikovat na kazdém takovém subintervalu oddélené. Se-
Ctenim takto ziskanych dil¢ich vysledki pak dostaneme aproximaci integralu
pres cely interval.

SloZeny kvadraturni vzorec na daném intervalu [a, b] dostaneme tak, Ze tento
interval rozdélime na k subintervali (budeme jim tikat panely), které maji
typicky stejnou délku h = (b — a)/k, na kazdém z téchto panelu aplikujeme
néjaky n-bodovy zakladni kvadraturni vzorec ), a jako pribliznou hodnotu
celkového integralu pak vezmeme soucet takto ziskanych dil¢ich vysledk.
Jestlize je pouzity kvadraturni vzorec @, otevieny, bude takovy vypocet vyza-
dovat kn vypoctl funkénich hodnot. Je-li naproti tomu vzorec @, uzavieny,
pak se ve slozeném vzorci nékteré body opakuji, takze je treba vypocitat
pouze k(n — 1) + 1 funkénich hodnot. Uvedeme priklady slozenych kvadratur-
nich vzorcu zalozenych na jednoduchych zakladnich Newtonovych-Cotesovych
vzorcich.
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Priklad 9.9 (Slozené kvadraturni vzorce). Rozdélime interval [a,b] na k pa-
neli délky h = (b—a)/k a poloZime x; = a+jh,j =0, ... k. SloZené obdélnikové
pravidlo je pak

My(f) = é(%‘ —zj-1)f (x]_lzm) - h.zk;f (xj_l;%)

J J=

a sloZené lichobéeznikové pravidlo je

M=

) = 3 EE (a0 + fay)
j=1
= h(3fa)+ fla1) + -+ flapr + (D).

Pokud je pouzity zakladni kvadraturni vzorec stabilni, je stabilni i vznikly slo-
zeny kvadraturni vzorec. Pokud ma pouzity zdkladni kvadraturni vzorec rad
alespon nula (tj. integruje presné konstanty), da se ukézat, ze z néj postupné
pri k — oo vznikajici slozené kvadraturni vzorce tvoii konvergentni kvad-
raturu. V zasadé tedy plati, ze pokud zvolime dostatecné velké k, mizeme
dosdhnout libovolné presnosti (ta je ovsem v praxi omezena piresnosti poci-
tacové aritmetiky) i tehdy, je-li samotny zakladni kvadraturni vzorec nizkého
radu. Nemusi to byt ovSsem ten nejefektivnéji zpusob, jak pozadované pres-
nosti dosdhnout, v praxi je zpravidla nutno zvolit vhodny kompromis mezi
rfadem zakladniho vzorce n a poc¢tem paneld k. Slozené vzorce také jaksi navic
poskytuji obzvlasté jednoduchy zptsob odhadu chyby, pfi némz se zpravidla
vyuziji priblizné hodnoty integralu ziskané na k panelech a na rozpulenych 2k
panelech. Podrobnosti nejsou slozité a lze je najit v bézné literature, napriklad
v[2], [3], [4] nebo [1].

9.5 Dodatky

Numericka integrace je tématem, které je v numerické matematice dobre zpra-
cované a je k dispozici kvalitni numericky software pro priblizny vypocet in-
tegraltl, predevsim integral jednorozmérnych. Radu témat jsme zde nuceni
vynechat, uvadime pouze par stru¢nych informaci o nékterych z nich.

Adaptivni kvadratura

Stru¢né se zde zminime o principech souc¢asného softwaru pro vypocet jed-
norozmérnych integralt. Slozeny kvadraturni vzorec doplnény o odhad chyby
poskytuje moznost sestrojit jednoduchy automaticky algoritmus pro priblizny
vypocet integralu se zadanou pozadovanou presnosti: postupné pokracujeme
s pulenim panelu tak dlouho, az celkovd odhadovana chyba klesne pod poza-
dovanou uroven. Pro mnohé integrandy je ale vysoce neefektivni udrzovat na
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celém [a,b] stejné veliké panely, protoze by se tak vynalozil vypocet velkého
poc¢tu funkénich hodnot v ¢astech intervalu, kde se integrand dobie chova a
kde se da snadno vyhovét toleranci na chybu. Pouziva se proto inteligentnéjsi
pristup, adaptivni kvadratura, pii némz se interval integrace déli na panely
selektivné tak, aby to odpovidalo charakteru integrované funkce. Déleni na
panely tak bude obecné nerovnomérné.

Typickd adaptivni strategie funguje néasledujicim zptisobem. Predevsim po-
tfebujeme mit k dispozici vhodné vybranou dvojici zdkladnich kvadraturnich
vzorcl, feknéme Qn, a Qp,, jejichz rozdil ndm poskytuje pozadovany odhad
chyby. jako jednoduchy ptiklad tu mize poslouzit lichobéznikové a obdélnikové
pravidlo, jejichz rozdil je zhruba trojnasobkem chyby presnéjsiho z nich, jak
jsme vidéli v odst. 9.2. Vétsi efektivity se obvykle ale dosdhne pouzitim vzorctu
vyssiho féddu, jako je napriklad Gaussuv-Kronroduv par (G7, K15). Jinou al-
ternativou je pouzit jeden zdkladni vzorec na dvou rozdilnych trovnich déleni.
V tomto sméru je oblibené Simpsonovo pravidlo. Ve vsech pripadech ovsem je
k minimalizaci po¢tu potfebnych funkénich hodnot tieba, aby pouzita dvojice
kvadraturnich vzorca byla progresivni.

Postup adaptivniho algoritmu je pak v principu prosty: nejprve oba vzorce Q,,
a Qn, aplikujeme na pocétecni interval integrace [a, b]. Pokud se takto ziskané
priblizné hodnoty integralu lisi o vice, nez je predepsana tolerance, rozdélime
interval integrace na dva nebo vice paneli a uvedeny postup opakujeme na
kazdém z nich. Pokud se na nékterém panelu dosdhne splnéni chybové tole-
rance, pak se tento panel uz dédle nedéli. Pokud na daném panelu odhad chyby
presahuje predepsanou toleranci, pokracuje se v déleni, a to tak dlouho, az je
predepsané toleranci na chybu vyhovéno na vSech panelech. Takova strategie
vede k tomu, ze vzorkovaci body integrandu budou obecné rozlozeny nerovno-
mérné, pricemsz jich bude vice tam, kde se dana funkce integruje obtizné, a re-
lativné malo tam, kde se integruje snaze. Typické rozlozeni vzorkovacich bodt
(uzli slozeného kvadraturniho vzorce), které takovy algoritmus sdm generuje,
je na obr.9.3. Funkce zobrazend na obrizku je f(z) = (1 — 302?), interval
integrace je [0, 1] a chybova tolerance je 10~*. Program zalozeny na adaptivni
Simpsonové kvadratute vygeneroval celkem 109 uzld, které jsou znazornény
jak na grafu funkce, tak na ose x.

V Matlabu jsou k dispozici tii kvalitni funkce pro adaptivni numericky vypocet
jednorozménych integralt. Je to jednak funkce quad, zaloZend na Simpsonové
pravidlu, dale funkce quadl, kterd pouziva dvojice vnorenych Gaussovych-
Lobattovych vzorcti, a konecné funkce quadgk zalozené na Gaussové-Kronrodoveé
paru (Gr, K15).

I kdyz se adaptivni kvadraturni algoritmy v praxi velmi dobte osvédcuji, ve
vyjimecnych pripadech mohou také selhavat: vysledna pribliznd hodnota in-
tegralu i odhad chyby mohou byt vyjimecné i zcela chybné. Divodem je tu
skuteCnost, ze integrand se vzorkuje pouze v konefném poctu bodu, takze
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Obréazek 9.3: Typické rozlozeni uzli u adaptivni kvadratury.

miuze dojit i k tomu, Ze se néjaky jeho podstatny rys pomine. Muze se napri-
klad stat, ze interval integrace je velmi dlouhy, ale veskeré ,zajimavé“ chovani
integrandu je soustfedéno do jeho velmi tizké ¢asti. V takovém pripadé miize
dojit k tomu, ze adaptivni algoritmus pfi svém vzorkovani tuto zajimavou c¢ast
integrandu zcela pomine a vysledna hodnota integralu vyjde zcela chybné. Je
proto rozumné nespokojit se pfi vypoctu integralt s jednim ziskanym vysled-
kem, ale porovnavat vysledky ziskané s riznymi tolerancemi. Dalsi uzitecnou
informaci poskytuji ty algoritmy, které na vystupu udavaji také pocet pou-
zitych funkénich hodnot. Je totiz (zndme takovy piiklad z praxe) napiiklad
nemozné, abychom rozumné vypocitali integral z funkce sin 100z na intervalu
[0, 2] pomoci pouhych 33 vzorku (pro¢?).

Dvojné integraly

A7 dosud jsme se zabyvali pouze jednorozmérnymi integraly, kde z geomet-
rického hlediska chceme urcit obsah oblasti pod néjakou kiivkou na néjakém
intervalu. U dvojrozmérného neboli dvojného integrdlu si pfejeme vypocitat
objem télesa pod néjakou plochou na danou rovinnou oblasti 2. Pro obecnou
oblast 2 C R? takovy integral ma tvar

/ /Q f(z,y)dQ.

V piipadé, Ze integrujeme pres obdélnikovou oblast R = [a, b] X [¢, d] se dvojny
integral da Casto prevést na dvojndsobny integrdl, v némz jsou vlastné do sebe
vnoreny dva integraly jednorozmérné:

[ [ rwpar= [ ( / df(w,y)dy> d.

Analogicky jako tomu bylo se zavedenim pojmu numerickd kvadratura, se
numericka aproximace dvojrozménych integralti nékdy nazyva numerickd ku-
batura.

K vypoctu dvojnych integrali se da pouzit fada postupi, ale jejich popis
se vymyka rozsahovym moznostem tohoto textu. Poznamendvame pouze, ze
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casto i dvojné integraly se daji pocitat pomoci algoritmi pro integraly jedno-
rozmérné, a to tak, ze napriklad pro vyse popsany integréal pres obdélnik pou-
Zijeme jeden kvadraturni vzorec pro vnéjsi integral a druhy (tfeba i identicky)
pro vnitini integral. Pokazdé, kdyz vnéjsi rutina bude vyvolavat integrovanou
funkci, bude se tak vyvolavat rutina pro vypocet vnitfniho integralu. Dalsi
detaily k vypoétu dvojnych integralu lze najit v literatufe, viz naptiklad [1].
Také Matlab ma k dispozici radu funkci pro vypocet takovych integréli, a to
i pfes obecné dvojrozmérné oblasti.

Vicerozmérné integraly

K vypoctu vicerozmérnych integrali ve vice nez dvou dimenzich 1ze sice v prin-
cipu vyuzit postupd pouzivanych pro dvojné integraly, ale ndklady na vypocet
rostou s poc¢tem dimenzi nelinearné. Jedinym obecné uzite¢nym pristupem k
vypoctu slozenych integrali ve vice dimenzich se zda byt metoda Monte Carlo.
Postupuje se tak, Ze se integrovand funkce vyvzorkuje v n bodech, které jsou
(pseudo)ndhodné rozloZeny v oblasti integrace, vypocita se stfedni hodnota
vzoril a ta se vynasobi objemem integra¢ni oblasti, ¢imz dostaneme odhad
integralu. Chyba této aproximace klesa k nule jako 1//n pfi n — oo, coz zna-
mend naptriklad, ze abychom ziskali jednu dalsi presnou desitkovou ¢islici ve
vysledku, musime pocet vzorkovacich bodi zvysit stokrat. Z tohoto davodu
neni u integrace metodou Monte Carlo zadnou vzacnosti, jestlize se pocet
pouzitych funkcénich hodnot pohybuje v fadu miliont.

Metoda Monte Carlo nemtze soutézit s ostatnimi metodami u jednorozmeér-
nych a dvojrozmérnych integralli, jeji krasa ale spociva v tom, ze rychlost
konvergence u ni nezavisi na poctu dimenzi. Tim padem napiiklad milion
vzorkovacich bodl v Sesti dimenzich vlastné znamend pouze 10 bod na kaz-
dou dimenzi, a to je podstatné méné, nez by vyzadovala k ziskani pozadované
presnosti jakékoli konvenc¢ni kvadratura. Existuje fada tcelnych zptsobu vzor-
kovani, které maji zvysit efektivitu metody, ale zde muzeme zijemce pouze
odkézat na literaturu, napt. [1]. Generovani pseudonahodnych ¢isel ke uzitecné
i jinde nez pri numerické integraci a k tomuto tématu se jesté vratime na zavér
kurzu.
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KAPITOLA

Reseni soustav linearnich rovnic

10.1 Soustavy linearnich algebraickych rovnic

Mnohé matematické a pocitacové modely fyzikalnich a technickych jeva ve-
dou v kone¢né fazi na feSeni soustav linearnich algebraickych rovnic.Velmi
¢asto jsou tyto soustavy rozsahlé, maji bézné statisice nebo miliony rovnic a
neznamych.Z tohoto divodu se jak v teoretické, tak v praktické numerické
matematice (tvorbé matematického softwaru) tématice numerické linedrni al-
gebry vénovala a vénuje znac¢nd pozornost a tato oblast je dnes dukladné
prozkoumana.

Pouzivaji se jak primé, tak iteracni metody feseni soustav linedrnich rov-
nic. Piimé metody davaji presné feseni soustavy, alespon teoreticky, v konec-
ném poctu krokl. Z tohoto hlediska je tedy reseni soustavy linearnich rovnic
typickd numericka dloha. Pii realizaci pifimé metody na pocitaci ovsem
musime brat v tvahu také vlastnosti pocitacové aritmetiky, predevsim zao-
krouhlovaci chyby.

Protoze velka ¢ast pouzivanych pocitacovych modeli vychazi z matematickych
modelt formulovanych typicky jako okrajové tlohy pro diferencidlni rovnice a
feSené soustavy linedrnich rovnic jsou pouze aproximacemi téchto okrajovych
uloh, je casto zbytecné usilovat o jejich pfesné vyfeSeni. Staci ndm priblizné
feSeni ziskané vhodnou itera¢ni metodou s presnosti srovnatelnou s presnosti
aproximace teoretické okrajové tulohy. Takové priblizné reSeni se d& iterac-
nimi metodami zpravidla ziskat mnohem tspornéji (uvazte velikost feSenych
soustav!) nez feSeni vypocitané pfimou metodou.

Ale i v jednotlivych krocich iteracnich metod se miZe primé metoda vyskyt-
nout, navic jsou tyto metody velmi uziteéné pii feSeni soustav s maticemi
mensich rozméra. Také teorie primych metod, alespon ta, kterou vylozime
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zde, je podle naseho ndzoru snazsi nez je tomu u metod iteracénich a patii
viceméné ke vSeobecnému vzdélani inzenyra. V této ¢asti kurzu se proto bu-
deme zabyvat primymi metodami a ohledné itera¢nich metod, na které nam
jiz nezbude Cas a prostor, ¢tenare musime odkézat na literaturu.

Pro detailnéjsi obeznameni s pojmy, uviadénymi nize, doporucuji i zde kon-
zultovat knihu Michaela T. Heathe [1] nebo monografii Nicka Highama [2].
Ctenaf miize pifpadné pouzit i nékterou z ¢eskych ucebnic ¢i mnoha skript
o numerické matematice, kterd v poslednich letech vysla — napiiklad [3, 4, 5]
(casti skripta [5] jsou dostupné i on-line). Mnohé ze zde pouzitych materidla
jsme prevzali pravé z [1].

Formulace alohy

Zopakujeme nejprve strucné formulaci tlohy a nékteré zakladni informace o
feseni soustav a o jejich maticich, které by ¢tenar mél jiz znat z kurzu linedrni
algebry. V linearni algebie jsme se dozvédéli, Zze pohodlny zptlisob, jak vyjad-
Iit linedrni zobrazeni (transformaci) mezi dvéma kone¢né-rozmérnymi vekto-
rovymi prostory, spociva v pouziti matic.V tomto textu se budeme zabyvat
pouze soustavami n rovnic o n neznamych, zminéné vektorové prostory tedy
budou mit stejnou dimenzi a prislusné matice budou ¢tvercové.Poznamenejme,
ze pod pojmem vektor zde rozumime vzdy sloupcovy vektor, pokud vyslovné
neuvedeme jinak. V maticovém zapisu ma soustava linedrnich algebraickych
rovnic tvar

Ax = b, (10.1)

kde A je ¢tvercova matice Fadu n (nebo také typu nxn), a x, b jsou n-slozkové
vektory.

Takova soustava linearnich rovnic vlastné pred nas klade otézku,Je mozné
vektor b vyjadrit jako linedrni kombinaci sloupcti matice A7“. Nebo, coz je
totéz, ,Lezi vektor b v prostoru span(A) = {Ax:x € R"}7¢

Pokud tomu tak je, soustava ma zfejmé FeSeni a nazyva se konzistentni. Re-
Seni soustavy muze i nemusi existovat, a pokud existuje, mize i nemusi byt
jediné. Detaily jsou studovany v linearni algebre, ale zde se omezime pouze
na soustavy rovnic s reguldrnimi maticemi, kde je otazka existence a jed-
noznacnosti reseni jednoduse vymezena. Pro jednoduchost se omezime také
pouze na soustavy linearnich algebraickych rovnic s redlnymi koeficienty, je-
jichz fesenimi jsou pak nutné opét redlné vektory. Ovsem komplexni soustavy
linearnich rovnic mohou byt zpracovany zcela obdobné.

Existence a jednoznacnost resSeni

Soustavy linearnich algebraickych rovnic se ¢tvercovymi regularnimi maticemi
maji vzdy feSeni (pro kazdou pravou stranu b) a toto feSeni je jediné.
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Definice 10.1 (Reguldrni matice). Ctvercovd matice A vddu n je reguldrni,
jestlize vyhovuje kterékoli z ndsledujicich ekvivalentnich podminek:

1. kmatici A existuje inverzni matice A~ (pro takovou matici plati AA~! =
A'A =1, kde I je jednotkovd matice vddu n);

2. det(A) £ 0 (tj. determinant matice je nenulovy);

3. hodnost matice A je rovna n (hodnost matice je maximdlni pocet li-
nedrné nezdvislych sloupcii nebo radki, které matice obsahuje);

4. soustava Az = o, kde o je nulovy vektor, md pouze trivialni reseni
(Tesenim je opét pouze nulovy vektor).

Matice, kterd neni regularni, se nazyva singularni.

Existence a jednoznac¢nost feseni soustavy (10.1) jednoduchym zpusobem za-
visi na regularité matice A: Jestlize je matice A regularni, pak existuje jeji
inverzni matice A~! a soustava (10.1) ma vzdy pravé jedno feSeni x = A~'b
nezavisle na hodnoté pravé strany b. Jestlize je naproti tomu matice A singu-
larni, pak je fesitelnost soustavy (10.1) zavisld na pravé strané b; pro nékterou
pravou stranu nemusi mit soustava zadné Treseni, ale pokud existuje alespon
jedno Feseni, pak jich existuje nekone¢né mnoho. Reseni tedy v takovém pii-
padé neni urcéeno jednoznacné.

Geometricky ve dvou dimenzich kazdé z rovnic soustavy 2 x 2 predstavuje
rovnici pfimky a feSenim soustavy je tedy spolecny bod obou pfimek. Jsou-
li tyto dvé piimky rtznobézné, maji pravé jeden prusecik, feseni existuje a
je jediné (regularni ptipad), Jsou-li obé pfimky rovnobézky, pak bud nemaji
prusecik viibec nebo splyvaji a pak je zde nekonecné mnoho spoleénych bodi,
feSeni (singuldrni pripad).

Podminénost soustav linearnich rovnic, odhady chyb

Poté, co jsme zhruba popsali otazky existence a jednoznacnosti feSeni linedr-
nich soustav, se nyni zamérime na citlivost feSeni x na poruchy ve vstupnich
datech resené numerické tlohy, coz jsou zde matice A a vektor pravych stran
b. Abychom takové vektorové a maticové poruchy mohli mérit, budeme po-
tfebovat pro vektory a matice néjak zobecnit pojem velikosti, jako ktery nam
u redlnych a komplexnich éisel slouzi jejich absolutni hodnota. Pfislusnym zo-
becnénim, které by jiz ¢tenar mohl znat z kurzu linearni algebry, je pojem
normy. Pro jistotu zde prislusné informace uvedeme.

Vektorové normy

Budeme zde pouzivat vektorové normy, které jsou vesmeés specidlnimi piripady
tzv. p-norem, které jsou pro kladné celé ¢islo p > 0 a n-slozkovy vektor x
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definovany jako

n 1/p
1%y = (Z Iﬂfilp> :
i=1

Dtilezité specidlni pripady predstavuji

e jednickovd morma
n

el =D |,

i=1

n 1/2
x|z = (Z |w1|2> :
=1

kterd odpovida obvyklému pojmu vzdalenosti v euklidovskych prosto-
rech (nebo chcete-li, délce vektoru), a

o cuklidovskd norma

e oco-norma (¢teno nekoneéno norma)

Il = mna [z,

ktera je limitni hodnotou p-normy pii p — oo a iika se ji také Cebysevova
norma.

Pr1i praci se vSemi témito normami dostavame kvalitativné podobné vysledky,
ovSsem jednotlivé normy se muzou analyticky nebo vypocetné zpracovavat
snaze nebo hife. Pri analyze podminénosti soustav se vétsinou pracuje s jed-
nickovou nebo Cebysevovou normou. Euklidovskd norma se v této souvislosti
pouzivd méné, ale nachazi ticelnou aplikaci v jinych oblastech numerické line-
arni algebry.

D4 se ukazat, ze pri pevné daném n se libovolné dvé z uvedenych norem
lisi nanejvys nevelkou multiplikativni konstantou, kterd sice zavisi na n, ale
nezavisi na konkrétnim méreném vektoru. Tim padem jsou vSechny t¥i normy
ekvivalentni v tom smyslu, ze pokud je jedna z nich mald, jsou tmérné malé i
ty zbyvajici. V dané situaci tedy muzeme pri nasich ivahéch volit tu z norem,
s niz se ndm pohodlné pracuje. Z tohoto diuvodu budeme v dalsi ¢asti tohoto
textu index u norem pouzivat pouze tam, kde to bude hrat néjakou roli, a
tam, kde bude jedno, kterda norma se pouzije, budeme index vynechévat.

Kazda vektorova p-norma mé pro libovolné dva vektory x,y tyto dulezité
vlastnosti:

1. |x]| > 0 a ||x|| = 0 pravé pro x = o.
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2. ||ax|| = |a| - ||x|| pro kazdy skalar (¢islo) cv.

3. x4yl <|Ix]l + ly|l (trojtihelnikovd nerovnost).
Pro vypocet p-norem vektoru je v Matlabu k dispozici funkce norm.

Maticové normy

Budeme potiebovat také néjaky zpusob, jak posuzovat ,velikost“ matic. Jsou
zde sice mozné rozlicné definice norem, ale ty normy, které budeme pouzivat,
budou definovany prostfednictvim jiz zavedenych vektorovych norem.

Definice 10.2 (Maticova norma matice A). Pri dané vektorové normé budeme
maticovou normu matice A definovat jako

A
IA] = max 1AXI
x#o |||

O takové maticové normé se 1ika, ze je indukovana ptislusnou vektorovou
normou nebo Ze je této normé podrizena. Intuitivné se na tuto definici mi-
zeme divat tak, ze norma matice méri to, jak transformace danou matici mize
maximalné protahnout ten ktery vektor, kdyz délku vektort mérime pouzitou
vektorovou normou.

S nékterymi maticovymi normami se pracuje snaze nez s jinymi.
Priklad 10.1 (Maticovd norma odpovidajici jednickové vektorové normé).

Tato norma se rovnd jednoduse maximdlni hodnoté sloupcovijch souctu prvki
matice branych v absolutnich hodnotdch,

n
A1 = max Y |aj;l.
)

Piiklad 10.2 (Maticova norma odpovidajici CebySevové vektorové normé).
Maticovd norma odpovidajici Cebysevove vektorové normeé je prosté mazximdlni
radkovy soucet prvki matice branych v absolutnich hodnotdch,

n
Ao = mgxz |azj-
=1

Maticova norma odpovidajici euklidovské vektorové normé se da definovat

vvvvvv

ji zda zabyvat nebudeme.

Takto definované maticové normy maji pro libovolné matice A, B tyto dulezité
vlastnosti:
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1. JA|| > 0 a ||A] = 0 pravé kdyz A = O (nulovd matice).
2. [[aAl| = || - ||A]| pro kazdy skalar (éislo) a.

3. A +B| < |A] + |B].

1 |AB| < A]- B

5. [JAx|| < [|A| - ||x|| pro kazdy vektor x.

Poznamenejme, Ze obecné se za maticovou normu povazuje jakakoli funkce
matic, kterd ma prvni tii pravé uvedené vlastnosti. Normy, které maji navic
posledni dvé vlastnosti, se pak nazyvaji submultiplikativni nebo konzis-
tentni. Zdiraznujeme znovu, ze maticové normy indukované vektorovymi p-
normami jsou s nimi vzdy konzistentni, maji tedy vSech pét vyse uvedenych
vlastnosti.

Nami popsané maticové normy se v Matlabu daji snadno pocitat pomoci
funkce norm.

Podminénost matic

Cislo podminénosti regularni ¢tvercové matice A se v dané maticové normé
definuje jako
-1
cond(A) = A |A7Y.

Pro singularni matici A se imluvou klade cond(A) = oo. Pfi hlubsim studiu
se da ukéazat, ze takto zavedené Cislo podminénosti je konzistentni s definici
podanou v Prednésce 8, a to v tom smyslu, ze ohranicuje pomér mezi rela-
tivni zménou TeSeni soustavy linearnich rovnic a danou relativni zménou ve
vstupnich datech.

7 definice je ziejmé, ze hodnota ¢isla podminénosti zavisi na pouzité maticové
normé, coz se nékdy oznacuje tim, Ze se pouzije prislusny index; pisSeme pak

napiiklad cond; (A) nebo conde,(A).

7Z toho, co jsme fikali v Odstavci 10.1 ale vyplyva, Ze hodnoty ¢isla podminé-
nosti se pri riznych norméach mohou lisit maximalné nevelkou multiplikativni
konstantou (kterd zavisi na n) a jsou tedy jako méfitka podminénosti stejné
uzite¢né. Jako zajimavost uvadime, ze se da ukazat, ze ¢islo podminénosti také
meéri pomeér mezi maximalnim relativnim protazenim a maximalnim relativnim
zkracenim libovolnych dvou n-slozkovych vektori poté, co na né aplikujeme
matici A. Z definice ¢isla podminénosti matic lze vcelku snadno odvodit na-
sledujici jeho dulezité vlastnosti, které plati pri pouziti jakékoli nami zavedené
Nnormy:

1. Pro vSechny matice A plati cond(A) > 1.
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2. Pro jednotkovou matici je cond(I) = 1.

3. Pro jakoukoli matici A a kazdé ¢islo a riazné od nuly je cond(aA) =
cond(A).

4. Pro kazdou diagonalni matici D = diag(d) plati cond(D) = (max; |d;|)/(min; |d;]).

Cislo podminénosti je mirou toho, jak blizko je dané matice k tomu, aby byla
singuldrni: matice s velkym ¢islem podminénosti (co to znamend, fekneme v
nésledujicim odstavci) je témér singuldrni, zatimco matice, jejiz ¢islo podmi-
nénosti je radu jednotek, ma k singularité daleko. Z definice je také ziejmé, ze
regulérni matice a jeji inverze maji stejné ¢islo podminénosti.

Vsimnéme si také toho, ze prestoze determinant singularni matice je nulovy,
neni hodnota determinantu sama o sobé méritkem toho, jak blizko nebo daleko
ma dand matice A k singularni matici. Vezméme si jako priklad matici 0,11,
jejiz determinant je roven 0,1", coz uz u malé matice s n = 30 dava jako
hodnotu determinantu 1073°, tedy velmi malé ¢islo. P¥itom je tato matice
velmi dobfe podminénd, jeji ¢islo podminénosti je 1 v jakékoli normé.

Brzy uvidime, ze uzite¢nost ¢isla podminénosti se ukéze pti posuzovani pres-
nosti TeSeni soustav linearnich rovnic. V definici ¢isla podminénosti ovSem
vystupuje inverzni matice, takze pocitat jeho hodnotu by byla obvykle netri-
vidlni zalezitost. Ve skutecnosti by vypocet ¢isla podminénosti z jeho definice
vyzadoval podstatné vice vypocetni prace nez samotné reseni posuzované sou-
stavy linearnich rovnic. V praxi lze nastésti jako vedlejsi produkt pfi reSeni
soustav ziskat alespon dobry odhad ¢isla podminénosti, souhlasici s jeho sku-
tecnou hodnotou prinejmensim rfadoveé. V Matlabu je pro tento tcel k dispozici
funkce cond a nékteré dalsi funkce.

Priklad 10.3 (Odhad ¢isla podminénosti). UvaZujme matici

A | 0913 0659
| 0457 0,330 |

Odhadneme jeji c¢isla podminénosti v Matlabu; pouzijeme k tomu funkci cond.
Dostaneme
cond; (A) = condao(A) ~ 1,6958 - 10%,

condy(A) ~ 1,2485 - 102,

Odhady se 1ddove shoduji. Vzhledem k nevelkému rddu matice a poctu uvede-
nych platnych cifer mizZeme danou matict povazZovat za Spatné podminénou. Jak
wvidime v pristim odstavci, pokud by prvky této matice byly naméreny s chy-
bou velikosti vddové 10™%, nemohli bychom pri reseni soustav s touto matici
zarucit ve vysledku ani jednu platnou cislici.
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Odhady chyb

Kromé toho, zZe je ¢islo podminénosti spolehlivym indikatorem blizkosti k sin-
guladrni matici, nam dava také uzitecné kvantitativni odhady chyby pro vypo-
¢itana feseni linedrnich soustav.Uvedeme zde pouze vysledky, jakkoli matema-
tika za nimi skrytd neni nikterak obtizna. Piipadné zajemce v tomto sméru
odkazujeme napriklad na [1, 2].

Uvazujme nejprve poruchy v pravé strané soustavy linedrnich rovnic. Necht
x je feseni regularni soustavy linedrnich rovnic Ax = b a nechf X je resenim
soustavy Ax = b + Ab s porusenou pravou stranou. Ozna¢me Ax = X — x.
Pak se d& odvodit odhad

|ax| _
E

Cislo podminénosti matice je tedy jakysi ,amplifika¢ni faktor®, ktery pomaha
odhadnout maximalni relativni zménu feSeni zpusobenou danou relativni po-
ruchou ve vektoru pravych stran (porovnejte to s obecné zavedenym pojmem
¢isla podminénosti z Prednasky 8).

Ab
ond(A)H”bH’.

Podobny vysledek se da odvodit pro relativni zmény v prvcich matice A.
Jestlize Ax =b a (A + E)x = b, pak
Iax] _
Hi

Obecné se pak da fici, ze pti soucasnych zménach prvkl matice i pravé strany
plati (az na veli¢iny vyssich radu)

|Ax] G
<cond(A)|——+-—— ] .
I @ Ul 1Al

Vidime tedy opét, ze relativni zména feSeni je ohranicend soucinem c¢isla pod-
minénosti a relativni zmény v datech tlohy.

B
Al

ond(A)

Geometricka interpretace popsanych vysledkit ve dvou dimenzich je ta, ze
jsou-li piimky definované dvéma rovnicemi témér rovnobézné, pak pokud mo-
hou byt tyto primky zatizeny zaokrouhlovacimi chybami nebo chybou méreni,
neni jejich prusecik definovan ostte. Pokud ale tyto primky vibec nejsou rov-
nobézné, jsou tieba témér na sebe kolmé, je jejich prisecik relativné ostie vy-
mezen. Oba tyto pripady ilustrujeme na Obrazku 10.1, kde ¢arkované primky
vyznacuji oblast nepresnosti pro kazdou plné vytazenou piimku, takze pria-
se¢ik skuteénych piimek (které presné nezndme) by mohl byt kdekoli ve vy-
stinovaném rovnobézniku. Velké ¢islo podminénosti je tedy spojeno s velkou
nepresnosti ziskaného reseni.

Méme-li tedy shrnout to, jsme se zatim naucili, pak v pripadé, ze jsou vstupni
data piesnd na strojovou presnost (relativni chyba v Matlabu tedy cca 10716),
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well-conditioned ill-conditioned

Obréazek 10.1: Dobfe podminénd (vlevo) a Spatné podminéné (vpravo) sou-
stava dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmych.

muzeme za rozumny odhad relativni chyby ve vypocitaném feSeni povazovat
~ cond(A) €mach

kde €mach je relativni presnost aritmetiky pocitace (angl. unit roundoff, definici
a vypocet méate popsény v podkladech pro 8. cviceni a také v [1] Il dopsat do
prednasky .).Jednoduchy zpusob interpretace ziskanych vysledki je ten, ze
vypocitané TeSeni soustavy ztraci béhem Teseni zhruba log;,(cond(A)) desit-
kovych ¢islic presnosti vici presnosti vstupnich dat. Podivame-li se na matici z
Prikladu 10.3, vidime, Ze jeji ¢islo podminénosti je fadové 104, takze pii Feseni
soustavy dvou rovnic s touto matici nemiizeme v vysledku ocekavat jedinou
spravnou cislici, pokud prvky matice nejsou presné na vice nez Ctyri platné
¢islice a pokud Teseni nepocitame v aritmetice pouzivajici alespon Ctyri platné
desitkové cislice.

Jako kvantitativni mira citlivosti tak ¢islo podminénosti matice hraje pfi feseni
soustav linedrnich rovnic stejnou roli, jako tomu bylo u obecné zavedeného éisla
podminénosti v Prednasce 8. Dilezity rozdil je zde ale v tom, ze maticové ¢islo
podminénosti nemiize nikdy byt mensi nez 1.

Reziduum

Jednim ze zpusob1, jak ovérit feSeni rovnice, je dosadit je do FeSené rovnice
a podivat se, jak se po dosazeni shoduje jeji leva a prava strana. Reziduum
priblizného feseni X linedrni soustavy rovnic Ax = b je rozdil

r=b— Ax.

Pokud je A reguldrni, plati pro chybu teoreticky, ze |Ax| = [|x — x| =0
tehdy a jen tehdy, je-li ||r| = 0. V praxi vSak nemusi byt obé tyto veli-
¢iny malé soucasné. Vsimnéme si predevsim toho, Ze vynasobime-li soustavu
Ax = b libovolnou nenulovou konstantou, jeji feseni se nezméni, ale reziduum
samé se nasobi stejnym cislem. Reziduum tedy muzeme udélat libovolné velké
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nebo malé podle toho, jakym faktorem soustavu vyndsobime (preskdlujeme
ji, zménime méritko), a tim padem je velikost rezidua nesmyslné kritérium,
pokud ji néjak nevztahneme k velikosti dat tlohy a feseni. Z tohoto dtvodu
se zavadi pojem relativni reziduum, které se definuje jako

N
R(x) = —
&)= [T [71

Abychom uvedli relativni reziduum do vztahu s chybou ziskaného priblizného
feseni, vSimneme si, Ze
IAx] =[x — x| = AT (A% = b)|| = | - A7 x| < AT - [|r].

Vydélime-li obé strany ziskané nerovnosti ||X|| a pouzijeme definici ¢isla pod-
minénosti matice A, dostavame odsud odhad

[Ax]

1%l

[l
LA 1]

Malé relativni reziduum tedy znamend malou relativni chybu vypocitaného
feseni tehdy a jen tehdy, kdyz je A dobie podminéna matice.

< cond(A) = cond(A) - R(X).

Pro algoritmy ptrimych metod reSeni soustav linedrnich rovnic se d& ukazat,
7e jimi vypocitané feSeni X je presnym Tesenim néjaké porusené soustavy

(A+E)x =b.

Popravdé receno je takovych porusenych soustav celd rada, staci si uvédomit,
7e pfi danych A a % mame ve vySe uvedeném vztahu urcit n? prvki matice
E z n linearnich rovnic. Ukazuje se vSak, ze mezi poruchami E se da vybrat
porucha s minimélni maticovou normou, a té se pak tika zpétnd chyba vypo-
¢itaného Feseni (na rozdil od primé chyby Ax). Odhady zpétné chyby jsou
pro algoritmy primych metod k dispozici a miizeme u nich tedy fici, ze jimi
vypocitané numerické reseni je presnym resenim puvodni soustavy porusené
o poruchu, jejiz velikost (v normé) umime odhadnout shora.

VySe provedené ivahy o relativnim reziduu ndm snadno ale davaji dolni odhad
takové zpétné chyby, Je totiz

el = [[b — A% = [[EX|| < [E]| - %],
odkud plyne po vydéleni normou A nerovnost
Rl . IE]
[AL -]~ Al
Velké relativni reziduum tak implikuje velkou zpétnou chybu, coz znamena, ze
algoritmus pouzity k vypoctu feseni nebyl stabilni a ziskané feseni nemuze byt
kvalitni. Na druhé strané, stabilni algoritmy nutné produkuji mala relativni

rezidua bez ohledu na podminénost tlohy, a tim padem malé Il relativni? Il
reziduum vypovida o kvalité ziskaného reseni jen malo.
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Priklad 10.4 (Malé reziduum). UvaZujme soustavu linedrnich rovnic

Ay | 09013 0659 ] [ar | _ o254 ] _
T 10457 0330 | | 2o | T | 0127 | T

s jejiz matici jsme se jiz setkali v Prikladu 10.5. Reknéme, Ze mame k dispozici
dve pribliznd resent

o _ [ 00827 o [ 099
=05 aX= 0 001 |

Normy odpovidajicich rezidui jsou
Ierfr=21-107" @ frafy =24-1072

Které z obou resent tedy mame povazZovat za presnéjsi? Diky mnohem mensimu
reziduu bychom mohli mit sklon k tomu, abychom rekli, Ze je to X1. Ale presné
resent této soustavy je (dd se to snadno oveérit) vektor

1]

takZe Xo je wve skutecnosti mnohem presnéjsi nez Xi. Diuvodem této moznd
prekvapivé skutecnosti je, Ze matice A je spatné podminénd, jok jsme ostatne
videli v Prikladu 10.3. Diky jejimu velkému c¢islu podminénosti zde malé rezi-
duum neznamend, Ze mdme presné reSend.

M Relativni rezidua jsou R1=2.6456e-04 a R2=8.6095¢-04. H

10.2 Numerické metody pro feSeni soustav linearnich
rovnic

Piimé numerické metody pro feSeni soustav linedrnich algebraickych rovnic,
kterymi se nyni budeme zabyvat, nejsou vlastné ni¢im jinym, nez zobecnénim
postupu znamych ze stfedni skoly. Tam jsme u soustavy dvou rovnic o dvou
neznamych tim ¢i onim zplsobem soustavu upravili: z jedné rovnice jsme
vylouéili (eliminovali) druhou nezndmou a prevedli ji tak na rovnici pro jedinou
neznamou. Tuto rovnici jsme vyTesili, vysledek dosadili do nékteré z ptivodnich
rovnic a z ni pak vypocitali zbyvajici neznamou. Ukazuje se, ze vSechny takové
Upravy se daji prehledné zapsat ve formé maticovych transformaci. Numerické
metody, které zde budeme popisovat, vlastné provadéji na danou soustavu
(jeji matici) ur¢itou posloupnost tprav, které se daji chdpat jako maticové
transformace a jejichz cilem je danou soustavu prevést na soustavu jednodussi
(s matici specidlniho tvaru), kterd je s puvodni soustavou ekvivalentni, ale fesi
se podstatné primocareji.
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Transformace feSené ulohy

Prozatim zde pouze popiseme maticové transformace, které neméni feseni sou-
stavy, a ukazeme, Ze k nim mimo jiné patii ty transformace, které si lze pred-
stavit jako elementarni operace s rovnicemi soustavy, specialné jako vynaso-
beni rovnice nenulovou konstantou nebo jako pri¢teni nasobku jedné rovnice
k rovnici jiné. Nasim cilem bude posléze prevést feSenou soustavu (jeji matici)
ne takovy tvar, v némz ji pujde uz snadno a piimo vytesit. Abychom nebyli
prilis tajemni, poznamenavame jiz zde, Ze nasim cilem bude ziskat ekvivalentni
soustavu, jejiz matice bude trojihelnikova.

Je predevsim jasné, ze pokud obé strany soustavy Ax = b s regularni matici
vynasobime zleva jakoukoli regularni matici M, na feSeni soustavy to nebude
mit vliv. Abychom se o tom presvédcili, vSimnéme si, ze feSeni transformované
soustavy

MAz = Mb

je dano jako

z=(MA)"'Mb=A"'"M"'Mb=A"1b=x

Permutace

Dulezitym prikladem regularni transformace je skutec¢nost, ze radky matice A
a odpovidajici slozky ve vektoru b lze prehédzet, aniz bychom zménili feSeni x.
Intuitivné je to zfejmé: vSechny rovnice soustavy musi byt splnény soucasné,
takze na poradi, v jakém je zapiSeme, nezalezi. Formalné se takové prehazo-
vani fadkt da v maticovém tvaru zapsat jako nasobeni obou stran soustavy
zleva permutaéni matici P, coZ je ¢tvercovd matice (opét fadu n), majici v
kazdém radku a sloupci pravé jednu jednicku a vSechny ostatni prvky rovné
nule (je to vlastné jednotkova matice s prehdzenymi fadky a sloupci). Podi-
vejme se, jak permutac¢ni matice muze napriklad prehazet radky sloupcového
vektoru:

0 0 1 (%1 V3
1 0 0 () = U1
01 0 V3 V2

Permutac¢ni matice je vzdy reguldrni; ve skutecnosti je jeji inverzi prosté jeji
transpozice, P! = PT. Pro porddek poznamenejme, Ze transpozici matice
M, kterou zna¢ime MY, rozumime matici, jejimiz sloupci jsou fadky matice
M. Je-li tedy N = MT, plati Nij = Mjj.

Radkové gkalovani

Jinym jednoduchym, ale dilezitym pfipadem regularni maticové transformace
je diagonalni skalovani. Pripominame, ze matice D je diagondlni, jestlize
v ni pro vSechna i # j plati d;; = 0, coz znamen4, ze jedinymi prvky, které v
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ni mohou byt nenulové, jsou prvky na hlavni diagondle d;;,i = 1,...,n. Deter-
minantem diagondalni matice je soucin jejich prvki na hlavni diagondle, takze
regularni diagonalni matice ma na hlavni diagonale pouze nenulové prvky.

Vynasobime-li obé strany soustavy Ax = b zleva regularni diagonalni matici,
DAx =Db

je to totéz, jako bychom kazdy z radkt matice soustavy a pravé strany vynaso-
bili odpovidajicim diagonalnim prvkem d;;, a mluvime zde proto o Fadkovém
Skalovani. Radky, kterym v pouzité diagonélni matici odpovidaji na hlavni
diagonale jednicky, se pfitom neméni. Radkové skalovani miize byt v praxi né-
kdy uzite¢né, protoze neméni reseni soustavy a pritom miize pozitivné ovlivnit
chovani pouzitého algoritmu na pocitaci.

Linearni kombinace radku matice

Dalsi ekvivalentni tprava soustavy linearnich rovnic spo¢iva v tom, ze prove-
deme urcitou linedrni kombinaci radkt soustavy a pricteme ji k nékteré jiné
rovnici. Speciadlni pripad, ktery zde popiseme, protoze hraje vyznamnou roli
v numerickych metodach feseni soustav, je ten, kdy urc¢ity nasobek jednoho
fadku matice pri¢teme k jinému fddku (nebo jej od néj odecteme).

Ukéazeme, ze takova operace se d& opét zapsat jako transformace jistou regu-
larni matici, takze neméni feseni soustavy (koneckonci se to zda byt ziejmé
intuitivne). Predevsim je vhodné si zopakovat definici ndsobeni matic a uvé-
domit si, ze prvek na misté ¢j ve vysledné matici neni nic jiného nez skalarni
souéin ¢-tého fadku prvniho c¢initele s j-tym sloupcem cinitele druhého. Pak
uz bychom méli snadno pochopit, ze pricteni m-nasobku radku 7 v dané matici
k jejimu j-tému radku se d&4 maticové zapsat tak, ze danou matici vynasobime
matici M, kterd se od jednotkové matice lisi pouze tim, ze ma navic na misté
ji ¢islo m. Matice M je tedy trojuhelnikova matice, kterd ma napriklad pro
1 < j tvar podobny

1 0 0 0
0 1 0
M= 0 m 1 0
0 -~~~ 0 0 --- 1|

Jestlize je v uvedené matici prvek m ve sloupci k£ a tadku k + 1, pak MA
realizuje pric¢teni m-nasobku radku k v matici A k radku k£ + 1 v téze matici.
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Priklad 10.5 (Linearni kombinace fadka matice). Méjme transformacni ma-
tici M a matici A zadané jako

1 0 0 1 2 3
M=({0 1 0 a A= 0 -1 1
0 m 1 -1 2 1
Potom
1 2 3
MA = 0 -1 1

—1+0m 2—1Im 14+1m

Matice podobného typu (tfeba i s vice nenulovymi prvky m v nékterém
sloupci) budeme v dalsim nazyvat elementarni elimina¢ni matice. Vsim-
néme si, ze elementarni elimina¢ni matice maji na diagondle samé jednicky,
takze jejich determinant je roven jedné a matice jsou regulérni. Popsané kom-
binovani radka soustavy tedy neméni jeji feseni.

Reseni soustav rovnic s trojihelnikovou matici

Prvni otazka, kterou si pri konstrukei primych metod reSeni soustav linedrnich
rovnic klademe je, jaké soustavy leze Tesit nejsnaze. Na né se pak budeme
obecné soustavy snazit ekvivalentnimi ipravami prevést.

Predstavme si, ze médme soustavu Ax = b, v niz se najde rovnice, kterd ob-
sahuje jenom jednu nezndmou (jednu slozku hledaného feseni). To znamena,
ze v daném tadku matice A je jednom jeden nenulovy prvek. Z takové rov-
nice se pak d& snadno (prostym délenim) vypocitat prislusna slozka Feseni.
Ted si predstavme, ze v soustavé je jesté jina rovnice, v niz vystupuji pouze
dvé neznamé, a ze jedna z nich je ta, kterou jsme pravé vypocitali. Jestlize
nyni do této druhé rovnice dosadime hodnotu pravé vypocitané slozky reseni,
mizeme z ni opét snadno vypocitat tu druhou. Pokud je struktura matice i
nadale podobn4, to jest pokud nam v kazdé rovnici ptibude pouze jedna nova
neznamad, daji se tak postupné snadno vypocitat vSechny slozky fesSeni.

Matici s touto specidlni vlastnosti se rika trojahelnikova, a to z davodu,
ktery bude brzy ziejmy. Protoze soustavy linedrnich rovnic s trojihelnikovymi
maticemi se snadno Tesi, jsou pravé ony cilem tUprav provadénych v piimych
numerickych metodach na obecnych soustavach rovnic.

Pro vypocetni acely se ukazuje jako uzite¢né zavést trojuhelnikové matice dvou
specialnich tvart. Rekneme, Ze matice L je dolni trojihelnikova, jestlize
vSechny jeji prvky nad hlavni diagondlou jsou nulové (tj. £;; = 0 pro i < j).
Podobné fekneme, ze matice U je horni trojihelnikova, jestlize vSechny jeji
prvky pod hlavni diagonalou jsou nuly (tj. u;; = 0 pro ¢ > j. Poznamenavame,
ze trojuhelnikovou matici definovanou vyse v obecném smyslu muzeme vzdy
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permutacemi fadkta nebo sloupcu prevést na dolni nebo horni trojithelnikovou
matici.

Priklad 10.6 (Horni a dolni trojihelnikova matice).

1 00 1 2 3
L=| 0 00 a U=]0 -1 1
-1 0 1 0 0 1

Jakkoli je zpiisob feseni soustav s trojihelnikovymi maticemi nyni jiz snad
zfejmy, povazujeme za uziteCné algoritmy pro jejich feseni popsat podrobnéji.
Proces teseni dolni trojihelnikové soustavy Lx = b postupnym dosazovinim
se nazyva prima substituce a matematicky se da zapsat jako

i—1
CL’lzbl/gll, €Ty = bi_zgijxj /gzz, i:2,...,n.
j=1

Formalni zapis prislusného algoritmu mize vypadat napriklad nasledujicim
zpusobem.

Algoritmus 10.1 Prima substituce pro soustavu s dolni trojihelnikovou ma-
tici
for j = 1 to n do {cyklus pfes sloupce}
if /;; = 0 then {stop pii singularni matici}
return error
end if
xj < bj/l;; {vypocet slozky feSeni}
fori=j+1tondo
b; < b; — {;jx; {aktualizace pravé strany}
end for
end for

Podobné se u horni trojihelnikové soustavy Ux = b proces feseni postupnym
dosazovanim nazyva zpétna substituce a matematicky se da zapsat jako

n
xn:bn/un, €Ty = bi— Z U5 T 5 /ui,-, i:n—l,...,l.
j=i+1

Uvadime jeden ze zplisobl algoritmické realizace zpétné substituce.

V obou téchto algoritmech jsme zvolili poradi indext v cyklech tak, ze se k
prvkim matic pristupuje po sloupcich (a ne po fadcich) a ze operace, kterou
provadi vnitrni cyklus, je skalar krat vektor plus vektor, operace zkracovana
saxpy (z angl. scalar times a vector plus a vector) a pouzivana v zaklad-
nich knihovnach numerické linearni algebry. Ukladani matici po sloupcich je
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Algoritmus 10.2 Zpétna substituce pro soustavu s horni trojihelnikovou
matici
for j =n to 1 do {zpétny cyklus pres sloupce}
if u;; = 0 then {stop pfi singularni matici}
return error
end if
xj < bj/u;; {vypocet slozky feseni}
fori=1toj—1do
b; < b; — u;jz; {aktualizace pravé strany}
end for
end for

typické pro nékteré programovaci jazyky, jako je napriklad Matlab nebo For-
tran. Naproti tomu tfeba v jazyku C se matice ukladaji po fadcich a pfi
vétsich soustavach by vyse popsané algoritmy bylo tfeba prepsat tak, aby se
v nich k maticim pristupovalo po fadcich. To nepredstavuje zésadni problém,
zminujeme se o tom pouze proto, abychom c¢tenare upozornili, ze zptisob im-
plementace matematického algoritmu muze podstatné ovlivnit jeho efektivitu,
a to v zavislosti na pouzitém programovacim jazyku a vypocetnim systému.
Poznamenavame jesté, ze vyskyt nulového prvku na diagonale bude znamenat
selhani uvedenych algoritmi, coz ovSsem neni prekvapivé, protoze trojihelni-
kova matice s nulovym prvkem na diagonile ma nulovy determinant a je tedy
singularni.

Priklad 10.7 (Soustava rovnic s trojuhelnikovou matici). Méjme soustavu
rovnic s horni trojuhelnikovou matici

1 2 2 1 3
0 -1 -6 o | = | —6
0 0 1 3 1

Z posledni rovnice je dano x3 = 1. Tuto hodnotu pak miuzZeme dosadit do druhé
rovnice a z ni vypocitat —xo — 6 = —6, xo = 0. Nakonec do prvni rovnice
dosadime jak x3 tak xo a vypocitdime znix1 +04+2=3, 1 = 1.

Gaussova eliminac¢ni metoda

Nasi strategii nyni je navrhnout regularni linedrni transformaci, ktera bude
prevadét danou obecnou soustavu linearnich algebraickych rovnic na ekvi-
valentni soustavu s trojihelnikovou matici, jiz pak budeme moci snadno fe-
Sit postupnymi substitucemi. Budeme tedy potfebovat transformaci, kterd by
nahrazovala vybrané nenulové prvky dané matice nulami (vyeliminovala je).
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Uvidime, zZe se toho d& dosdhnout providdénim vhodnych linedrnich kombinaci
radka dané matice.

Zakladem pifimych numerickych metod pro reseni obecnych soustav linearnich
algebraickych rovnic je tak postup, ktery nyni popiseme na prikladu soustavy
Ctyl rovnic o Ctyfech neznamych a ktery se nazyva Gaussova eliminacni
metoda. Uvazujme tedy soustavu linedrnich rovnic

a1171 + a1272 + @133 + apury = by
(171 + a22T2 + G2373 + aqry = bo
a3171 + azaTo + az3r3 + azgary = b3
(4171 + Q4272 + 4373 + A4aTy = by

Polozime
ma = a;1/an, =234,

a odecteme my;; krat prvni rovnici od ¢-té rovnice pro ¢ = 2,3, 4. Dostaneme
tak upravenou ekvivalentni soustavu

a1171 + a2 + a1373 + apury = by
9oz + asT3 + agTa = by
ayTo + abss + ayry = by
jpr + ajsry +ayrs = b
kde
a;j = Q45 —MmMy10a15 a b; = bi — milbl.

Vidime, ze nezndmd x1 byla z poslednich t¥{ rovnic vyeliminovana. Protoze
pri eliminaci se ¢isly m;; ndsobi prvni rovnice 1ika se jim multiplikatory (z
angl. multiply, nasobit). Nyni polozime

/ !/ -
mio — ai2/a22, 1= 3, 4,

a odecteme m;y krat druhou rovnici od i-té rovnice (4i = 3,4). Vysledkem je
soustava

a1171 + a1272 + a137r3 + aurs = by
ahoy + ahsws + ahyry = bl
dgzrs +agmy = by
aysrs +ajry = b
kde
ag’j = a;j — migaéj a b = b, —mbl.

A nakonec polozime
" " .
mig — ai3/a33, 1= 4,
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a odecteme my3 krat treti rovnici od rovnice ¢tvrté. Vysledkem je soustava s
horni trojihelnikovou matici

a1171 + a1272 + a13r3 + aurs = by
/ / !/ /
o2 + ana®3 + anyTq = by
" " /!
CL33$3 + CL34$4 = b3
" —
Agqls = Oy
kde
n " " /1 /! /!
az‘j = aij - m13a3j a bl = b’L — mi3633.

Protoze ma tato soustava horni trojuhelnikovou matici, lze ji snadno vyresit
zpétnou substituci.Postupu, kterym jsme ptvodni soustavu linedrnich rovnic
prevedli na ekvivalentni soustavu s trojuhelnikovou matici se také rika primy
chod a feseni vysledné trojihelnikové soustavy zpétny chod Gaussovy eli-
minace.Prvkiim matic, které postupné objevuji na hlavni diagonale, tedy v
nasem pripadé a1, abhy, ajss, ajy, se ika hlavni prvky nebo také pivoty.
Popsany postup je proveditelny pouze, pokud jsou pri ném vsechny hlavni
prvky nenulové. Pokud béhem eliminace narazime na nulovy hlavni prvek,
postupujeme tak, ze rovnici s timto prvkem prohodime z nékterou ze zbyvaji-
cich rovnic, kterd ma v daném sloupci nenulovy koeficient. Pokud by ovSem v
daném sloupci matice uz byly vsechny prvky pod diagonalou nulové (véetné
hlavniho prvku), neni tézké ukézat, Ze by to znamenalo, Ze matice feSené sou-
stavy je singuldrni (a tedy by soustava bud neméla feSeni nebo by jich méla
nekone¢né mnoho).

Gaussovu elimina¢ni metodu ilustrujeme na jednoduchém konkrétnim piti-
kladu reseni soustavy tfi rovnic o tfech neznamych.

Priklad 10.8 (Gaussova eliminace). Budeme resit soustavu linedrnich rovnic

x1+ 220+ 223 =3,
4dxy4+4x0+ 223 =6,
4x14+6x2 + 423 =10,

kterd se dd maticové zapsat jako

1 2 2 T 3
Ax= |4 4 2 To | = 6 | =Db.
4 6 4 T3 10

Pro dcely Gaussovy eliminace je vhodné zapsat data dlohy ve formé tak zvané
rozsirené matice soustavy

1 2 2| 3
4 4 2| 6
4 6 4|10
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a postup Gaussovy eliminace provddét na této matici; je to tak prehlednéjsi.
Po prunim kroku eliminace, behem kterého odecteme ctyrndsobek pruniho radku
rozsirené matice od druhého a tretiho radku, rozsirend matice prejde na

1 2 2 3
0 4 —6|—-6
0 -2 —4| -2

Abychom nyni vynulovali ¢len pod diagondlou v druhém sloupci ziskané roz-
sirené matice, odecteme druhy ridek vyndsobeny jednou polovinou od tretiho
radku a dostaneme tak matici

1 2 2| 3
0 -4 —6|—-6
0 0 -1 1

To je jiz rozsirend matice trojuhelnikové soustavy rovnic, z niz miZeme zpétnou
substituci dostat hledané resent jako

—1
X = 3
—1

Algoritmus, ktery jsme vySe obecné popsali pro soustavy ¢tyl rovnic, se da
snadno zobecnit pro soustavy libovolného rfadu. Ukazeme nyni, ze vysSe od-
vozeny postup Gaussovy elimina¢ni metody se dé elegantné zapsat pomoci
maticovych transformaci, v nichz opét figuruji trojihelnikové matice.

LU rozklad matice

Ukéazeme opét na prikladu obecné soustavy 4 x4, ze béhem Gaussovy eliminace
vlastné konstruujeme dolni trojuhelnikovou matici L a horni trojithelnikovou
matici U takové, ze A = LU.

PoloZzime A1 = A a déle

1 0 0 O

| —mo1 1 0 O
M, = —ms1 0 1 0|’

—TM4g1 0 0 1

kde ¢isla m;; jsou multiplikdtory zavedené v predchozim odstavci. Pak se da
snadno ovérit (vzpomente si na Odstavec 10.2), Ze plati

ail a2 a3 a4
0 a’22 a’23 a’24
A2 = MlA.l = 0 / / /
azg Q33 Q3g
0

! ! !
Qo GQy3 Qg
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coz je matice soustavy, kterd vyse vznikla po prvnim kroku Gaussovy elimi-
nac¢ni metody. Nyni polozime

1 0 00
0 1 00
Ma=1, —mgz 0 0
0 —mygy 0 1

Opét nyni neni tézké ukazat, ze

ail a2 a3 aiq
0 ay ay; ay
0 0 af; a4y
0 0 alfy daj,

coz je matice soustavy, kterou jsme vyse obdrzeli po provedeni druhého kroku
eliminace. Konec¢né polozime

10 0 0
01 0 0
Ms=100 1 o0
00 —1M43 1
Potom
ai; a2 a3z a4
U=M 0 a’22 a’23 a’24

/1 "

0 0 a3z a3y

n

0 0 0 ayy
je horni trojuhelnikova matice vysledné soustavy ziskané Gaussovou eliminacni
metodou. Jak jsme jiz poznamenali v Odstavci 10.2, matice My, které se bé-

hem praveé popsaného postupu vyskytly, se v literatute nazyvaji elementarni
eliminacéni matice.

Zapiseme-li vse maticové, vidime, ze pro horni trojuhelnikovou matici U plati
U = M3;MsM;A.

Polozime-li tedy
L=M;'M;'M; !,

pak
A =LU.

Protoze inverze dolni trojihelnikové matice je opét dolni trojtihelnikova a pro-
toze soucin dolnich trojuhelnikovych matic je opét dolni trojihelnikova ma-
tice, je vyse sestrojend matice L dolni trojihelnikova matice, a ukazali jsme
tak tedy, ze Gaussova eliminac¢ni metoda vlastné realizuje LU rozklad matice



10.2. NUMERICKE METODY 155

A na soucin dolni a horni trojihelnikové matice. Této skutecnosti se hojné
vyuziva pri realizaci algoritmii Gaussovy eliminace na pocitaci.

Dosud jsme se nijak nezabyvali vypoctem prvka matice L. Jejich stanoveni je
vSak prekvapivé jednoduché, nebot se da ukézat, ze matice L ma na hlavni
diagondle jednicky a pod diagondlou mé v pozici /;;,% > j, multiplikdtor
m;;. Neni tak tézké to ovefit. Poznamendvame opét, ze zde popsané tivahy o
trojuhelnikovém rozkladu matice nezaviseji na radu matice a daji se snadno
zobecnit pro obecné n.

Algoritmus LU rozkladu

Pokud jiz mame k dispozici rozklad A = LU, muzeme snadno pfevést tlohu
fesit soustavu Ax = b na feseni dvou soustav rovnic s trojihelnikovymi ma-
ticemi. Je to okamzité vidét z fesené soustavy, kam za A dosadime jeji trojui-
helnikovy rozklad. Nejprve vytesime soustavu

Lz =Db,

stavy, a pak soustavu
Ux =z,

jejimz Tesenim je reseni ptivodni soustavy rovnic. Poznamenavame jesté, ze
pokud jsme pro danou matici jednou stanovili jeji trojuhelnikovy rozklad,
miuzeme timto zpusobem fesit s mensi pracnosti i vice soustav rovnic, které se
lis{ pouze pravou stranou. To byva nékdy v praxi uzitec¢né.

Zbyva nam pro pripadné zajemce popsat algoritmus vypoctu matic L a U. Na
pocitaci zpravidla prvky téchto matic ukladame postupné na mista puvodné
obsazena prvky matice A. Co do poc¢tu mist to vychéazi, protoze vime, ze
diagonalni prvky matice L jsou jednicky a nemusime je tedy ukladat. Prislusny
algoritmus ma radu variant, uvadime zde jednu z moznosti.

Vybér hlavniho prvku

Gaussova elimina¢ni metoda v sobé nese jeden zfejmy problém, o kterém jsme
se jiz zminili, ale také jeden dalsi, méné zfetelny problém. Moznym zfejmym
problémem je to, ze cely proces selze, pokud se béhem eliminace vyskytne
nulovy hlavni prvek, protoze by se pri vypoc¢tu multiplikatoru v odpovidajicim
sloupci délilo nulou. Ale feSeni tohoto problému je témér stejné zirejmé: pokud
je v kroku k eliminace na diagondle nulovy hlavni prvek, prohodime radek
k v soustavé (tedy v jeji matici i v jeji pravé strané, jinak feCeno, fadek
k v rozsifené matici soustavy) s néjakym z pod nim lezicich radku, jehoz
prvek ve sloupci k je nenulovy. Z Odstavce 10.2 jiz vime, Ze tim se TFeSeni
soustavy nezméni. S nenulovym diagonalnim prvkem jako hlavnim prvkem
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Algoritmus 10.3 LU rozklad Gaussovou eliminaci

for k =1 to n —1 do {cyklus pfes sloupce}
if Akl = 0 then
return {stop, je-li hlavni prvek nulovy}
end if
for i = k+ 1 to n do {vypocet multiplikdtori pro dany sloupec}
ik < Qik/ Ak
end for
for j=k+1tondo
for i = k+1 to n do {aplikujeme transformaci na zbyvajici submatici}
Qij <= Qij — GikAkj
end for
end for
end for

pak cely postup pokracuje jako obvykle. Takové prehazovani radkia se pak
nazyva vybér hlavniho prvku nebo také pivotace.

Priklad 10.9 (Pivotace a singularita). Pripadnd nutnost provadét vijbér hlav-
nitho prvku a prehazovat vadky nemd nic spolecného s tim, zda dand matice je
singuldrni ¢t nikoliv. Tak napriklad matice

[0

je zrejmé requldrni (spocitejte si determinant), ale pokud neprehodime rddky,
nemd zZadny LU rozklad. Naproti tomu singuldrni matice

]

ma (bez prehazovdni tadki) LU rozklad

11 10 11
A_[l 1]_[1 1][0 Ol_LU'
Ale co délat v pripadé, Ze na hlavni diagonale ani pod ni ve sloupci k neni
zadny nenulovy prvek? Pak v daném kroku neni tfeba provadét nic, protoze
vSechny prvky, které bychom meéli eliminovat jsou nulové, a prejdeme tedy
prosté k dalsimu sloupci (je tedy My = I). VSimnéme si toho, ze tento krok
zanechd na diagonale nulovy prvek, takze vyslednd matice U bude singulérni,
nicméné LU rozklad 1ze stejné dokoncit. Znamena to ovsSem, ze s takovou
matici selze zpétny chod, protoze se v ném vyskytuje déleni kazdym z diago-
nalnich prvka matice U, ale to neni az tolik prekvapivé, protoze v takovém
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pripadé je nutné singuldrni uz pavodni matice A (sta¢i spocitat si jeji deter-
minant z determinanti jejich trojihelnikovych faktort, coz jsou souciny jejich
diagonalnich prvk).

Onim méné zietelnym problémem je to, Ze v pocitacové aritmetice ndm na
diagonale nemusi vyjit presna nula, ale pouze néjaké velmi malé ¢islo, coz nas
vede k nésledujici tvaze.

Jako hlavni prvek se pfi vypoctu multiplikatort da v zdsadé vyuzit jakékoli
nenulové ¢islo, ale v pocitacové aritmetice s koneénou presnosti bychom se
meéli zajimat také o to, jak minimalizovat Sifeni zaokrouhlovacich chyb béhem
vypoctu. Konkrétné je nasim cilem omezit velikosti multiplikatorti, takze se
jiz existujici zaokrouhlovaci chyby vzniklé v predchozich krocich eliminace ne-
budou zesilovat pri nasledujicich transformacich realizovanych elementarnimi
elimina¢nimi maticemi. Absolutni hodnota multiplikdtort zarucené nikdy ne-
prevysi jednicku, jestlize v kazdém sloupci vybereme za hlavni prvek ten z
prvki na diagondle nebo pod ni, ktery méa nejvétsi absolutni hodnotu. Takové
strategii se rika Castecny vybér hlavniho prvku a v praxi je tento vybér
pivota podstatny pro to, abychom mohli sestrojit numericky stabilni imple-
mentaci Gaussovy eliminace pro obecné matice. Poznamenejme pro poradek,
ze slovo castecny je zde pouzito proto, ze vhodny hlavni prvek hleddme pouze
v prvnim sloupci dosud nevyeliminované submatice. Mohli bychom jej vybirat
i v celé této submatici, pak bychom ovsem mozna museli permutovat i nékteré
sloupce. Navic tento zpusob volby pivota (Gplny vybér hlavniho prvku)
neprinasi zadné podstatné vyhody.

Ukazeme nyni na extrémnim, ale jednoduchém prikladu, jak se mize Spatnd
volba pivota pri vypoctu projevit. Podobny efekt bychom mohli pozorovat s
méné prehnanou volbou pivota u vétsich soustav ¢i matic.

Priklad 10.10 (Malé hlavni prvky). Pracujeme-li v pocitacové aritmetice,
kterd md pouze konecnou presnost, musime se vyhybat nejen nulovym hlavnim
prokum, ale také hlavnim prvkum, které jsou malé vzhledem k ostatnim prv-
kium daného sloupce, a to proto, abychom zabrdnili neprijatelnému ristu chyb.
Ukdzeme to na velmi zjednoduseném prikladu, kde symbol ~ znamend vysledek
pocitacové operace. Oznacime zde € jakékoli kladné cislo, které je mensi neZ
strojové epsilon €mqcn, tedy jakékoli dostatecné malé cislo x, pro které plati
1+a ~ 1. Pokud chce ctendr byt konkrétni, muze vzit v jednoduché aritmetice
e = 1078 a v dvojndsobné presnosti, se kterou normdiné pracuje Matlab, vzit

e=10"16,
e 1
A_[l 1].

To je requldrni matice, jejiz determinant je zhruba roven —1 a kterd je dobre
podminénd, md cislo podminénosti radu jednotek. Pokud neprehodime rddky,

Vezméme nyni matici
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bude hlavnim prvkem e, takzZe visledny multiplikdtor je —1/€ a

1 0
L_[l/e 1]'

Jako viyslednd horni trojuhelnikovd matice po eliminaci ndm na pocitaci vyjde

€ 1 € 1
U:lo 1—1/61%“ —1/61'

Vyndsobime-li ale nyni matice L a U ziskané na pocitaci, dostaneme

e 1
LU:l1 Ol#A.

Pouziti malého prvku a tim pddem wvelkého multiplikdtoru zpusobilo velkou
ztrdtu informace ve visledné matici U.

Prehodime-li radky, bude nyni hlavni prvek roven 1 a odpovidajici multiplikdtor

bude —e, takze
10
L- [ : 1].

Jako vyslednd horni trojihelnikovd matice ndm na pocitaci tentokrdt vyjde

1 1 11
U_lo 1—61”[0 1]'
Vyndsobenim takto ziskangch matic L a U nyni dostaneme
11
LU = l e 1 1 ’
cozZ je presné puvodni matice A s prehozenymi rddky.

D4 se ukazat, ze prehazovani radk béhem primého chodu Gaussovy eliminace
se da shrnout jako provedeni jedné permutacni transformace na pavodni matici
a ze tedy na rozdil od pfimého LU rozkladu matice A, ktery nemusi vzdy
existovat (viz vyse), ke kazdé ¢tvercové matici A existuje permutacéni matice
P tak, ze k permutované matici 1ze LU rozklad nalézt, tedy

PA =LU.

Algoritmus LU rozkladu popsany v predchozim odstavci se pii vybéru hlav-
nich prvka prili§ neméni, je tfeba si pouze uvédomit, ze nyni misto soustavy
Ax = b tesime ekvivalentni soustavu PAx = Pb. Po ziskidni LU rozkladu
matice PA (matice P vlastné vznikd teprve béhem tohoto rozkladu) nejprve
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fesime soustavu Lz — Pb s dolni trojuhelnikovou matici pifimou substituci a
poté fesime zpétnou substituci soustavu Ux = z s horni trojihelnikovou ma-
tici. V numerické linedrni algebre se ukazuje, ze existuji tiidy matic, pro které
je vybér hlavniho prvku zbytec¢né provadét a kde tedy vyse uvedena permu-
ta¢ni matice je jednotkova. Patti se napiiklad pozitivné definitni symetrické
matice, s nimiz se ¢asto setkdavame v odborné praxi. Pro nedostatek mista zde
explicitné algoritmus LU rozkladu s vybérem hlavniho prvku neuvadime.

Priklad 10.11 (Gaussova eliminace s ¢astecnou pivotaci). V Prikladu 10.8
jsme mepouzivali permutace rddki a v dusledku toho byly nékteré multiplikd-
tory vétsi neZ jedna. Jako ilustraci nyni tento priklad zopakujeme, ale budeme
tentokrdat pouzivat castecny viybér hlavniho prvku.

Soustava, kterou jsme resili v Prikladu 10.8, je

1 2 2 T 3
Ax=|4 4 2 To | = 6 | =b
4 6 4 T3 10
a jeji rozsirend matice je
1 2 2| 3
4 4 2| 6
4 6 4|10

Nejvétsi prvek v pronim sloupci je 4, takzZe prohodime prvni dva rddky a per-
mutovand rozsirend matice bude

4 4 2| 6
1 2 2] 3
4 6 4|10

Abychom vynulovali proky pod diagondlou v pronim sloupci, odecteme od dru-
hého radku 0,25 krat prvni rddek a od tretiho rddku proni rddek krdt jedna.
jako transformovanou matici tak dostaneme

4 4 2| 6
01 15|15
0 2 4

Posledni prvek pod diagondlou v druhém sloupct je 2, takZe prehodime posledni
dva tadky a dostaneme tak opét permutovanou matici

4 4 2 6
0 2 2 4
01 5
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Abychom vynulovali subdiagondlni prvek ve druhém sloupci, odecteme od tre-
ttho tadku 1/2-ndsobek druhého ridku a dostaneme tak konecny tvar vyelimi-
nované matice jako

4 4 2 6
02 2 4
00 05]|-05

Prevedli jsme tak puvodni soustavu rovnic na ekvivalentni soustavu rovnic §
horni trojuhelnikovou matici, kterou mizeme nyni vyresit zpétnou substituct a
dostdvame tak stejné jako v Prikladu 10.8

-1
X = 3
-1

Pro zajemce uvadime jesté vysledek ve formé LU rozkladu. Vysledna permu-
tacni matice je

010
P=]10 01
1 00
a mame
1 0 0 4 4 2
PA = 1 1 0 0 2 2 = LU.
0,25 0,5 1 0 0 05

10.3 Dodatky

Numerické chyby pfi Gaussové eliminaci

Jak jsme jiz uvedli v Odstavci 10.1, plati pro relativni reziduum vypocitaného
feSeni nerovnost

el IE]
IA[- =]~ Al
kde E je zpétnd chyba v matici A. Ale jak velkd asi bude ||E|| pti praktic-

kych vypoctech? V numerické linearni algebte se ukazuje, ze pro LU rozklad
Gaussovou eliminaci plati odhad tvaru

1E]

m < P €mach
kde p se nazyva rustovy faktor a ey, je strojové epsilon charakterizujici
presnost pocitacové aritmetiky. V Matlabu je standardné strojové epsilon k
dispozici jako proménné eps a je fadové velikosti 10716, Pokud jde o riistovy
faktor, je to pomér nejvétsiho prvku matice U k nejvétsimu prvku matice A
brany v absolutnich hodnotach.
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Pokud neprovadime vybér hlavniho prvku, muze byt tento faktor p libovolné
velky, a tim padem neni Gaussova elimina¢ni metoda bez pivotace obecné nu-
mericky stabilni (nemusi poskytovat malou zpétnou chybu). Pokud provadime
Castecny vybér hlavniho prvku, mize byt ristovy faktor teoreticky velikosti
271 (protoze v nejhorsim mozném piipadé se velikost prvki miize v kaz-
dém kroku eliminace zdvojnasobit), ale takové chovani Gaussovy eliminacni
metody je v praxi nesmirné vzacné. V prakticky fesenych piikladech dochézi
pri ¢astecném vybéru hlavnich prvkia pouze k malému nebo zZadnému ristu
mezivysledku, takze se d4 priblizné brat jako odhad zpétné chyby

Bl g,
A T et

Tento vztah znamen4, Ze prii feseni soustav linedrnich rovnic Gaussovou elimi-
naci s ¢asteCnym vybérem hlavniho prvku témeér vzdy dostavame velmi mala
relativni rezidua, a to bez ohledu na to, jak Spatné podminénd fesend soustava
je. Malé relativni reziduum tak nutné neznamena, ze jsme ziskali presny vy-
sledek; to plati pouze u dobte podminénych soustav. Doporucujeme ¢tenafi,
aby se v této souvislosti znovu podival na Priklad ?7.

Metoda LU rozkladu na pocitaci

Existuje nékolik zplisobil jak implementovat metodu LU rozkladu na pocitaci,
které se lisi v prvé fadé tim, jak se pristupuje k prvkim matice A (po fadcich
nebo po sloupcich). Uéinnost téchto implementaci se na daném pocitaéi mize
vyrazné lisit a jedna a ta sama implementace se muze na ruznych vypocet-
nich systémech chovat rizné. Nékteré z variant Gaussovy elimina¢ni metody
si dokonce vyslouzily vlastni pojmenovani, takze mame naptiklad Croutovu
metodu nebo Doolittlovu metodu. Specidlni varianta metody LU rozkladu
pro feSeni soustav rovnic s tridiagonalnimi maticemi byva v inzenyrské praxi
casto nazyvana Thomasovym algoritmem. Jakkoli se ale riizné implementace
LU rozkladu mohou vyznamneé lisit co do vykonnosti, produkuji pro danou
matici A v podstaté tentyz vysledny rozklad.

Pokud jde o hospodareni s paméti, je bézné, ze vytvarené trojuhelnikové fak-
tory postupné prepisuji puvodni prvky matice A. Prostorové to presné vy-
chézi, protoze matice L ma na diagondle jednicky a ty neni tfeba ukladat.

Aby se minimalizoval fyzicky pohyb dat, neprovadi se prehazovani radka pri
vybéru hlavnich prvkia explicitné. Misto toho Fadky zustavaji na svych pu-
vodnich mistech, ale k zaznamenavani jejich poradi se pouziva pomocny celo-
Ciselny vektor indext. Je totiz zfejmé, ze konecény efekt vsech zamén radki je
pouze néjaka permutace cisel 1,...,n.

V Matlabu je algoritmus metody LU rozkladu s ¢asteénym vybérem hlavniho

prvku (véetné Feseni obou trojihelnikovych soustav) zabudovan do operdtoru \
(zpétné lomitko, angl. backslash). Reseni soustavy rovnic Ax = b zapisujeme
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v Matlabu jako x = A\b. Matlab ma také k dispozici funkci inv pro vypocet
inverzni matice. Vyslovné ale upozornujeme, ze pocitat feseni soustavy jako x
= inv(A) *b je zcela nespravné. Takovyto zpisob vypoctu je totiz podstatné
pracnéjsi nez pouziti zpétného lomitka a je také horsi z hlediska numerické
stability, zejména u vétsich matic. Zapis x = A~ !b je tedy uzitecny pouze v
teoretickych tivahach na papire.

Vypocetni slozitost reSeni linearnich soustav

Vypocet LU rozkladu matice fadu n Gaussovou eliminaci vyzaduje zhruba
n3 /3 nasobeni v pohyblivé fadové ¢arce a zhruba stejny’ pocet séitani. ReSenf
vzniklych trojihelnikovych soustav pro jednu pravou stranu si vyzada asi n?
nasobeni a podobny pocet sc¢itani. Jestlize tedy fad matice n roste, zacne v
celkové vypocetni praci stale vice prevladat konstrukce LU rozkladu.

7 hlediska vypocetni slozitosti je vypocet inverzni matice samotné asi trikrat
rému je tfeba se pri vypoctech reseni soustav vyhnout, je Cramerovo pravidlo,
v némz se kazda slozka feseni pocita jako podil dvou determinanti. Pro vétsi
matice (uz jisté od fadu dvacet) je tento postup pfimo astronomicky narocny
na vypocetni praci a Cramerovo pravidlo se tak da pouzit bud u matic velmi
malého rddu nebo v teoretické linedrni algebre.
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KAPITOLA

Aproximace a interpolace

11.1 Numerické ulohy v analyze a aproximace funkci

Predmétem studia matematické analyzy jsou funkce a operace s nimi. Typic-
kymi tlohami matematické analyzy jsou napriklad vypocet integralu z dané
funkce pres dany interval, vypocet hodnoty derivace, Teseni diferencidlnich
rovnic nebo i pouhé stanoveni hodnoty funkce v nékterém bodé. Pro lohy
matematické analyzy je charakteristické, ze zpravidla nejde o numerické tlohy,
tj. takové tlohy, kde vstupni i vystupni data jsou vektory o konetném poctu
slozek. ProtoZze na poc¢itac¢i mizeme primo modelovat (naprogramovat) pouze
ulohy numerické (prikladem mohou slouzit ulohy linearni algebry, viz Pred-
naska 11), byva pri feSeni tiloh matematické analyzy na pocitaci nezbytnym
pripravnym krokem priblizné nahrazeni (aproximace) dané matematické tlohy
ulohou numerickou. Numerické metody matematické analyzy maji proto po-
nékud jiny charakter nez numerické metody algebry.

Obsah této prednasky je podobné, ale mnohem podrobnéji vylozen v uc¢ebni-
cich [2], [3] a skriptech [4]. Zajemce najde jiny styl vykladu a dalsi podrobnosti
napiiklad v Heathové ucebnici [1].

Aproximace funkci

Jednim ze zakladnich tikoldi numerickych metod matematické analyzy je stu-
dium aproximaci funkci. Pfi numerickém feseni tloh matematické analyzy
totiz Casto nahrazujeme danou funkci f, vystupujici v feSené matematické
tloze, jinou funkci ¢, kterd v néjakém vhodném smyslu napodobuje funkci
f a snadno se pritom matematicky zpracovava ¢i modeluje na pocitaci. Tuto
funkci ¢ pak nazyvime aproximaci (pfiblizenim) funkce f.
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Oblasti matematiky, v nichz pouzivame aproximace, jsou znac¢né riznorodé. V
této prednasce se budeme zabyvat pouze témi tilohami matematické analyzy,
jejichz vstupnimi a vystupnimi daty jsou realné funkce jedné redlné proménné.
Jiz pouhy vypocet funkénich hodnot takovych funkei na pocitaci se provadi
uzitim aproximaci ¢, jejichz hodnoty se daji vypocitat pomoci kone¢ného po-
¢tu aritmetickych a logickych operaci. Typicky se zde pouzivaji polynomy
nebo racionalni funkce; to jsou totiz nejobecnéjsi funkce, jejichz hodnoty se
daji na pocitaci primo vy¢islit pomoci koneéného poctu operaci. Tyto apro-
ximace jsou ovsem pro radu funkci jiz zabudovany do vypocetniho systému a
uzivatel pocitace si casto ani neuvédomuje, ze pise-li ve svém programu napii-
klad y = sin(x), nahrazuje vypocet hodnoty funkce sin z vypoctem hodnoty
jistého polynomu, aproximace.

V této pfednasce se z ¢asovych diivodii omezime pouze na aproximace pomoci
polynomu. Nebudeme se zde zabyvat napriklad aproximacemi pomoci racio-
nalnich funkei, jakkoli maji své vyhody (a nevyhody) a v poslednich letech se
jim vénuje v numerické matematice zna¢nd pozornost. Podobné vynechavame
aproximace pomoci trigonometrickych polynomi a Fourierovu analyzu vibec.

Typickym prikladem pouziti aproximaci v matematické analyze jsou také nu-
merické metody pro vypocet urcitého integralu z funkce f. Zde nahrazujeme
funkci f funkei ¢, kterd se snadno integruje, napiiklad polynomem. Dalsi ob-
lasti numerické matematiky zalozenou na uziti aproximaci je zpracovani vy-
sledkt métfeni. Hledame tu zpravidla jednoduchy analyticky vyraz vyjadiujici
(priblizné) funkéni zavislost, zadanou tabulkou naméfenych hodnot.

Pr1i pouziti aproximaci tedy misto ptivodni ulohy, ve které vystupovala funkce
f, Tesime tlohu, v niz misto f vystupuje jeji aproximace ¢. To ma ovSsem za
nasledek, ze vysledkem vypoétu nebude piesné feseni pivodni tlohy. Ukolem
numerickych metod analyzy je proto také zkoumat, co mizeme fici o odchylce
ziskaného priblizného feseni od presného (teoretického) Feseni dané tilohy. Ta-
kové odchylce se rika chyba aproximace.

Tridy aproximujicich funkci

V celé této prednisce se budeme zabyvat aproximacemi spojitych redlnych
funkei jedné redlné proménné. Pii vybéru vhodné aproximace postupujeme v
numerické analyze tak, ze nejprve predem zvolime tvar aproximujici funkce, ve
kterém vystupuji nékteré proménné parametry, a hodnoty téchto parametri se
pak snazime urcit tak, aby ziskana aproximace vyhovovala nasim konkrétnim
pozadavkim.

Obecné se pri hledani vhodné aproximace velmi ¢asto postupuje takto nasle-
dujicim zptsobem. Zvolime nejprve pevné systém jednoduchych bazovych
funkci g, @1, ..., @, takovych, které se snadno matematicky zpracovavaji
nebo se s nimi dobfe pracuje na pocitaci, a danou funkci f pak aproximujeme
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linearni kombinaci ¢ téchto zdkladnich funkei. Klademe tedy

o(x) = copo(x) + crp1(x) + -+ - + cpon(T). (11.1)

Otéazka volby aproximace k funkci f se tak prevadi na urceni hodnot para-
metria ¢, c1, ..., c, podle néjakého kritéria vhodného pro tu ¢i onu konkrétni
ulohu. Protoze aproximace ¢ dana uvedenym vyrazem zavisi na parametrech
€o,C1,- .., Cp linedrné, rikame o ni, ze je linearniho typu. Pri pevnych bazo-
vych funkcich nazyvime mnozinu vSech moznych jejich linearnich kombinaci
tfidou aproximujicich funkci (linedrniho typu).

Priklady ¢asto pouzivanych bazovych funkci jsou

1. 1,z,22%,..., 2",

2. 1,2 — 29, (x —x0)?,..., (z — 20)", T pevné,
3. 1,cosa,sinzx,...,cos Lz,sin Lz (n = 2L),

4. 1,e% e2% . eln? (i2 = —1).

Béazové funkce uvedené v bodech 1 a 2 vytvareji tfidu polynomi stupné
nejvyse n. Pro bazové funkce uvedené v bodech 3 a 4 se aproximujici funkce
linearniho typu nazyvaji trigonometrické polynomy.

Prikladem tiid aproximujicich funkci, které nejsou linearniho typu, jsou tiidy
raciondlnich funkei (to jsou podily dvou polynomi). Diky tomu, Ze tyto funkce
zaviseji na svych parametrech nelinedrné, je teorie a praxe takovych aproxi-

vvvvv

vsak aproximace nelinedrniho typu davaji velmi dobré vysledky.
Vybér aproximujici funkce

Definice 11.1 (Chyba aproximace). Budiz f dand funkce a ¢ jeji aproximace
na intervalu [a,b]. Funkci E danou pro x € [a,b] vztahem

budeme nazyvat chybou aproximace.

Chceme-li vybrat funkci ¢ z dané tridy aproximujicich funkei tak, aby byla
dobrou aproximaci funkce f, budeme se jisté snazit o to, aby byla chyba
aproximace v néjakém smyslu mala. Ve vétsiné tuloh nas pritom prakticky
nezajimé znaménko chyby a pri posuzovani kvality aproximace tak pracujeme
pouze s jeji absolutni hodnotou |E(z)| = |f(x) — ¢(z)].

Moznosti, jak posuzovat (,,mérit“) velikost funkce E na intervalu [a, b], je ale
celd fada. V prvni fadé je, podobné jako tomu bylo u vektori, potfeba pfesné
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Obréazek 11.1: Pvodni funkce f(z) = /= a jeji nejlepsi Cebysevova a Lo-
aproximace

Fici, co rozumime ,velikosti* funkce. Pojem absolutni hodnoty ¢isla se tak
podobné jako tomu bylo u vektort rozsiruje na pojem normy funkce. Normu
funkce F' oznacujeme || F'|| a nékteré pouzivané normy zavedeme v pristich
odstavcich. Jakou konkrétné zvolime normu v daném piipadé zavisi na tom,
jaké pozadavky na velikost chyby v feSené tloze klademe. Muzeme napiiklad
pozadovat, aby maximalni hodnota |F(z)| na intervalu [a,b] byla mensi nez
néjaké dané cislo . Jindy pro nds muze byt dulezitd velikost |E(x)| pouze
v nékterych bodech intervalu [a,b]. Muzeme tfeba pozadovat, aby byl maly
integrél z funkce |E(x)| pres cely interval [a, b]. A jsou i dalsi mozné pristupy.
To, jakym zplisobem budeme chybu aproximace mérit, zavisi tedy do znacné
miry na nasi libovali. Volbu vhodného kritéria pro méreni velikosti chyby,
podle néhoz chybu méfime v té ¢i oné normé, pak provadime s prihlédnutim
k resené matematické tloze a zpusobu zadani funkce f.

Priklad 11.1 (Nejlepsi aproximace: spojity pripad). UkdzZeme, Ze nejlepsi
aproximace se mohou pro ruzné normy pouzité k méreni chyby aproximace
podstatné lisit. Postup odvozeni nejlepsich aproximaci jsme zde nuceni vy-
nechat, uwvddime pouze visledky. Uvedeme zde dvé riuzné nejlepsi aproximace
funkce f(x) = +/x na intervalu [0,1] polynomem pruniho stupné. Jako bdzové
funkce tedy volime po(x) = 1, ¢1(x) = = a nejlepsi aproximace hledime ve
tride funkci tvaru o(x) = co + c1z.

Nejlepsi Cebysevova aprovimace %, md tvar o’ (z) = = + % a Cebysevova
norma jeji chyby je || E||« = 0,125. Nejlepsi Lo-aprozimace ¢} md tvar @7 (z) =
%x + % a Lo-norma jeji chyby je 0,0471. Muze bijt zajimavé nakreslit si graf
aproximované funkce i obou nejlepsich aproximact — pro kontrolu jej k nahléd-
nuti wvddime na Obrdzku 11.1.

Za zminku stoji jesté to, Ze Lo-norma chyby Cebysevovy aprozimace je 0,0854
a Cebysevova norma nejlepsi Lo-aprozimace je 0,267. Vidime tedy, Ze pri hle-
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dani optimdlni aproximace zretelné zdlezi na nasem hledisku, tj. na poZadav-
cich, které na hledanou aproximaci klademe.

Méreni chyby aproximace: diskrétni pripad

Funkce f, kterou chceme aproximovat, miize byt zaddna riznymi zptsoby. V
praxi je velmi Casty pripad, kdy je funkce f ddna tabulkou

{(:L’i, f(l’l)),l = 0, 1, NN ,m}

m + 1 funkénich hodnot f(z;) v bodech z; € [a,b]. V takovych pfipadech mé-
rime chybu aproximace diskrétnimi obdobami kritérii popsanych pro spojity
pripad, v nichz vystupuje pouze dany konecny pocet hodnot funkce f. Spojité
p-normy pouzivané ve spojitém pripadé tak prechazeji v diskrétni p-normy
dané jako

m 1/p
IF1l = <Z !F(wi)\p> , p>1.
=0

7 téchto norem se v praxi opét velmi ¢asto pouzivaji predevsim dvé néasledujici
diskrétni normy pro p = 2 a p = oo. Prvni z nich, nazyvana obvykle opét Lo-
norma, je tedy

m 1/2
[F[[3" = (Z IF(w)|2> :
i=0

Dalsi hojné pouzivanou normou je diskrétni nekonecno-norma, které se také
tika diskrétni Cebysevova norma a kterd je vlastné limitou diskrétnich p-norem
pri p — oco. Je ddna vztahem

IFIZ = max [F(zi).

—Usdyees

Jako méritko kvality aproximace se tedy v diskrétnim pripadé miize uzit na-
priklad veli¢ina

IENS = lf = wllse = ,_max [f(zi) = ()]

i=0,1,...,m
Nejlepsi aproximace ve smyslu této normy se casto nazyva diskrétni Ceby-
sevova aproximace. V diskrétnim pripadé se CebySevova norma prilis ¢asto

nepouziva. Podle naseho nézoru se v diskrétnim pripadé ¢tenar castéji setka
s méfenim chyby v Lo-normé, kterd je zde dana vztahem

m 1/2
IElS" = 1If = olls" = (Z |f (i) — <P(ﬂ%)|2> :

=0
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Tato norma nijak nezdiraznuje maximalni absolutni hodnotu chyby aproxi-
mace a da se o ni opét fici, ze vyjadruje jakousi stfedni hodnotu chyby. Nej-
lepsi aproximaci ve smyslu této normy se riké také aproximace metodou
nejmensich ¢tvercua.

Poznamenavame jesté na zaveér, ze vsechny zde uvedené normy maji opét stejné
zékladni vlastnosti, jako mély vektorové normy uvedené v Kapitole 10. Dis-
krétni normy jsou totiz vlastné vektorové normy vektort funkénich hodnot
v tabulkovych bodech. Presto, ze vektorové normy jsou ve smyslu uvedeném
v Kapitole 10 ekvivalentni, nejsou nejlepsi aproximace sestrojené v rtiznych
normach obecné identické.

Jak jesté uvidime, ve specidlnim pripadé n = m muze byt diskrétni norma
chyby aproximace nulova, aniz by nutné platila rovnost ¢ = f jako funkci
na celém intervalu [a,b]. Nulovost diskrétni p-normy chyby ovSem znamena
nulovost vSech séitancu, a v takovém pripadé tedy plati p(x;) = f(x;),i =
0,1,...,m. Interpolace s touto vlastnosti se pak nazyva interpola¢ni apro-
ximace. Poznamenavame, Ze o chovani interpola¢ni aproximace mezi tabul-
kovymi body vSak samotné nulovost diskrétni normy chyby nic nefika.

Priklad 11.2 (Nejlepsi aproximace: diskrétni p¥ipad). Budeme opét vyset-
Tovat aproximaci funkce f(x) = \/xr na intervalu [0,1] polynomem proniho
stupné. Funkce f necht je nyni zaddna tabulkou.

Mdame-li funkci f zaddnu tabulkou hodnot v bodech xg = 0 a x1 = 1 , takZe
f(zo) =0, f(z1) = 1, md nejlepsi diskrétni Lao-aprozimace 5 tvar @7 (v) = x.

Ze je ¢}, nejlepsi aproximace, je ihned vidét z toho, Ze pro jeji chybu E plati

1 1/2
1EI3 = I - ilh = (Z ) - @E(%)F) )

i=0
Jde tedy o interpolacni aproximaci.

Bude-li funkce f zaddna tabulkou hodnot ve trech bodech xog = 0,11 = %,xz =
1, bude mit nejlepsi diskrétni Lay-aprozimace ¢} tvar ¢ (x) = x + %(ﬁ -1).
Diskrétni norma chyby této aproximace jZ bude nenulovd (kladnd). Aproximace
neni interpolacni.

11.2 Aproximace interpola¢nim polynomem

Jako aproximace funkci se v numerické matematice velmi ¢asto pouzivaji poly-
nomy. Divodi pro pouzivani polynomidlnich aproximaci je celd fada [1]. Patii
sem predevsim to, ze polynomy se daji plné popsat konecnym poctem tudaju
(stupen, koeficienty) a ze se jejich hodnoty daji bez problému pocitat konec-
nym poctem aritmetickych operaci. Dalsim divodem pro uzivani polynomt je
to, Ze se s nimi snadno matematicky pracuje (derivovani, integrovani). Navic,
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jak jsme jiz uvedli v Prednasce 10 o numerické integraci, plati pro polynomy
Weierstrassova véta, ktera v podstaté tika, ze pomoci vhodné vybranych po-
lynomd muzeme spojitou funkci aproximovat s libovolné vysokou presnosti.
Upozornujeme jesté na to, ze mnohé vysledky, které uviadime v této kapitole
pro interpola¢ni aproximace pomoci polynomu, si zachovavaji platnost i pro
jiné tridy interpola¢nich aproximaci linedrniho typu (napf. trigonometrické
polynomy).

Obecné o interpolacni aproximaci

Predstavme si, ze mame ddnu nésledujici tabulku dat:

t]1,0 20 30 40 50 6,0
y| 1,9 27 48 53 71 94

Takova data mohou byt vysledkem laboratornich méreni, pricemz ¢ by mohlo
predstavovat ¢as nebo teplotu a y by mohlo predstavovat vzdalenost nebo tlak.
Nebo by uvedend data mohla predstavovat méreni néjakého prirodniho jevu,
jako je treba populace néjakého ohrozeného druhu ¢i kiivku zafeni supernovy
v case. Nebo by data mohla predstavovat ceny akcii v rtiznych dnech nebo
thrny prodeji za urcita obdobi. A data by mohla také predstavovat hodnoty
néjaké matematické funkce pro rizné argumenty.

U takovych dat existuje zde fada véci, které bychom s nimi mohli chtit délat.
Mohli bychom chtit vynést data do grafu a nakreslit hladkou kfivku procha-
zejici tabulkovymi body. Mohli bychom chtit néjak odhadnou hodnoty dat
mezi tabulkovymi body nebo predpovédét hodnoty pro t lezici vné tabulky.
Pokud data reprezentuji néjaky fyzikalni jev, tfeba populaci, mohli bychom
chtit stanovit nékteré dulezité parametry, tieba tedy rust poc¢tu narozenych
a zemfelych jedincid. Pokud tabulkova data reprezentuji hodnoty jisté ma-
tematické funkce, mohli bychom chtit najit priblizné hodnoty derivace nebo
integralu, popripadé rychle vypocitat hodnotu funkce pro dany argument.

V této prednasce se budeme zabyvat tim, jak takova diskrétni data vyjadrit
pomoci pomérné jednoduchych funkci, s nimiz se pak dd snadno manipulo-
vat. Budeme se pritom nejprve snazit o to, aby tyto jednoduché funkce nejen
aproximovaly celkovy trend tabulkovych dat, ale aby pifimo prochéazely ta-
bulkovymi body, coz znamend, ze aproximujici funkce musi nabyvat hodnot
danych tabulkou presné. Znamena to, Ze diskrétni normy chyby aproximace
brané pres tabulkové body budou rovny nule a budeme tedy hledat nejlepsi
aproximace ve smyslu téchto norem. Takovym funkcim se fika interpolanty.
S interpolantami jsme se vlastné jiz v minulych pfednaskéch setkali. Tak tieba
v metodé secen pro reseni nelinearnich rovnic jsme prokladali primku dvéma
funkénimi hodnotami. Nebo, i kdyz jsme to podrobné nepopisovali, je Simp-
sonovo pravidlo pro numericky vypocet integralu vysledkem toho, ze tremi
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hodnotami integrované funkce prolozime kvadraticky polynom. Pokusime se
nyni podat zde obecnéjsi a systematicky pohled na problematiku interpolace.

Uvidime, Ze interpola¢ni polynom stupné nejvyse n se da k tabulkovym bodum
jednoznacné sestrojit tehdy a jen tehdy, pokud je téchto bodt pravé n +
1. Budeme tedy predpokladat, ze funkce f, kterou chceme aproximovat, je
déna pouze svymi hodnotami v n + 1 bodech zg, z1, ..., 2z, a ze chceme najit
aproximaci ¢ takovou, kterd bude co nejlépe napodobovat chovani funkce f
v okoli vsech téchto bodu. O tabulkovych bodech z;,7 = 0,1,...,n, v nichz
jsou zaddny (tabelovany) hodnoty f(z;), zde budeme predpokladat, ze jsou
navzajem ruzné, a budeme jim fikat uzly interpolace nebo interpolaéni
uzly. O interpolaci tedy hovotfime tehdy, jestlize se aproximujici funkci ¢
snazime volit tak, aby platilo

o(z;) = f(z;), i=0,1,...,n,

a aby tedy presné nabyvala zadanych funkénich hodnot. Uvedenym podmin-
kam se rikd interpolacni podminky.

Pokud se nechceme omezit pouze na interpola¢ni polynomy, muzeme tlohu
o interpolaci chapat i obecnéji. Postupujeme tak, ze nejprve stanovime — s
prihlédnutim k predpoklddanym vlastnostem tabelované funkce f — vhodnou
tridu aproximujicich funkci, v nizZ budeme aproximaci ¢ hledat. Prakticky to
znamend, ze vybereme vhodnou soustavu bazovych funkci. Pro polynomialni
interpolaci jsou cCasto pouzivany jako bazové funkce monomy, tedy funkce
1,z,22,...,2" i kdyZ to neni jedind mozné volba. Konkrétni aproximujici
funkci z vybrané tiidy, tedy vlastné koeficienty v jejim vyjadieni jako line-
arni kombinace bazovych funkci, pak vybereme na zakladé vstupnich dat nasi
ulohy, tedy pomoci interpola¢nich podminek. Protoze vstupni data nasi dlohu
jsou dana konecnou tabulkou a vystupni data jsou dana koneénym poctem
koeficientu cq, c1,...,cp, je Gloha o interpolaci numerickou tlohou. Uvidime,
Ze interpola¢ni aproximace se pri pevné danych bazovych funkcich dé najit v
kone¢ném poctu krokt.

Jak jsme jiz poznamenali, interpolaéni aproximace ¢ minimalizuje v uvazo-
vané tridé aproximujicich funkci generované n bazovymi funkcemi diskrétni
normy [|E[|;* s m = n pro libovolné p > 1, nebot tyto diskrétni normy jsou
u interpolacnich aproximaci rovny nule. K otazce existence a jednoznacnosti
interpola¢nich aproximaci se za okamzik vratime, nyni zde ale u¢inime jesté
nékolik poznamek.

Tak predevsim jsme v Piikladu 11.2 vlastné pron = 1,29 = 0,21 = 1 uvedli
interpola¢ni aproximaci funkce f(z) = /x. Skuteéné, nejlepsi diskrétni Lo-
aproximace @7 (z) = z z tohoto prikladu splnuje interpola¢ni podminky z; =
Vit = 0,1, a je tedy soucasné interpolacni aproximaci ze tfidy polynomi
nejvyse prvniho stupné.
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Ackoliv je interpolace mocnym nastrojem vypoctové matematiky, neni pozada-
vek presného splnéni interpolacnich podminek vzdy opravnény. Tak napiiklad,
pokud jsou vstupni data zatiZena chybami méfeni nebo jinym vyznamnym
zdrojem chyb, je obvykle namisté dat prednost vyhlazeni takového mozného
Sumu postupem, ktery se pouzivd v metodé nejmensich ¢tvercu, tedy apro-
ximovat n + 1 tabulovych dat aproximujici funkci, kterd ma méné nez n + 1
volnych parametri ¢; (tedy naptiklad polynomem stupné m < n). Chyba nej-
lepsi aproximace je zde pak obecné nenulové, kladna. Priklad takové nejlepsi
Lo-aproximace funkce /2 jsme uvedli opét v Pikladu 11.2 prom =2an = 1.

Podobné se interpolac¢ni aproximace obecné nepouzivaji v softwarovych knihov-
nach pro vypocet elementarnich a specidlnich funkci, které jsou zahrnuty do
vétsiny programovacich jazykiu (véetné Matlabu). V takové situaci je totiz
dtlezité, aby aproximujici funkce byla blizkd aproximované funkci ve vsech
bodech intervalu [a, b], a neni pfitom podstatné, aby se této funkci v nékolika
vybranych bodech pfimo presné rovnala. Pouziva se zde tedy spiSe spojita
Cebysevova aproximace.

Je dobré si uvédomit, Ze ve vétsiné interpolac¢nich problémt je jista libovile,
protoze k daném souboru tabulkovych dat muze existovat mnoho interpolant.
I kdyz vyzadujeme splnéni interpolacnich podminek, ziistava zde jesté rada
otevienych otazek:

e Jak ma viibec interpolanta vypadat, tj. jakou t¥idu aproximujicich funkei
mame pouzit? Tady nam leckdy mohou pomoci vhodné matematické
nebo fyzikalni tvahy.

e Jak by se méla interpolanta chovat mezi tabulkovymi body?

e Me¢éla by interpolanta zachovavat nékteré vlastnosti dat, tfeba jejich mo-
noténii, konvexnost nebo periodicitu?

e Zajimaji nas primarné hodnoty koeficientu c¢;, které pri zvolenych ba-
zovych funkcich definuji interpolacni aproximaci, nebo nam jde spise o
vyhodny vypocet hodnot interpolanty pro jeji vykreslovani ¢i podobné
ucely?

e Pokud se tabulkova data a pribéh interpolanty vynesou do grafu, ma
byt tento graf vizudlné uspokojivy?

Volba tiidy aproximujicich funkci tak pri interpolaci zavisi nejen na datech,
ktera chceme popsat, ale i na odpovédich na takové otazky. Vybér interpolaéni
aproximace je obvykle zaloZen na tom,

e jak snadno se s interpolantou pracuje (jde tu o uréeni koeficienti z da-
nych tabulkovych dat, vypocet hodnot mimo tabulkové body, derivovani
nebo integrace interpolanty atd.),



172 KAPITOLA 11. APROXIMACE A INTERPOLACE

e jak dobfe souhlasi vlastnosti interpolanty s vlastnostmi tabulkovych dat
(hladkost, monoténie, konvexita, periodicita atd.).

Nékteré bézné tridy aproximujicich funkci, které se k interpolaci vyuzivaji,
jsou

e polynomy,

funkee, které jsou po ¢astech polynomy (splajny),

trigonometrické funkce,

exponencialni funkce,

racionalni funkce.

Jak jsme jiz uvedli, v této prednasce se kromé urcitych tvah na obecné trovni
soustiedime vyhradné na interpolaci jednorozmérnych dat prostfednictvim po-
lynomu. Jiné moznosti jsou k nalezeni v literatute [2, 3, 4, 1].

Existence, jednoznaénost a podminénost

Otéazka existence a jednoznacCnosti interpolacni aproximace se, jak uvidime,
vlastné redukuje na to, zda pocet volnych parametrii v obecné funkci z dané
uvazované tiidy aproximaci souhlasi s poc¢tem uzli interpolace. Neni-li tomu
tak, pak bud interpolanta obecné neexistuje (parametri méné nez uzli) nebo
neni uréena jednoznacné (parametri vice nez uzli). Omezime se proto v dalsim
na situaci, kdy pocet uzli i volnych parametri je stejny, tedy n + 1.

Jak jsme uvedli jiz v ivodu, pfi daném souboru tabulkovych dat {(z;, f(x;)),i =
0,1,...,n} (v souladu s predchozim bereme nyni m = n) vybirdme interpo-
lantu z tridy funkci, které jsou linedrnimi kombinacemi danych bazovych
funkci ¢g, @1, ..., @n. Hledana interpola¢ni aproximace ¢ tedy bude mit tvar

fl@) = cpil),
i=0

kde ¢; jsou volné parametry, které je treba urcit tak, aby byly splnény inter-
pola¢ni podminky. Pro dana tabulkova data tedy pozadujeme, aby platilo

plai) =Y _cipi(zs) = f(aj) =y;, §=0,1,....n,
=0

coz je ale soustava n + 1 linearnich algebraickych rovnic pro n + 1 nezndmych
c,1=0,1,...,n, kterd se da v maticovém tvaru zapsat jako

Ac=y, (11.2)



11.2. INTERPOLACE 173

kde prvky ¢tvercové matice A fadu n + 1 jsou dany jako a;; = ¢j_1(xi—1)
(tj. aij je hodnota j — 1-té bazové funkce v ¢ — 1-tém uzlu), slozky vektoru
pravych stran y jsou znamé data y; = f(z;—1), a slozky vektoru neznamych
c jsou hledané koeficienty c;.

Existence a jednoznac¢nost feSeni dané soustavy nyni zavisi pouze na tom, zda
je matice soustavy A regularni. V takovém pripadé ziejmé interpolac¢ni apro-
ximace existuje a je jedind, jakkoli jeji konkrétni tvar zavisi na tom, jak jsme
konkrétné zvolili bazové funkce. A podobné, citlivost feseni ¢ na poruchy v
datech zavisi na podminénosti matice A. Uvazujeme-li néjakou predem danou
tfidu funkei (tfeba polynomy stupné nejvyse n), pak pro ni muze existovat i
fada rtznych systémi bazovych funkci. Konkrétni volba bazovych funkci pak
ovliviiuje nejen podminénost soustavy Ac =y, ale také objem préace potiebné
k jejimu vyfeSeni a snadnost vypoc¢tu hodnot interpolanty ¢i jinych manipulaci
s ni. Nyni jiz se budeme zabyvat pouze konkrétné polynomialni interpolaci.
Jakkoli se zde pritom jsme nuceni omezit pouze na dva pripady systému ba-
zovych funkci, upozornujeme, ze existuji a pouzivaji se i jiné pristupy, s nimz
se lze sezndmit v literatute [2, 3, 4, 1].

Monomy jako interpolac¢ni bazové funkce

Protoze interpola¢ni podminky predstavuji n + 1 podminek na aproximujici
funkci, muzeme ocCekavat, ze jednou z vhodnych tiid aproximujicich funkci
bude tiida polynomi stupné nejvyse n, které maji n + 1 koeficienti. Nejpri-
rozenéjsi systém bazovych funkei pro tuto t¥idu tvoti prvnich n + 1 monomi,
tedy funkci

i

oi(z) =2, i=0,1,...,n.

Kazd4 linearni kombinace téchto bazovych funkci je polynom
pn(z) =co+ 1w+ -+ cpa”

stupné nejvyse n. Zapiseme-li nyni interpola¢ni podminky v maticovém tvaru
tak, jak jsme to udélali v minulém odstavci, zjistime, ze vektor c koeficientt
polynomu, ktery interpoluje tabulkova data {(z;, f(z;)),i = 0,1,...,n}, je
feSenim soustavy n 4 1 rovnic o n + 1 nezndmych

1 xq co f (o)
1 = ¥ c1 f(x1)
1 @, - al cn f(zn)

S matici tohoto tvaru jsme se jiz setkali v Odstavci 1.4 Prednasky 10, kde jsme
se zabyvali numerickymi metodami pro priblizny vypocet integrali; nazyva
se Vandermondova matice a da se o ni celkem snadno ukdazat, ze pokud
jsou uzly kvadratury navzajem rtzné, je regularni. Pokud by tomu totiz tak
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nebylo, méla by homogenni soustava rovnic Ac = o netrividlni feseni a tedy
by existoval nenulovy polynom stupné nejvyse n, ktery by mél n + 1 korent.
To ale neni podle toho, co vime z algebry, mozné.

7 regularity Vandermondovy matice pak plyne, ze pro kazd4d nami popsand
tabulkova data existuje pravé jeden interpola¢ni polynom stupné nejvyse n.
Ctenafe, ktery jiz tfeba netrpélivé listoval nékterou ucebnici numerické mate-
matiky, by tady mohlo zmaést, zZe se setkal s interpolacnimi polynomy rtznych
nézvu (tfeba Newtonuv nebo Lagrangeuv interpola¢ni polynom). Nejde pfitom
o nic jiného nez o ruzné zplsoby zapisu téhoz jediného interpola¢niho poly-
nomu, jehoz koeficienty jsou fesenim vyse uvedené soustavy s Vandermondo-
vou matici. Rzné zapisy se mohou ukazat uzitecnymi v rtiznych praktickych
situacich.

Vsimnéme si na tomto misté jesté dvou véci, o kterych jsme se mozna mohli
zminit jiz diive. Pfedev§$im mohou byt uzly interpolace (tabulkové body) roz-
lozeny zcela libovolné, nemusi byt ekvidistantni. Jediny pozadavek je zde, aby
byly vzajemné ruzné. Pro jistotu také vysvétlime, proc¢ zde vsude hovorime o
polynomech stupné nejvyse n a ne primo o polynomech stupné n. Je to proto,
ze nékteré z koeficientu ¢; interpola¢niho polynomu nam mohou vyjit nulové
a interpola¢ni polynom pro nasich n + 1 dat mize mit stupen mensi nez n.
Staci si predstavit tieba 10 tabulkovych dat lezicich na pfimce. Ta budou in-
terpolovdna vzdy polynomem prvniho stupné (linedrnim polynomem), at uz
interpola¢ni polynom hleddme tfeba ve tridé polynomu stupné 9.

Priklad 11.3 (Interpolace polynomem). Jako ukdzku sestrojeni interpolac-
nitho polynomu pomoci monomidlni bdze odvodime interpolacni polynom dru-
hého stupné, ktery bude interpolovat data (—2,—27),(0,—1),(1,0). Vime jiz z
predchoziho, Ze existuje prdavé jeden kvadraticky polynom

p2(z) = co + c1x + e,

ktery interpoluje tri body (xo,v0), (z1,y1), (T2, y2). PouZijeme-li monomidlni
bdzi, pak jsou koeficienty tohoto polynomu Tesenim soustavy rovnic

2
1 =z xj o Yo
Ac= 1|1 = x% ca|l=|ly | =y
2
1 xo a3 2 Y2

Dosadime-li sem nase konkrétni data, dostaneme soustavu

1 -2 4 Co =27
100 c1 | = -1
1 11 C2 0

Vyresime-li tuto soustavu (napriklad Gaussovou eliminacni metodou), dosta-
neme jako jeji veseni vektor ¢ = [-1 5 — 4T, takZe hledany interpolacni
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polynom je
pa(x) = —1 + bz — 4a”.

Resen{ soustavy Ac = y pomoci nékterého standardniho fesi¢e (v Matlabu
tfeba ¢ = A\y) vyZzaduje provést fadové n? aritmetickych operaci. Vznik4 tak
otazka, zda pri vhodné volbé bazovych funkci bychom nemohli dospét k sou-
stavé s néjakou matici specidlniho tvaru. Ukazuje se, Ze je to mozné a uvidime
to napiiklad v pristim odstavci. Pfi pouziti monomialni baze se navic ukazuje,
ze Vandermondovy matice jsou pro vétsi n Casto Spatné podminéné. Zavisi to
jisté také na rozlozeni uzla interpolace, ale ve vétsiné pripadu se ukazuje, ze s
rostoucim poctem tabulkovych bodu ¢islo podminénosti Vandermondovy ma-
tice vzrustd prinejmensim exponencialnim zpusobem. Jakkoli tedy teoreticky
je Vandermondova matice regularni, stava se pfi rostoucim n stale hiure pod-
minénou a pro dostatecné velkd n se na pocitaéi v jeho konecné aritmetice
miuze jevit jako singularni.

Poznamenavame ale, ze pres eventualni spatnou podminénost a z ni plynouci
nepresné stanoveni koeficientii interpola¢niho polynomu bude i tento poly-
nom dobfe splnovat interpola¢ni podminky. Plyne to z toho, ze — jak jsme
jiz uvedli u Gaussovy eliminace — Gaussova elimina¢ni{ metoda s ¢astecnym
vybérem hlavnich prvka dava pri feseni soustav linedrnich rovnic vzdy maléd
rezidua, nezavisle na podminénosti soustavy. Pritom ovSsem hodnoty koefici-
entl polynomu samotné mohou byt vypocitany s velkou chybou.

Na zavér v tomto odstavci jesté pripomeneme jeden uziteény zptsob vypoctu
hodnot polynomu, ktery je vyjadfen pomoci monomidlni baze, tedy polynomu
tvaru

pn(x) =co+ crx + -+ - + cpa”.

Cely postup, kterému se ki Hornerovo schéma nebo nékdy také synte-
tické déleni, spociva vlastné pouze ve vhodném uzavorkovani. Zapiseme

pn(®) = co +x(cr + x(ca +a( -+ (cn—1 + 3Cn) -+ +)))

a vidime, ze vypocet jedné hodnoty polynomu timto zptisobem vyzaduje pouze
n s¢itani a n nasobeni. Podobny princip se pouziva i pfi sestavovani Vander-
mondovy matice. Misto aby se explicitné pocitaly mocniny uzli, pracujeme se
vztahem

=ri10j-2(%i—1) = Ti10i5-1, J=2,...,n.

V Matlabu je pro vypocet hodnot polynomii k dispozici funkce polyval. Koefi-
cienty interpola¢niho polynomu v monomialni bazi 1ze stanovit pomoci funkce
polyfit (ta umoznuje pracovat i s metodou nejmensich ¢tvercu, tedy proklé-
dat daty polynomy, které jsou nizsiho stupné nez odpovida poctu tabulkovych
dat) nebo pomoci funkce interp1 (ta umoznuje provadét interpolaci i s jinymi
bazovymi funkcemi nez jsou polynomy).
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Lagrangelv interpolacni polynom

Jak jsme videéli jiz dfive, matice soustavy interpolac¢nich podminek (11.2) je
déna hodnotami bazovych funkci v uzlech interpolace. Vznika tedy otazka, jak
vhodné volit polynomidlni bézové funkce tak, aby matice A soustavy (11.2)
méla jednoduchy tvar a tato soustava se snadno resila. Nejjednodussi matici
dostaneme postupem, ktery pochézi od klasického francouzského matematika
Lagrange. Tato matice A bude jednotkovd, nebude tedy co Tesit a koeficienty
u Lagrangeovych bazovych funkci budou primo funkéni hodnoty.

Aby matice A vysla jednotkova, potiebujeme tedy zvolit bazové funkce p;,i =
0,1,...,n, tak, aby platilo ¢;(z;) = 1 a ¢;(zr) = 0 pro i # k. Snadno se oveéri,
ze témto podminkam budou vyhovovat bazové funkce tvaru

(z—zo)(x —21) (v —mi1)(T — i) - (T — )
(i —20) (i —21) -+ (2 — 1) (% — @ig1) -+ (25 — @)

pi(z) = li(z) =

kterym se iikd Lagrangeovy bazové polynomy nebo nékdy také funda-
mentalni polynomy. Interpola¢ni polynom zapsany v téchto bazovych funk-
cich se nazyva Lagrangetv interpolacni polynom a podle toho, co jsme
vyse fekli o matici A, mé tvar

n

L,(x) = Zf(xl)&(a:)

1=0

Je to tedy opét polynom stupné nejvyse n a vzhledem k jednoznacnosti inter-
pola¢niho polynomu je pouze jinym zapisem polynomu, ktery bychom dostali
s monomidlni bazi ve tvaru, na ktery jsme bézné zvykli.

Pouzijeme-li Lagrangeovy béazové polynomy, je tedy snadné pro dana tabul-
kové data data zapsat interpola¢ni polynom a koeficienty v jeho vyjadieni jsou
naprosto dobfe podminéné. Ale hodnoty interpola¢niho polynomu v Lagrange-
ové tvaru je pracnéjsi pocitat nez je tomu u polynomu v monomialni bazi, kde
se da pouzit Hornerovo schéma. Lagrangeovy polynomy se také hire derivuji,
integruji atd. Z téchto duvodi se z Lagrangeovych interpolac¢nich polynomu
pouzivaji spiSe polynomy nizsich stupni.

Priklad 11.4 (Interpolace Lagrangeovym polynomem). Necht je funkce f
ddna svgmi hodnotami ve ¢tyrech bodech (n =3) x9 = 0,21 = 1,29 = —1, 23 =
3 a necht funkéni hodnoty v téchto bodech jsou f(0) = 1, f(1) = 2, f(-1) =
2, f(3) = 0. Vypocitame pribliznou hodnotu f(2) pomoci Lagrangeova interpo-
lacniho polynomu Ls, ktery pri téchto datech bude tretiho stupné.

Mdame nyni

(o) = T e T g = e~ D+ D=3
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a ddle podobné obdrzZime

b(z) = —jz(z+1)(z—3),

lo(z) = —tx(z—1)(z—3),

l3(x) Lr(z—1)(z+1)
2(2) = i,£3(2 = i, a tedy

Je 6o(2) = —1,41(2) = 3,4
L3(2)=1-(

Samotny polynom Ls md tvar
Lg(l‘) = 1- Eo(.r) +2- 51(1‘) +2- 52(1}) +0- Eg(&?) =
= -1+ 1)(z-3)—sz@+1)(z—3)—tz(z—1)(z —3) =
= —%x3+$2+%x—|—1,
kde posledni radek jsme ziskali rozndsobenim a je identicky s tvarem polynomu
v monomidini bdzi.

Linearni a kvadraticka interpolace

Interpolujeme-li funkci f na zakladé jejich hodnot ve dvou bodech, aproximu-
jeme ji polynomem prvniho stupné (n = 1) a hovotime o linedrni interpolaci.
Interpolacni polynom prvniho stupné L; ma pak tvar

Li(z) = fxo) + f(zy). (11.3)

To — T1 T1— To
Pravé linearni interpolace se obcCas pouziva pri praci s tabulkami funkci ve
stredni skole.

r — T Tr — X0

Je-li n = 2, hovorime o kvadratické interpolaci. Interpolacni polynom Lo dru-
hého stupné ma tvar

(x — 1) (x — x2) (
(zo — x1) (w0 — 22)

(x —xo)(x — 1)
(z2 — mo) (72 — 71)
(11.4)

Priklad 11.5 (Linearni interpolace). Mdme ddanu tabulku hodnot funkce f(x) =
sinx na 5 desetinnych mist:
x| 20° 21° 22°
sinz | 0,34202  0,35837 0,37461

(x — o) (x — 2)

Ly(x) = (1 — o) (21 — x2)

$0)+

(.’E1)+

f(x2).

Vypocitame pribliznou hodnotu sin 20°18', tj. sin 20,3°, linedrni interpolaci z

funkcénich hodnot v bodech xy = 20° a x1 = 21°. Dostaneme

20,3 — 21 20,3 — 20
20—21 UA2H 5y
Presnd hodnota sin20°18" zaokrouhlend na 5 desetinnijch mist je 0,34694. V
tomto pripadé je tedy linedrni interpolace zcela postacujici, bylo by zbytecné

pracné volit n > 1.

sin 20°18’ ~ -0,35837 =~ 0,34693.
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Chyba aproximace interpolacnim polynomem

7 toho, ze pfi interpolaci pro chybu aproximace F = f — p, polynomem
stupné n plati E(z;) = 0,4 = 0,1,...,n (protoze interpolaéni polynom spl-
nuje interpolaéni podminky), nemizeme jesté délat piimé zavéry o hodnoté
chyby aproximace mimo tabulkové body. Popravdé feceno samotné tabulka o
chovani aproximované funkce mimo tabulkové body nic nefika a pro x # z;
se aproximovand funkce mize chovat zcela libovolné. Abychom tedy mohli o
chovani chyby aproximace mimo tabulkové body viibec néco fici, musime mit
k dispozici vice informaci o funkci, kterd ma byt tabulkou reprezentovana.
Prikladem takovych informaci je napriklad informace o tom, ze aproximovana
funkce f je na intervalu [a,b] dostatecné ,hladka“, tj. ma tam urcity pocet
spojitych derivaci.

V dalsim vykladu budeme symbolem int(xg, x1, ..., s, x) oznacovat nejmensi
otevieny interval takovy, ze uvedené body xg, 1, ..., Ty, lezi uvnitt tohoto
intervalu nebo na jeho hranici. V ucebnicich numerické matematiky se pak
dokazuje o chybé aproximace interpola¢nim polynomem nésledujici tvrzeni,
zde uvadéné bez dikazu.

Véta 11.2 (Chyba interpola¢ni aproximace). Necht [a,b] je libovolny in-
terval, ktery obsahuje vsech n + 1 interpolacnich wzld xo,x1,...,%,. Necht
fofs . fO) egistuji a jsou spojité na [a,b] a necht pro vsechna x € (a,b)
existuje derivace f1(z).

Pak pro chybu E aprozimace funkce f interpolacnim polynomem p, plati na
intervalu [a, b] vzorec

B Fr(e) 115
(93)—f(fff)—pn(x)—(w—xo)(ﬂf—xl)'-'(ﬂc—wn)m, (11.5)
kde & je néjaké (blize neurcené) cislo z intervalu int(xg,z1,...,%n, ), které

tedy zdvisi na konkrétni hodnoté x.

Vidime, ze pokud se f"*+Y(z) na intervalu (a,b) pfili§ neméni, je pro pri-
béh chyby aproximace rozhodujici priubéh polynomu w,(z) = (z — xo)(x —
x1) - (x —xy,), Tento polynom nezavisi na interpolované funkci, ale pouze na
bodech x,,. Vhodnou volbou uzli z;,7 = 0,1, ...,n, tedy mizeme chybu apro-
ximace zmensit. Blizsi podrobnosti v tomto sméru lze najit v literature [2], [3],
[4], [1]. Zde pouze poznamenavame, ze optimalni volbou uzli interpolace jsou
koieny Cebysevovych ortogonalnich polynomt (viz [1]) a ne tedy rovnomérné
rozlozené uzly.

Priklad 11.6. Pron = 3 a x; = 1,t = 0,1,2,3, je prubéh polynomu ws
zndzornén na obr. 11.2. Z obrdzku vidime, Ze se dd cekat, Ze vné intervalu
int(xo, x1,...,T,) chyba aprozimace interpolacnim polynomem prudce poroste.
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B

Obréazek 11.2: Prubéh polynomu ws pro uzly z; = i.

Odhad chyby aproximace

Vzorec (11.5) pro chybu aproximace se pro piimé praktické pouziti p¥ilis ne-
hodi, nezndme totiz predem hodnotu argumentu &, ktery ve vzorci vystupuje.
Ze vzorce je ovsem vidét, ze chyba aproximace je v interpolac¢nich uzlech nu-
lova, nebot to jsou kofeny polynomu w,(x). Dale ze vzorce také vidime, ze
je-li aproximovand funkce f sama polynomem nejvyse stupné n, aproximuje
ji interpolaéni polynom p,(x) stupné n s nulovou chybou, presné, a je tedy
pfimo py,(x) = f(x). To plyne ze skutecnosti, ze v takovém piipadé je derivace
funkce f fadu n + 1 (a vSechny vyssi derivace) identickd nula pro vSechny
hodnoty argumentu.

Ze vzorce (11.5) ale plyne prakticky pouzitelny odhad chyby, alespon v pfi-
padech, kdy dokéZeme hodnotu v ném vystupujici derivace na intervalu [a, b]
néjak odhadnout. Pokud se ndm totiz podari urcit konstantu M takovou, ze
pro viechna x € [a,b] je |f" T (2)| < M, pak je

M
on(2)] <

(D)1 2o (@)

pro vSechna z € [a, b].

Priklad 11.7 (Odhad chyby). Odhadneme chybu aproximace, které jsme se
dopustili pri linedrni interpolaci v prikl. 11.5.

Jen =1 a f'(x) = —sinz. Takto pocitand derivace se ale odvozuje pro x
brané v obloukové mire, kde 360° = 2w, takZe musime cely odhad provést na
intervalu [7/9,7m/60], ktery v obloukové mire odpovidd intervalu [20°,21°]. Z
tabulky v prikl. 11.5 a na zdkladé toho, co vime o prubéhu funkce sin x, vidime,
Ze na tomto intervalu mdme na 5 platngch cislic |f"(x)| = |sinz| < 0.35837,
a tedy (do wi(x) dosazujeme opét v obloukové mire!)

1 1 42
-0.35837-(8 ”)( 7T)z1.1><10—5.

E(20°18")] < — —
[ = 60 180 60 180

DO |
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Skutecnd chyba aprozimace je (viz ddaje v prikl. 11.5) priblizné rovna 1 x 107>,
Vsimnéme si jesté toho, Ze pokud bychom uzili k odhadnuti druhé derivace
pouze znamy vztah |sinx| < 1, dostali bychom odhad chyby aproximace zby-
tecné pesimisticky.

Extrapolace

Pouzivame-li interpola¢ni polynom k vypoctu pribliznych hodnot interpolo-
vané funkce vné intervalu int(zg,z1,...,2,), ifikdme, ze provadime extrapo-
laci. Jak je viceméné vidét z obr. 11.2, chyba aproximace muze byt ve vétsich
vzdalenostech od koncovych bodi interpolac¢niho intervalu velka. Pro hodnoty
x blizké koncovym bodum intervalu int(zg, z1, ..., z,) lze vSak presto dostat
dobré vysledky.

Priklad 11.8 (Linearni extrapolace). Linedrni interpolace z hodnot sin 20° a
sin 21° wvedengch v tabulce v prikl. 11.5 ddvd podle vzorce (11.3) pro sin 21°18’
pribliznou hodnotu 0.36328 s chybou asi 3 x 1072, coZ je zcela prijatelny vijsle-
dek. Linedrni interpolace s uzly xog = 21° a x1 = 22° by ndm dala jako vysledek
sin 21°18' & 0.36324 s chybou priblizné 1 x 107°.

11.3 Dodatky

Konvergence interpolaéniho procesu

Podobné jak jsme se o tom uz zminovali v Pfednasce 10 u numerickych kva-
dratur, ma smysl i zde zabyvat se otdzkou, zda pri interpolaci funkce f na
intervalu [a, b] s uzly xg,z1, ..., x, povede zvySovani poc¢tu uzli (a tedy apro-
ximace interpola¢nimi polynomy stale vyssich stupnu) ke stédle lepsi aproxi-
maci funkce f. Odpovéd na tuto otdzku je v jistém smyslu negativni. Af uz
totiz volime uzly interpolace jakkoli, vzdy se da najit spojita funkce takova, ze
nami generovand posloupnost interpola¢nich polynomu k ni nebude konvergo-
vat stejnomeérné na celém [a, b].

Volime-li uzly interpolace pti tomto procesu ekvidistantné, délaji potize uz
pomérné jednoduché spojité funkce jako v/ na [0, 1] nebo 1/(1 + x2) na in-
tervalu [—1, 1]. Jako priklad problematické interpolace s ekvidistantnimi uzly
uvadime na obr. 11.3 interpolac¢ni polynomy stupné 5 a 10 pro Rungovu funkci
f(t) = 1/(1 + 25¢t?) na intervalu [—1,1]. Vidime, Ze interpolace polynomem
vyssiho stupné zlepsuje kvalitu aproximace kolem stfedu intervalu, ale vyrazné
ji zhorsuje u kraju intervalu.

Volba uzli interpolace

Jak jsme pravé vidéli, maze interpolace spojitych funkci pri pouziti ekvi-
distantnich uzla davat problematické vysledky. Neni tomu tak nastésti vzdy, v
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— f(t)=1/(1+25¢%)
Tt ps(t)
L5 e pro (1)
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Obréazek 11.3: Interpolace Rungovy funkce - ekvidistantni uzly.

teorii interpolace se ukazuje, ze interpola¢ni proces s ekvidistantnimi uzly kon-
verguje k aproximované funkci f stejnomérné na intervalu [a, b, je-li f celistva
analytickd funkce (jde o pojem z teorie funkci komplexni proménné, v pod-
staté jde o funkci majici vSechny derivace, ktera se da rozvinout v mocninnou
fadu). Prikladem takovych funkei jsou naptiklad sinz, cos z nebo e*.

Interpolace ekvidistantnich dat polynomy vyssich stupnu je v nékterych ptipa-
dech také Spatné podminénd tloha, tj. malé nepresnosti ve vstupnich datech
mohou pusobit velké chyby v hodnotach interpola¢niho polynomu. Jak jsme
uz vidéli na obrazku, potize vzikaji predevsim pri aproximovani funkce pobliz
konct intervalu vytvareného uzly interpolace, kde se pak navic interpolac¢ni
polynomy vyssich stupnt zpravidla znac¢né ,vIni“.

Chceme-li aproximovat néjakou funkci polynomem na celém intervalu a mizeme-
li si vybrat body, v nichz poc¢itdme nebo mérime funkéni hodnoty, je proto vzdy
rozumnéjsi nevolit uzly x; ekvidistantné. Dobra strategie je volit tabulkové
body tak, aby byly rozlozeny obdobné jako koreny Cebysevovijch polynomii.
O téchto ortogonalnich polynomech, které v numerické matematice hraji roli

i jinde nez pri interpolaci, se lze poucit v literatute [2], [3], [4], [1]. Tako-
vou volbou uzli také minimalizujeme hodnotu max |wy,(z)| v odhadu chyby
interpolace.

Jako informaci pro Ctenafe uvddime, Ze pracujeme-li s intervalem [a,b] =
[—1,1], volime pii préci s kofeny Cebysevovych polynomi jako uzly

21+ 1
xi:cos<z+ W), 1=0,1,...,n.

n+1 2

Na obecny interval [a,b] tyto uzly zobrazime jednoduchou linedrni transfor-
maci

z=3lb—a)z+ (b+a)], z€[-1,1], zE€la,b].

Volime-li uzly interpolace timto zptisobem, mé interpolacni proces pii n — oo
tu vlastnost, ze vzniklé interpola¢ni polynomy konverguji na [a, b] stejnomérné
k aproximované funkci uz pri velmi mirnych pozadavcich na tuto funkci. Po-
stacujici podminkou pro stejnomérnou konvergenci je tu napriklad jiz pouha
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Obrazek 11.4: Interpolace Rungovy funkce — CebySevovy uzly.

existence spojité prvn{ derivace f’ na [a,b]. Na zévér tohoto odstavce jesté
na obrazku ukdzeme, jak vypadaji interpola¢ni polynomy stupnti 5 a 10 pro
Rungovu funkei pii CebySevové rozlozeni uzli interpolace.

Metoda nejmensich ctverci

Je-li nasim tikolem aproximovat data

{(zi, f(x)),i=10,1,...,m}

a jsou li hodnoty f(z;) zatizeny chybami (jde naptiklad o naméfené veli¢iny),
neni namisté pozadovat splnéni interpola¢nich podminek a hledat jako aproxi-
mujici funkei polynom stupné n = m, ktery tabulkovymi daty presné prochazi.
Misto toho spise volime jako aproximujici funkci polynom p, nizsitho stupné
n < m a jeho koeficienty se snazime volit tak, abychom minimalizovali stfedni
kvadratickou odchylku od tabulkovych dat, tedy diskrétni Lo-normu chyby

m 1/2
IEN5" = [If —pall3" = (Z |f (@) —pn(xi)l2> :
i=0

Tak naptiklad mazeme prokladat tabulkou dvaceti namérenych hodnot primku
p1(z) = ax + b. V tomto pripadé predpokladame, ze charakter métené zavis-
losti je mozno s dostateénou presnosti vystihnout pravé polynomem prvniho
stupné. Obecné se dé fici, ze situace, kdy se charakter vétstho poc¢tu nameé-
fenych dat da dobfe vystihnout polynomem pomérné nizkého stupné, jsou v
praxi dost bézné. Popsanému pristupu k aproximaci dat zatiZzenych chybami
se 1ika metoda nejmensich ctverci.

Aproximace ziskané metodou nejmensich ¢tverci maji jisté uzitecné statis-
tické vlastnosti a vyrovnavaji vliv ndhodnych chyb v zadanych (namérenych)
hodnotach. Aproximace ziskané metodou nejmensich ¢tverca jsou tedy také
nejlepsi diskrétni Lo-aproximace pfi n < m. Ctenafe mozna nepiekvapi, ze
pro n = m dava aproximace metodou nejmensich ¢tverct interpolacni poly-
nom stupné n. Metodé nejmensich ¢tvercd a jeji teorii i praxi je v numerické
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matematice vénovana znacné pozornost. Bohuzel ndm tento text nedavd moz-
nost se o ni podrobnéji rozepsat. Zijemce tak odkazujeme predevsim na [2],
[3] a [4]; jiny pohled a nejnovéjsi vysledky lze najit v [1].

V Matlabu umoznuje praci s metodou nejmensich ¢tvercii jiz zde zminovana
funkce polyfit, kde jako jeden z parametri mtzeme volit stupen aproxi-
mujiciho polynomu. Pokud jde o vhodnou volbu stupné aproximujiciho poly-
nomu, doporucuji statistické ivahy konstruovat metodou nejmensich ¢tverci
postupné polynomy stupné n = 0,1, 2, ..., pocitat navic pro kazdy polynom
P, hodnotu veli¢iny
(125 [1)?
m-—n

a pokracovat se zvysovanim stupné tak dlouho, dokud tato veli¢ina s rostoucim
n vyznamné klesa.

I v metodé nejmensich ¢tvercii se stejné jako pri interpolaci muze ukazat, ze
se namérené hodnoty pro aproximaci polynomem nehodi. V takovém piipadé
je treba prejit k jinym systémim zékladnich funkci nebo hledat aproximaci
nelinearniho typu. Zde jsme jiz ale opét nuceni odkazat pripadného zajemce
na literaturu.
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KAPITOLA

Nahodna cisla a Monte Carlo

Obsah této prednasky cerpa z klasické prehledové publikace [2] a z moznd prak-
publikaci, okrajové je téma zahrnuto i v [1]. V ¢eském jazyce se problematice
v rozumném rozsahu vénuji snad pouze skripta [7].

12.1 Strucéna historie Monte Carlo metod

Podstatou metody Monte Carlo je simulace hazardnich her, jejichz chovani a
vysledek muze byt pouzit ke studiu nékterych védecky zajimavych jeva. Za-
timco tato podstata neni pfimo spojena s pocitaci, efektivné vyuzit vypocetné
simulované hazardni hry jako prostredku seriézni védecké a technické praxe
vyrazné je mozné az s dostupnosti modernich vykonnych digitalnich pocitacu.
Je zajimavé, a mlze to nékomu pripadat az pozoruhodné, ze hrani hazardnich
her nebo nahodny vybér vzorka bude produkovat néco uzitecného. Ostatné
néktet{ autoti v dobé zrodu Monte Carlo metod tvrdili, ze Monte Carlo nikdy
nebude metodou, pouzitelnou pro jiné nez hrubé odhady ¢iselnych velicin.

Patrné prvni dokumentovany pokus, jak pouzit ndhodné vzorkovani pro nale-
zeni hodnoty integralu, pochazi jiz z roku 1777.

Priklad 12.1 (Buffonova jehla). Comte de Buffon tehdy navrhl tento expe-
riment: Méjme jehlu délky ¢, kterou opakované ndhodné upustime na papir s
nakreslenou soustavou rovnobézek, jez se nachdzeji ve vzddlenosti d > £. Jakd
bude pravdépodobnost p, Ze jehla protne nékterou z rovnobézek? Comte de Bu-
ffon tento experiment provedl a poté také analyzoval matematicky a ukdzal, Ze
pravdépodobnost, Ze jehla protne nekterou s rovnobézek, je

20

pz%.
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Po néjaké dobé navrhl Pierre de Laplace, Ze by tento experiment bylo mozno
pouzit na ovéreni hodnoty w: Oznacime py pomér hodu, kdy jehla protla né-
jakou rovnobézku, ku vsem N hodim. Plati

. U
Nl—I>noopN a D
a tedy
2/
= lim ——
N—oo pyD

Toto lze opravdu povazZovat za Monte Carlo metodu na urcéeni hodnoty w. Jeji
rychlost konvergence je ovsem velmi nizkd.

Vzorkovani se pritom pouziva uz od nepaméti — banky ¢i starovéci vybérci
dani odhadovali pocet minci ¢i jinych komodit tak, ze zvazili vybrany vzorek
a pak celou hromadu a z poméru usuzovali na celkovy pocet minci.

Systematické pouziti Monte Carlo metod pro feSeni redlnych technickych a
védeckych problémiu se prvné objevuje v ranych dobach vypocetni techniky
a doprovazi konstrukei prvniho programovatelného poéita¢ na svété (nazy-
val se MANIAC, z angl. Mathematical Analyzer, Numerical Integrator and
Computer, a byl umistén v Los Alamos). Védci, pracujici na projektu prvni
atomové bomby (Stanistav Ulam, John von Neumann, Nicholas Metropolis,
Enrico Fermi a dalsi), na tomto poéitaci fesili stochastickou simulaci mimo jiné
problém tykajici se rozptylu neutroni v ruznych navrzich struktury atomové
bomby a problém odhadu vlastnich ¢isel (kvantové) staciondrni Schrodinge-
rovy rovnice.

Dnes jiz povazujeme za samoziejmé, ze mnoho problému v oblasti statistiky
¢ fyziky nebo biologie 1ze preformulovat na tlohy statistické inference (usu-
zovani) — jako optimalizac¢ni tlohy, jako ulohy pro vypocet mnohorozmérnych
integrali nebo jako stochastické simulace. Monte Carlo metody toto umoznuji
vycislit. Zvlast efektivni jsou v pripadé vicerozmérnych problémi.

Priklad 12.2 (Optimalizace). Optimalizacni problémy jsou problémy typu
x = argmin F(x)
X
X = argmax f(x|d)
kde E(x) oznacuje ocekdvanou hodnotu nahodné vektorové promeénné x a f(x|d)

je podminénd hustota pravdépodobnosti nahodné vektorové promenné x pri po-
zorovanych datech d.

Priklad 12.3 (Integrace). Dalsim priklad vyuziti Monte Carlo metod je vy-
pocet integralu

I:/Dg(x)dx
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kde doména integrace D je prostor znacné vysoké dimenze (ve financnictvi ¢i
fyzice neni vgjimkou pocitat s dimenzemi ridu stovek).

12.2 Stochasticka simulace

Doposud jsme pro feseni matematickych problémt pouzivali pouze determi-
nistické numerické metody. Alternativni pristup, jenz se zacal rozvijet spolecné
s nastupem prvni vypocetni techniky, jsou stochastické simulace. Detailni
popis tématu jde jako obvykle nad ramec tohoto textu, zminime se ale ale-
spon o zdkladnich metodéch a o ndhodnych generatorech, na nez tyto metody
spoléhaji.

Stochastické simula¢ni metody se snazi napodobit nebo ve vybranych pri-
padech primo kopirovat chovani systému z redlného svéta tak, ze vyuzivaji
nahodnosti jeva — vysledkem simulace jsou vzorky statistické distribuce vsech
moznych vysledki simulace. Vzhledem k ndhodnosti, jez je zapojena do celého
simula¢niho procesu, se tyto metody ¢asto nazyvaji Monte Carlo metody.

Stochastické simula¢ni metody jsou uzitecné pro zkouméni [1]:

e Nedeterministickych procesi

e Deterministickych procest, jejichz popis je tak slozity, ze jej nelze se-
stavit analyticky [l tohle ale je numerika, ne? tady heath podle mne
nema pravdu [l

e Deterministickych procesi s vysokou dimenzionalitou (jde napiiklad o
fyzikélni simulace s mnoha stupni volnosti), kde standardni diskretizace,
pouzivand v pripadé deterministickych metod, zptisobuje exponencialni
narust slozitosti

Hlavnimi dvéma pozadavky na stochastickou simulaci jsou

e Zmalost odpovidajicich pravdépodobnostnich distribuci

e Dostatecna zasoba ndhodnych cisel, na jejichz zakladé pfi simulaci ¢i-
nime nahodna rozhodnuti

Znalost relevantnich pravdépodobnostnich distribuci zalezi na nasi schopnosti
teoreticky popsat nebo empiricky odpozorovat chovani simulovaného realného
systému. Jednim z prvnich redlnych kol Monte Carlo metod byla simulace
rozptylu neutront pii jejich prichodu stinicim médidem.

Priklad 12.4 (Pruchod neutronu materidlem). K simulaci interakce neutronu
s materidlem, jez md fungovat jako stinéni, je treba zndt tak zvany dcinny
prurez o, vyjadrujici pravdépodobnost, s jakou bude cdstice z nalétdvajiciho
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svazku interagovat s ¢dstici média. Tato hodnota nam v simulaci urcéi prumér-
nou délku volného letu neutronu médiem pred tim, nez dojde ke kolizi s atomy
média. Cestu neutronu médiem potom simulujeme na zdkladé posloupnosti nd-
hodngch jevi, skalovangch odpovidajici pravdépodobnosti (kolize, pohlcent, od-
razu). Simulaci dostatecné rozsihlého poctu trajektorii cdstic miuzZeme ziskat
aproximaci vysledné statistické distribuce celkoviyjch vysledki, pricemz presnost
této aproximace (bohuzel pomalu, ale prece jenom) roste s poctem simulova-
nych castic.

Nahodnost

Definovat jednoznac¢né pojem nadhodnost je ponékud slozité. Fyzikalni pro-
cesy, o nichz si myslime, ze jsou ndhodné (tfeba vrh kostkou nebo hod minci)
jsou totiz ve své podstaté deterministické jevy, popsané slozitou soustavou
pohybovych a momentovych rovnic pro prislusné poc¢ateéni podminky. V po-
slednich letech se diive jasna délici ¢ara mezi deterministickym a nahodnym
chovanim zacind ve svétle novych konceptu jako je chaos a chaotické chovani
dynamickych systému (vzpomerite si na Lorenzuv atraktor) rozmazavat. Slo-
pocatecéni podminky a jejich chovani v reakci na drobnou zménu pocatecnich
podminek muze byt zcela nepredvidatelné i kdyz systém sam o sobé je deter-
ministicky — jde o tak zvany efekt motyliho kiidla (angl. butterfly effect)
B vzdalena obdoba $patné podminénosti ulohy? [}

Priklad 12.5 (Predpovéd pocasi). Ackoliv fyzika dokdzZe celkem presné po-
psat, jak se chovd proudéni kapalin a tedy i vzdusné proudéni nasi planety,
presnou predpoved pocasi stale nejsme schopni ziskat pro delsi casové obdobi
neZ nekolik dni. Duvodem je prdvé citlivost celého systému na drobné zmény
pocatecnich podminek.

Nahodna ¢isla
Jednim ze zpusob1, jak charakterizovat neprevidatelnost, kterou spojujeme s

nahodnosti, je rici, ze posloupnost ¢isel je ndhodné tehdy a jen tehdy, kdyz
pro ni neexistuje zadny kratsi popis, nez posloupnost sama.

Priklad 12.6 (Nahodnd posloupnost). I kdyz pravdépodobnosti viskytu po-
sloupnosti {1,2,3,4,5,6}, {1,1,1,1,1,1}, {1,2,1,2,1,2} ¢ {4,1,6,2,3,5} mo-
hou byt zcela stejné, pouze tu posledni muzeme oznacit za ndhodnou.

V mnoha pripadech za ndhodné povazujeme i ne zcela ndhodné veli¢iny, jako
je napriklad v teorii hromadné obsluhy c¢as prichodu pozadavku a doba nutna
pro jeho zpracovani. Sestavit presny model téchto veli¢in je totiz prilis slozité
a navic tyto veli¢iny mnohdy ani nelze urc¢it presné. Studium systému zahrnu-
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jicich takové veli¢iny je potom mozno provadét pouze pomoci stochastickych
simulac¢nich metod.

Druhou vyznamnou vlastnosti ndhodnosti je neopakovatelnost. Od ndhodné
posloupnosti ¢isel rozhodné neocekdvame, ze se bude po néjaké dobé opakovat:
pokud si budeme héazet kostkou, o¢ekdvame, ze posloupnost hozenych hodnot
bude zcela neptfedvidatelnd a zZe se nezacne v néjakém okamziku opakovat.
Vlastnost neopakovatelnosti u nahodnych posloupnosti je ale u pocitacovych
experimentd v mnoha pripadech nezadouci: predstavte si, ze potrebujete oveé-
rit chovani néjakého simulacniho programu nebo v ném dokonce budete hle-
dat néjaké chyby. V takovém pripadé potiebuje programéator porusit premisu
neopakovatelnosti a stochasticky simulac¢ni proces spoustét se stale stejnou
sekvenci ndhodnych ¢isel.

Opakovatelnost je ale dvojsecnd zbran. Statisticky vyznamnost stochastikcych
simulaci z&visi na nezavislosti jednotlivych pokusu (let neutronu prekézkou v
Prikladu 12.4 by mél pokazdé pouzivat nezavislou posloupnosti ndhodnych
¢isel, jinak nebudou vysledky k nicemu). V ranych dobéch stochastickych si-
mulaci se pro vybér ndhodnych ¢isel pouzivaly knizni tabulky (jako priklad
uvedme alespon [6], az do padesatych let 20. stoleti v podstaté standardni
tabulky pro stochastické experimenty)' Problém s tabulkami, navic tak mo-
hutné rozsifenymi, byl v tom, ze pokud by vsichni experimentatori zacali svoji
simulaci s ndhodnou posloupnosti zac¢inajici na prvnim radku tabulek, vechny
stochastické simulace zalozené na této knize by pouzivaly zcela stejnou nahod-
nou sekvenci a mohly by vést ke zcela nesmyslnym vysledkiim.

Jakym zpusobem si vybrat vhodny poc¢ateéni bod a jak v dnesni dobé pocitace
samy generuji posloupnosti ¢isel, jez jsou blizké tém nadhodnym si povime v
nasledujicim odstavci.

12.3 Generatory nahodnych cisel

S rozvojem vypocetni techniky prevzaly postupné roli generatort nahodnych
¢isel pocitace. Pocitacové algoritmy pro generovani nahodnych ¢isel jsou ovsem
z podstaty vypocetni techniky deterministické, pouze maji tu vlastnosti, ze
vysledna posloupnost ¢isel vypada dostateéné ndhodné a neopakovatelné.

Ovsem algoritmus, jenz generuje takovou posloupnost ¢isel, poskytuje velmi
jasny popis (a vétsinou také velmi kratky, protoze chceme, aby generator na-
hodnych ¢isel byl co nejrychlejsi) toho, jak dand posloupnost vznika. Z definice
nahodnosti je potom jasné, ze takova sekvence nemuze byt oznacena jako na-
hodnd, proto se pro oznaceni prvka takto generovanych posloupnosti vzilo
presnéjsi oznaceni pseudonahodna éisla. Pseudonahodné posloupnost sice
vypada ndhodné, ve své podstaté jde ovsem o opakovatelnou a predikovatelnou

!'Doporuéuji si pro pobaveni pieéist uzivatelské recenze na www.amazon. com.
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sekvenci c¢isel — pro pocitacové odborniky je to ptijemna vlastnost, zarucujici
v pripadé potfeby moznost ladéni chyb v simulacnich program a verifikaci vy-
sledki simulace. Dtlezitym rysem pseudondhodné poslooupnosti ¢isel je pak i
to, ze vzhledem ke konecnému poctu ¢isel, reprezentovatelnych v pocitaci, se
po néjaké periodé musi kazda pseudondhodna sekvence zacit opakovat.

Dobry ndhodny generator by mél mit co nejvice vlastnosti z nasledujiciho
seznamu [1]:

Generuje ndhodny vzorek Generator by mél splnit statistické testy na-
hodnosti (napifklad x? test)

Dlouha perioda Generator by mél generovat co nejdelsi posloupnost cisel
pied tim, nez se hodnoty za¢nou opakovat (typicky alespon 232 &i 264)

Efektivita Generator by mél byt rychly a vyzadovat minimum operac¢ni pa-
méti (vétsina simulaci potfebuje generovat miliény ndhodnych ¢isel)

Opakovatelnost Pro totozné pocateéni podminky generator produkuje to-
toznou posloupnost ¢isel.

Prenositelnost Generator musi bézet na rtuznych hardwarovych platformach
a musi pritom poskytovat totozné vysledky.

Splnit vsech pét podminek, uvedenych vyse, je tézké. Nékteré bézné pouzi-
vané pseudonahodné generatory produkuji silné korelované posloupnosti, coz
lze demonstrovat graficky pokud po sobé nasledujici hodnoty pouzijeme k vy-
kresleni 2D nebo 3D bodového grafu. Takovéto generdtory mohou zcela zrui-
novat vyznam vysledku stochastické simulace, pokud nejsou pouzity vhodnym
zpusobem.

Rané pseudonahodné generatory

M dopnit! A

Kongruencéni pseudonahodné generatory

Jiz v zavéru ¢tvrté prednasky, kdyz jsme si povidali o vyznamu modularnich
vypoctl a kongruenci, jsme si uvadéli priklad dnes asi nejrozsitenéjsi formy
generatoru pseudonhodnych ¢isel, tedy linearniho kongruencéniho genera-
toru (LCG). Takovy generdtor ma tvar

zlk+1] =a-z[k] + b (modn),

kde a a b jsou néjaké prirozena ¢isla, poc¢ateéni podminka x[0] se nazyva v pre-
kladu ndhodné seminko (angl. seed) a hodnota n je pfiblizné (nejcastéji zcela)
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rovna 2™, kde m je pocet bitu reprezentace pfirozeného ¢isla (m je tedy ob-
vykle 32 nebo 64). Kongruenéni generatory generuji posloupnosti celych ¢isel
v intervalu [0,n — 1] a pro ziskdni hodnot napriklad rovnomérného rozdéleni
U(0,1) je treba v kazdém kroku v pohyblivé fddové ¢arce vydélit x[k + 1]/n.

Kvalita takového pseudondhodného generatoru velmi zavisi na volbé hodnot
a a b a v zddném pripadé jeho perioda nemuze prekrocit n. LCG muze byt
poskytovat pomérné kvalitni pseudondhodné posloupnosti, je ale treba velmi
peclivé vybirat hodnoty a a b. Vétsina pseudndhodnych generatori v pocita-
¢ovych systémech je dnes odvozena od LCG a nékteré z nich jsou notoricky
zndmé svymi nedostatky.

Zakladnim problémem pri navrhu hodnot pro linearni kongruencéni generator
je dosazeni plné periody n. pracoval s plnou periodou n jsou tyto [3]:

1. Cisla a a n jsou nesoudélna.
2. Cislo a — 1 je délitelné viemi prvoéiselnymi faktory ¢isla n.

3. Cislo a — 1 je ndsobek 4, jestlize n je nasobek 4.

Kratsi perioda LCG neni ovSem jesté ten nejhorsi problém. Ve vétsiné pripadt
nevhodné volby a a b dojde totiz k tomu, Ze vysledné hodnoty sekvence padnou
do malého poc¢tu hyperrovin v prostoru pomérné nizké dimenze (mnohdy i 3)

[5].

Priklad 12.7 (Multiplikativni kongruernéni generdtor RANDU). V pripadé
b =0 prejde LCG na multiplikativni generdtor Lehmerova typu, pouZivany ve
vijpocetni technice uz od konce cyricdtijch let. Notoricky zndmym predstavite-
lem tohoto typu kongruencnich generdtori je RANDU, definovany vztahem

x[k + 1] = 65539 - z[k] (mod 231).
Tento generdtor je od sedmdesdtych let 20. stoleti uvadén jako odstrasujici

priklad nevhodného ndvrhu kongruencniho generdtoru, mebot generuje velmi
deterministickou posloupnost

z[k +2] = 62k + 1] — 92[k] (mod 23!),
coZ mda za ndsledek, Ze body ve 3D, tvorené tremi po sobe vzatymi hodnotami

posloupnosti, lezi na celkem 15 rovindch ve tridimenziondlnim prostoru. Graf,
zndzornugfici rozmistént jednotlivych bodu, uvddime na Obrdzku 12.1.
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Obrazek 12.1: 100 002 hodnot vygenerovanych generatorem pseudondhodnych
¢isel RANDU a pouzitych po trojicich jako souradnice boda zobrazeno jako
trojrozmérny graf. Prevzato z Wikipedie

Fibonacciho generatory

Alternativn9 metodou, produkujici rovnou rovnomérné rozlozend ¢isla v po-
hyblivé fddové ¢arce na intervalu 0,1 jsou Fibonacciho generatory, jez generuji
nové hodnoty jako soucet, rozdil ¢i ndsobek predchozich hodnot. Typicky pri-
kladem je generator

zlk + 17] = z[k] — x[k + 12].

Tento generator ma zpozdéni 5 a 17. Na vybéru zpozdéni zédlezi, jaké bude
mit generator vlastnosti. Hodnota rozdilu muze samoziejmé vyjit zaporna, v
takovém pripadé pri¢itame jednicku, aby se vysledek opét ocitl v pozadovaném
intervalu 0,1.

Fibonacciho generator pseudonahodnych ¢isel vyzaduje vice paméti, nez LCG.
V pripadé, uvedeném vyse, si musime pamatovat celkem 17 predeslych hod-
not. Tyto generatory také vyzaduji specificky zptisob startovani (téch 17 hod-
not nelze vybrat zcela ndhodné). Na druhou stranu nevyzaduji Fibonacciho
generatory zadné pomalé déleni v pohyblivé fadové ¢arce, a dobfe navrzené
Fibonacciho generatory maji velmi dobré statistické vlastnosti. Dalsi vyho-
dou Fibonacciho generatoru je jejich velmi dlouhd perioda, vyrazné delsi, nez
perioda kongruenc¢nich generatori. Divod je jednoduchy: kdyz u kongruenc-
niho generatoru narazime na stejny prvek posloupnosti, nasledné prvky se
budou opakovat, v pripadé Fibonacciho generatoru tomu ale tak neni — stejné
nasledné prvky se v posloupnosti objevi az v okamziku, kdy generdtor obdrzi
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totozné vSechny zpozdéné prvky (v nasem piipadé tedy prvky vzdélené celkem
12 kroku od sebe).

Nerovnomérna nahodna disla

Doposud jsme se zabyvali generovanim nahodnych ¢isel pochézejicich z rovno-
mérného rozlozeni U(0,1). V pripadé, Ze potfebujeme rovnomérné rozlozena
pseudondhodna ¢isla na jiném intervalu U(a, b), lze pavodni hodnoty x[k| jed-
noduse skalovat vztahem

xlk] = (b—a) z[k] + a.

vvvvv

kovali z néjakého jiného rozdéleni, nez U(0,1). Velmi struéné si nyni ukédzeme
dva zékladni postupy, jimiz toho lze dosdhnout.

Metoda inverze

Pokud potiebuje vzorkovat z takového rozdéleni pravdépodobnosti, jehoz dis-
tribu¢ni funkce F'(x) je snadno invertovatelnd, muzeme pouzit jednoduchou
transformaci hodnot: Nejprve vygenerujeme vzorek z rovnomérného rozlozeni
na intervalu [0,1] a tento vzorek potom pomoci inverzni distribuéni funkce
prevedeme primo na vzorek z odpovidajictho pravdépodobnostniho rozdéleni.

Priklad 12.8 (Exponencialni rozdéleni). Uvazujme exponencidini rozdélent s
hustotou pravdépodobnosti

fA)y=xe t>0

a s odpovidajici distribucni funkci

x
F(z) = / FDdt=1—e ™ =y,
0
Inverzni distribucni funkce je potom

_ log(1 —y

Friy) = 0=y,

Pro generovani vzorki z E(N\) potom staci vygenerovat y[k] ~ U(0,1) a spocist
x[k] ~ E(N) jako

_log(1 — y[k])

x[k] = 5y
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Zamitaci metoda

Mnoho dulezitych pravdépodobnostnich rozlozeni ma bohuzel neinvertovatel-
nou distribu¢ni funkci — asi nejprominentnéjSim zastupcem je normalni roz-
déleni pravdépodobnosti, jehoz distribu¢ni funkci nelze vyjadrit v uzaviené
formé (neznamend to ale, Ze distribu¢ni funkci ®(z) = 1/2 - erfe(—z/v/2) a
jejl inverzi nelze spocitat priblizné nebo numericky s néjakou garantovanou
chybou — metodu, popsanou v Odstavci 12.3 bychom tedy mohli pouzit, bude
to ale velmi pomalé Il porovnat se Zigguratem .).

Jednim ze zptisobt (nikoliv ale zpisobem nejefektivnéjsim), jak generovat po-
sloupnost hodnot z libovolného rozdéleni F, u néhoz jsme schopni analyticky
vyjadiit jeho hustotu pravdépodobnosti f(x), ale distribu¢ni funkci F(z) jiz
nikoliv, je tak zvana zamitaci metoda, jez pro vygenerovani jedné ndhodné
hodnoty z libovolného rozdéleni potiebuje vzdy alespon dvé nahodna cisla.
Tato metoda postupuje nasledovné:

1. Z néjakého rozdéleni pravdépodobnosti (muze to byt rovnomérné rozdé-
pravdépodobnosti g(x) vhodné aproximuje f(x) az na multiplikativni
konstantu M tak, ze Va : f(z) < Mg(z)Il moc koncentrované, rozvést
nebo vynechat M), navzorkujeme bod z

2. Spoc¢teme hodnotu f(z), nebot hustotu pravdépodobnosti mame danu
analyticky.

3. Vygenerujeme nahodné ¢islo u ~ U(0, 1)

4. Pokud je u- Mg(xz) < f(x), akceptujeme x jako vzorek z F. V opa¢ném
pripadé se vracime na zacatek a vzorkujeme novy bod x.

Algoritmus 12.1 naznacuje, jak bychom mohli pouzit zamitaci metodu pro
vzorkovani distribuce s hustotou pravdépodobnosti podobnou hustoté rovno-
mérného rozdéleni pravdépodobnosti.

Obdobné jako v pripadé rovnomérného rozdéleni pravdépodobnosti, i v pri-
padé normalniho rozdéleni staci generovat vzorky ze ,zakladniho“ rozdéleni
N(0,1). Vzorky x ~ N (i, 0?) lze ziskat ze vzorkt y ~ N(0,1) transformaci

T =0y + U

12.4 Monte Carlo integrace

V osmé prednasce jsme se zabyvali metodami numerické integrace funkei jedné
proménné a ukézali si zdkladni kvadraturni vzorce. V metodach vypocetni
fyziky Ci pocitacové grafiky se velmi casto setkavame s nutnosti pocitat slozité
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Algoritmus 12.1 Zamitaci metoda vzorkovani vyuzivajici pouze rovnomeér-
ného rozdéleni pravdépodobnosti. Jde pouze o ilustrativni ptriklad, vhodny pro
vzorkovani distribuci s ,,plochou” hustotou, podobnou rovnomérnému rozdé-
len{. Vzorkovani A/(0,1) neni timto zpisobem efektivni

Require: hustota pravdépodobnosti f(z) rozdéleni F()
Ensure: z ~ F()
fmax ¢ max, f(x)

repeat
x ~U(—00,00)
u~U0,1)

until v - frax < f(x)

integraly funkci mnoha proménnych. Pro tyto tlohy neni standardni pristup
s rovnomérnym rozdélenim itegracniho intervalu a pfipadnym zjemmnovanim
prilis vhodny.

Priklad 12.9 (Pocet vy¢isleni vicerozmérné funkce). Budeme-li pro nds kva-
draturni vzorec potrebovat vycislit v jedné dimenzi integrovanou funkci celkem
m-krdat, bude vn > 1 dimenzich tento pocet vycisleni roven m'™. Pokud tedy in-
tegrujeme f(x) a vyhodnotime ji desetkrat, v pripadé desetirozmérné fyzikdlni
ilohy budeme funkci f(x) vyhodnocovat celkem 10*0-krdt.

Jediny v praxi pouzitelny zptsob, jak vyhodnocovat vicerozmérné integraly
pro pocet dimenzi vétsi, nez dva, je Monte Carlo integrace. Princip je
velmi jednoduchy: Integrovanou funkei f(x) navzorkujeme v celkem m bodech,
vybranych ndhodné v doméné integrace D a spoc¢teme primérnou hodnotu .
Vysledny odhad integrélu je potom roven I ~ A(D)y, kde A(D) je plocha
domény integrace Il resp. objem resp. néco jiného M. Monte Carlo integrace
koverguje velmi pomalu: chyba odhadu klesé s O(1/+/n), abychom tedy ziskali
jedno dalsi desetinné misto presnosti, musime pouzit stonasobny pocet vzorkiu.
Neni proto neobvyklé, zZe pocet vyhodnoceni integrandu se pohybuje v fadech
miliénu ¢i miliard.

Proc¢ se tedy vlastné Monte Carlo integrace pouzivé, kdyz jde o tak pomalu
konvergujici postup? (Von Neummann: MC is a method of last resort.) Jiz
jsme si tekli, ze pro integraci funkci v jedné ¢i dvou proménnych postrada
Monte Carlo integrace smysl. Jeji puvab ale spocivd v tom, Ze na rozdil od
deterministickych postupt neni jeji rychlost konvergence na dimenzionalité
feseného problému. 1

Piiklad 12.10 (Monte Carlo integrace vicerozmérné funkce). Pro n = 106 a
doménu integrace D C RS vychdzi u deterministického pristupu pocet vzorki
na jednu dimenzi roven 10. Budeme-li vyZadovat stejnou presnost, budeme ale
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Pt pouZiti deterministického pristupu muset pouzit vzorki vyrazné vétsi pocet

M «olik? A

V nejjednodussim piipadé, kdy D = [0,1] a I = fol f(x)dz, muzeme tento
integral aproximovat jako
T = (F(00) =+ (o)

kde b; = j/m. Jde o aproximaci integralu, vychazejici z ptivodni Riemannovy
definice: V kazdém z m paneli o délce 1/m pouzijeme k odhadu funkéni
hodnotu na jeho pravém okraji. Budeme-li predpokladat, ze funkce f je spojita
a dostatecné hladkd, pak se chyba Riemannovy aproximace klesa jako O(1/m),
coz je vyrazné lepsi, nez O(1/y/m) v piipadé Monte Carlo integrace (pro
dosazeni chyby Riemannovy aproximace bychom museli navzorkovat celkem
m? funkénich hodnot). Pouzijeme-li pokroéilejsi deterministickd kvadraturni
pravidla m-tého radu, napiiklad slozené obdélnikové ¢i Simpsonovo pravidlo,
bude chyba aproximace integralu jesté nizsi — pro obdélnikové pravidlo bude
chyba klesat jako O(1/m?), pro Simpsonovo pravidlo dokonce jako O(1/m?)
(blize viz [1, odstavec 8.4.1] nebo I desata? M piednaska MAG).

S rostoucim poc¢tem dimenzi domény D ale deterministicka kvadraturni pravi-
dla ztréci své kouzlo: V pifpadé D = [0,1]'% a I = fol f(x)dx budeme v pripadé
Riemannovy aproximace muset pro dosazeni stejného fadu chyby jako vyse
vyhodnotit celkem O(m!%) uzlovych vektort. Pokud pouzijeme Monte Carlo
integraci, navzorkujeme celkem O(m?) rovnomérné distribuovanych vektort
X1,X2,..., X2 z domény D, tedy celkové 10m rovnomérné distribuovanych
hodnot, a chyba aproximace bude stile O(1/m) bez ohledu na dimenzi pro-
blému.

Poznamenejme, ze ackoliv chyba Monte Carlo integrace klesa stejnym radem
nezavisle na dimenzi, pri rostoucim poctu dimenzi se u této metody musime
potykat se dvéma problémy, jez vyplyvaji z podstaty této metody:

1. Je-li doména D rozlehl4, rozptyl o2, tedy mira ,uniformity“ integrované
funkce f v celém regionu D, mize byt pri rovnomérném vzorkovani velmi
vysoky.

2. Vzorkovat rovnomérné doménu D obecného tvaru nemusi byt vzdy mozné.

Resenim téchto problémii je metoda vzorkovani podle vyznamnosti (angl.
importance sampling), kdy vzorky xi,Xa, . .., X;, z domény D vzorkujeme z ne-
rovnomeérného rozdéleni pravdépodobnosti 7(x), jez s vyssi pravdépodobnosti
generuje vzorky ve ,vyznamnych* c¢astech regionu D. V takovém piipadé lze
integral I aproximovat jako

P =

o f(x))
jZ::l (%)’
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piiéemz rozptyl takového statistického odhadu bude o2 = var(f(x)/7(x)).
V idedlnim pripadé, kdy je f nezdpornd a I konec¢né, bychom mohli zvolit
m(x) o< f(x). To ovSem znamend, ze f zndme, a v praxi tato situace neni
prilis pravdépodobna. Budeme proto spise hledat takové m, jez je dostatecné
podobné f a nasméruje vice vozrku do oblasti, kde ma f vysokou absolutni
hodnotu. Generovat ovSem vzorky z takové spojité distribuce mize byt docela
slozité.

Efektivitu Monte Carlo integrace lze zvysit nékolika dal$imi riznymi meto-
dami — pouzitim kvazindhodnych posloupnosti, které rozmistuji vzorkovaci
body ve doméné integrace rovhomérnéji, nez nadhodné, ale nikoliv zcela de-
terministicky, ¢i vzorkovadnim po Castech (angl. stratified sampling), kdy
doménu D délime bud pfedem na nékolik subdomén a celkovy integral poci-
tame jako soucet dil¢ich integralii, nebo doménu délime rekurzivné (obdobné
jako u adaptivnich kvadraturnich pravidel) na zakladé odhadu rozptylu inte-
grované funkce.

12.5 Kvazinahodna disla

Pres vSechnu snahu, kterou vénujeme vyvoji algoritmi, generujicich co nejna-
hodnéjsi pseudondhodna ¢isla, je vhodné si uvédomit, ze opravdovd ndhodnost
neni vzdy nutnosti. Pro urcité vypy aplikaci, jako je naptiklad Monte Carlo
integrace, je podstatné dilezitéjsi dosdhnout co nejrovnomérnéjsiho ndhod-
ného pokryti vzorkované domény integrace, nez to, jestli jsou vzorky opravdu
zcela ndhodné. Jednim z problému opravdu nahodnych posloupnosti Cisel je
totiz to, zZe jejich hodnoty se mohou v nékterych oblastech nahodné shluknout
a celkové pokryti vzorkovaného intervalu je tak pomérné nerovnomérné, viz
Obrazek 12.2. Druhym extrémem je pouziti zcela rovnomérné miizky bodu
(jako v pripadé deterministickych kvadraturnich algoritmu), jak jsme ale vi-
déli v predchozim odstavci, tento postup nelze efektivné skalovat do vyssich
dimenzi.

Kvazindhodné posloupnosti ¢isel (angl. quasi-random sequences) predsta-
vuji jakysi kompromis mezi zcela rovnomérnym a zcela ndhodnym pokry-
tim. Tyto posloupnosti nelze povazovat za ndhodné, jde o deterministické po-
sloupnosti, jez jsou zkonstruovany tak, aby poskytovaly pro danych k vzorku
co nejrovnomérnéjsi pokryti vzorkovaného intervalu a ziroven aby vypadaly
,dostatecné nahodné*. Jednotlivé prvky kvazindhodnych posloupnosti se sobé
zamérné vyhybaji, aby se pfedeslo shluktim, jez pozorujeme u ndhodnych po-
sloupnosti.

Rozdily vsech tii zminénych pristupt ke vzorkovani ukazuje Obrazek 12.2.

Kvazindhodné posloupnosti, nékdy téz oznacované za posloupnosti s nizkou
diskrepanci (angl. low-discrepancy series) se v dnesni dobé s oblibou pouzivaji
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Obrazek 12.2: 441 hodnot vygenerovanych jako rovnomérnd miizka 21 x 21
bodu, psudondhodnym generatore a Haltonovou kvazindhodnou sekvenci

v Monte Carlo metodach, vyzadujicich dostate¢né rovnomérné pokryti vzorko-
vané domény a nekladou takovy diiraz na statistické vlastnosti vzorkovaného
souboru — jde naptiklad o integraci ¢i ndhodné prohledavani. Nejsou naopak
vhodné pro statistické simulace, kde velmi zdlezi na nezévislosti jednotlivych
vzorku.

V pripadé integrace zvysi pouziti kvazindhodné posloupnosti vyznamné rych-
lost konvergence, chyba nyni klesd s O(1/n), bohuzel rychlost konvergence se
stava zavislou na dimenzi fesené tlohy (teoretickd horni hranice chyby je pro d
dimenz{ nepifjemnych O((Inn)¢/n), v praxi ale v mnoha pifpadech vychazeji
i pro d > 100 chyby blize k O(1/n)) a redlnd rychlost konvergence proto s
rostouci poc¢tem rozmért klesd jak? doplnit |}
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analyza Teseni, 83
analyza modelu, 83
aproximace, 81, 163
linearniho typu, 165

aproximace metodou nejmensich ¢tverc,

168
asymptoticky blizi, 28

bazovych funkci, 172

Cela cisla, 83

chyba aproximace, 164

chybou aproximace, 85, 165
chybou matematického modelu, 85
chybou metody, 85

chybou modelu, 85

chyby (Sum) ve vstupnich datech,
85
chyby zaokrouhlovaci, 86

délitel

nejvetsi spolecny, 36
desifrovaci exponent, 57
diagonalni, 146
diagondlni skdlovani, 146
Dijkstriv algoritmus, 71
diskrétni logaritmus, 55
dobfe podminéna, 90
dolni trojihelnikova, 148
dvojnésobné presnosti, 87

efekt motyliho kiidla, 188

elementarni eliminac¢ni matice, 148,
154

Eulerova funkce, 44

exponent, 84

Fermatova testu prvociselnosti, 44
fundamentalni polynomy, 176
funkce

bézové, 164

Gaussova eliminac¢ni metoda, 151
grafovym algoritmem, 63
grafovou tlohu, 63

hlavni prvky, 152
hodnost matice, 137
horni trojihelnikova, 148
Hornerovo schéma, 175
hran, 64

indukovana, 139
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interpola¢ni aproximace, 168
interpola¢ni podminky, 170
interpolaéni uzly, 170

interpolaci, 170

interpolanty, 169

inverzni kvadratické interpolace, 109
inverznim prvkem, 43

isomorfni grafy, 66

iteracni, 135

iterace, 96

jednoduchou presnost, 87

kotrenem, 91

koeficienty, 114

kontrakce, 93

konvergentni kvadraturu, 118
konzistentni, 136, 140

korektni, 89

kvadraturniho vzorce, 113
kvadraturou, 118

Kvazinahodné posloupnosti, 197

Lagrangetv interpola¢ni polynom,
176

Lagrangeovy bazové polynomy, 176

lichobéznikové pravidlo, 120

linearni kongruentni generator, 47

linearni rovnice, 91

linearnich algebraickych rovnic, 135

linearniho kongruencéniho generatoru,
190

lokalné konverguje, 103

mantisa, 84

matematické modelovani, 79
matematického modelu, 79
matematicky model, 80
Matematickou tlohou, 89
matic, 136

Matici sousednosti G, xn, 68
metoda bisekce, 98

metoda konverguje s rychlosti, 96
Metoda puleni intervalu, 98
modul, 39, 57

REJSTRIK

Modularni aritmetika, 39
modulo, 38

monomy, 170

Monte Carlo integrace, 195
multiplikatory, 151
multiplikativni inverzi, 44
multiplikativni inverzi, 43

nahodnost, 188

Nederministicky Turinguv stroj, 24
nejmensi multiplikativni inverzi, 44
nejvétsiho spole¢ného délitele, 38
nekorektni, 89

nelinearni rovnice, 91
neopakovatelnost, 189
neorientovana, 64

neorientovany graf, 64

nesoudélna, 38

Newtonova metoda, 104
Newtonovy-Cotesovy vzorce, 119
normy, 137

normy funkce, 166

nulovym bodem, 91

Numericka tiloha, 82

numerickd uloha, 135

numerickd kvadratura, 113
numerickd matematika, 83
Numericky algoritmus, 82

obdélnikové pravidlo, 120
orientovana, 64
Orientovany graf, 64
otevieny, 114, 119

primé substituce, 149
primé, 135

primy chod, 152
priblizeni, 81, 163
panely, 119
permutacni matici, 146
Pevna radova carka, 84
pevnym bodem, 91
pivotace, 156

pivoty, 152
pocitacovym modelem, 81
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podrizend, 139

Podgraf, 65

Pohybliva fadova carka, 84
prochazeni do sitky, 70
prochazeni do hloubky, 70
prochézeni grafem, 70
progresivni, 119
pseudondhodni ¢isla, 189

rustovy faktor, 160

regularni, 137

Relativni chybou, 86

relativni reziduum, 144

Reziduum, 143

rozsifené matice, 152

rozsitenym FEukleidovym algoritmem,
39

rozhodovaci tlohu, 23

saxpy, 149

semilogaritmickém tvaru s normali-
zovanou mantisou, 84

Simpsonovo pravidlo, 120

singularni, 137

slozené, 119

smyckou, 64

soukromy kli¢, 57, 60

spole¢ny délitel, 38

stabilitou vypoctu, 115

stabilni, 116

stochastické simulace, 187

stupném vrcholu, 65

submultiplikativni, 140

syntetické déleni, 175

systém, 79

ttida kongruence, 41

tfidou aproximujicich funkei, 165
tfidu polynomt, 165
trojuhelnikova, 148

uzavérou, 92
uzavreny, 114, 120
uzly interpolace, 170
uzly kvadratury, 113
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vahy, 114

vahy kvadraturniho vzorce, 114
Vyctem sousedt S;,xm, 68

vybér hlavniho prvku, 156
validovat, 83

Vandermondova matice, 117, 173
Verejny kli¢, 57

verifikovat, 83

vnotend, 119

vrcholt, 64

vzorkovani podle vyznamnosti, 196
vzorkovanim po ¢astech, 197

zéklad, 84

zamitaci metoda, 194
zpétna substituce, 149
zpétny chod, 152
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