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Opakování z p°edná²ky: p°enosová funkce

De�nice p°enosové funkce

H(p) =
Y (p)

U(p)

za nulových po£áte£ních podmínek

Vztah p°enos � impulsní odezva

h(t) = L−1 {H(p)}

Vztah vstupu a výstupu

y(t) = u(t) ∗ h(t)

Pozor!

Hv¥zdi£ka znamená konvoluci,
nikoliv násobení!
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Opakování z p°edná²ky: ur£ení p°enosové funkce
z diferenciální rovnice vn¥j²ího popisu

LTI systém:
n∑

k=0

aky
(k)(t) = u(t)

nulové po£áte£ní podmínky: y (k)(0) = 0 ∀k
po Laplacov¥ transformaci:

n∑
k=0

akp
kY (p) = U(p)

po úprav¥:

H(p) =
Y (p)

U(p)
=

1∑
akpk

.
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P°íklad 1: p°enos obecného LTI systému druhého °ádu

Zadání:

Nalezn¥te p°enosovou funkci a impulsní odezvu systému

y ′′(t) + 4 y ′(t) + 13 y(t) = u(t)

s po£áte£ními podmínkami

y(0) = c0 a y ′(0) = c1

�e²ení:
Po Laplaceov¥ transformaci:

p2Y (p)− pc0 − c1 + 4 (p Y (p)− c0) + 13Y (p) = U(p)

Po úprav¥:

Y (p)
(
p2 + 4pY (p) + 13

)
= U(p) + pc0 + c1 + 4c0
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Opakování z p°edná²ky: princip superpozice

odezva
LTI
systému

=
p°echodová sloºka

odezva na po£áte£ní
podmínky

+
ustálená sloºka

odezva na vstupní
signál

P°íklad 1:

Y (p) =
U(p) + c1 + (p + 4)c0

p2 + 4p + 13
=

c1 + (p + 4)c0
p2 + 4p + 13

+
U(p)

p2 + 4p + 13

= p°echodová sloºka + ustálená sloºka
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P°íklad 1 � p°enosová funkce a impulsní odezva

nulové po£áte£ní podmínky c0 = 0, c1 = 0:

Y (p) =
U(p)

p2 + 4p + 13

P°enosová funkce

H(p) =
Y (p)

U(p)
=

1
(p2 + 4 p + 4) + 9

=
1

(p + 2)2 + 9

Impulsní odezva = inverzní Laplaceova transformace p°enosové funkce

h(t) = L−1 {H(p)} = 1
3
· e−2t sin 3t.
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Blok Transfer Fcn

t

Vykreslení ustálené sloºky

Transfer	Function

Out1

Dirac_w

Numerator coe�cients =
koe�cienty £itatele

Denominator coe�cients =
koe�cienty jmenovatele
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Stabilita spojitých systém·

(Asymptoticky) stabilní LTI systém: pro impulsní odezvu platí

lim
t→∞

h(t) = 0.

Nestabilní systém:
lim
t→∞

|h(t)| =∞.

Systém na mezi stability (metastabilní):
h(t) nemá nulovou limitu, ale je omezená
(tj. lim h(t) = c 6= 0 nebo limita neexistuje � nap°. periodická funkce).
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Stabilní systém

Stabilní spojitý LTI systém

V²echny póly p°enosové funkce H(p) stabilního systému
leºí v levé £ásti p-roviny (jejich reálná £ást je záporná).

Lucie Kárná (karna@fd.cvut.cz) Cvi£ení 9 � Stabilita spojitých systém· April 21, 2020 10 / 28



P°íklad 2 � jednoduché póly

Spojitý systém 2. °ádu má p°enosovou funkci

H(p) =
1

p2 + 4p + 3
=

1
(p + 1)(p + 3)

.

Póly p°enosové funkce p1 = −1 a
p2 = −3 leºí v levé £ásti p-roviny
⇒ stabilní systém
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P°íklad 2 � impulsní odezva

h(t) = L−1 {H(p)} = L−1
{

k1
p + 1

+
k2

p + 3

}
=

1
2
e−t − 1

2
e−3t .
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P°íklad 3 � komplexn¥ sdruºené póly

Spojitý systém 2. °ádu má
p°enosovou funkci

H(p) =
1

p2 + 4p + 20
.

Jeden pár komplexn¥ sdruºených
pól·

p1,2 = −2± 4i

s reálnou £ástí v levé £ásti
p-roviny ⇒ stabilní systém
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P°íklad 3 � impulsní odezva

h(t) = L−1 {H(p)} = L−1
{

1
p2 + 4p + 20

}
= L−1

{
1
4

4
(p + 2)2 + 16

}
= . . .

· · · = 1
4
e−2t sin(4t).
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Zp¥t k p°íkladu 1 � dokon£ení

P°enosová funkce: H(p) = 1

(p2+4 p+4)+9
= 1

(p+2)2+9
má póly

p1 = −2+ 3i ,

p2 = −2− 3i .

Rozhodující je Re(p1) = Re(p2) = −2, systém je stabilní.
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Nestabilní systém

Nestabilní spojitý LTI systém

Nestabilní spojitý LTI systém spl¬uje jedno z následujících kritérií:

alespo¬ jeden pól p°enosové funkce H(p)
leºí v pravé £ásti p-roviny (jeho reálná £ást je kladná), nebo

p°enosová funkce H(p) má násobné póly na imaginární ose.
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P°íklad 4

Spojitý LTI systém 2. °ádu má p°enosovou funkci

H(p) =
1

p2 + p − 2
=

1
(p + 2)(p − 1)

.

jeden z pól· p°enosové funkce,
p2 = 1 leºí v pravé £ásti p-roviny
⇒ nestabilní systém
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P°íklad 4 � impulsní odezva

h(t) = L−1 {H(p)} = L−1
{

k1
p + 2

+
k2

p − 1

}
= −1

3
e−2t +

1
3
et .
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P°íklad 5 � násobný pól v nule

Spojitý LTI systém 2. °ádu má p°enosovou funkci

H(p) =
1

p3 + p2
=

1
p2(p + 1)

.

dvojnásobný pól p°enosové funkce p1 = p2 = 0
leºí na imaginární ose ⇒ nestabilní systém.

H(p) =
1

p2(p + 1)
=

1
p2
− 1

p
+

1
p + 1

h(t) = L−1 {H(p)} = L−1
{

1
p2
− 1

p
+

1
p + 1

}
= t − 1(t) + e−t .
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Úloha 1

Spojitý LTI systém 2. °ádu má p°enosovou funkci

H(p) =
1

p2 − 4p + 5
.

Ur£ete

póly p°enosové funkce,

(ne)stabilitu systému,

impulsní odezvu h(t) = . . .

Namodelujte impulsní odezvu (= odezva na δ(t)) v Simulinku
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Metastabilní systém

Spojitý LTI systém na mezi stability (metastabilní systém)

Metastabilní spojitý LTI systém spl¬uje následujících kritérium:

ºádný pól p°enosové funkce H(p)
neleºí v pravé £ásti p-roviny (v²echny mají nekladnou reálnou £ást),
a zárove¬

alespo¬ jeden pól p°enosové funkce H(p)
leºí na imaginární ose (je ryze imaginární � má nulovou reálnou £ást),
a zárove¬

póly leºící na imaginární ose nejsou násobné.
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P°íklad 6 � pól v nule

Spojitý LTI systém 1. °ádu má p°enosovou funkci

H(p) =
1
p
.

Jediný pól p°enosové funkce je p = 0 ⇒ systém na mezi stability.

h(t) = L−1 {H(p)} = L−1
{
1
p

}
= 1(t).
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P°íklad 7 - komplexn¥ sdruºené póly na imaginární ose

Spojitý LTI systém 2. °ádu má p°enosovou funkci

H(p) =
1

p2 + 4
.

h(t) = L−1 {H(p)} = L−1
{
1
2

2
p2 + 22

}
=

1
2
sin 2t.
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P°enosová funkce vnit°ního popisu

Laplaceova transformace rovnic vnit°ního popisu

d
dt

x(t) = A x(t) + B u(t)

y(t) = C x(t) +D u(t)
→

p · X (p) = AX (p) + BU(p)

Y (p) = CX (p) +DU(p)

z 1. rovnice vyjád°íme: X (p) = (p I− A)−1BU(p)

dosadíme do 2. rovnice: Y (p) = C (p I− A)−1BU(p) +DU(p)

p°enosová funkce:

H(p) =
Y (p)

U(p)
= C (p I− A)−1B+D.

pro stabilitu systému je rozhodující matice A, respektive det(p I− A)

Póly p°enosové funkce jsou vlastní £ísla matice A.
� eig(A)
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P°íklad 8

Vnit°ní popis

x ′1(t) = −3x1(t) + x2(t) + u(t)

x ′2(t) = −17x1(t)− x2(t)− 2u(t)

y(t) = x1(t)− 2x2(t)

⇒ A =

[
−3 1
−17 −1

]

pI− A =

[
p + 3 −1
17 p + 1

]
⇒ det(p I− A) = p2 + 4p + 20.

Polynom p2 + 4p + 20 je charakteristický polynom systému,
jeho ko°eny jsou póly p°enosové funkce.
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P°íklad 8 � pokra£ování

Ko°eny charakteristického polynomu p2 + 4p + 20:

p1,2 =
−4±

√
16− 80
2

=
−4± 8i

2
= −2± 4i

P°enosová funkce má jeden pár komplexn¥ sdruºených pól· p1,2 = −2± 4i
s reálnou £ástí v levé £ásti p-roviny ⇒ stabilní systém
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Domácí úkol

Vy²et°ete stabilitu LTI systému zadaného vnit°ním popisem

x ′1(t) = −2x1(t) + x2(t)

x ′2(t) = 3x2(t)− 13x3(t)− 2u2(t)

x ′3(t) = x2(t)− x3(t) + u1(t)

y(t) = x1(t)− x3(t).
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