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Kromé otéazek, uvedenych v tomto psani, se v pisemce samoziejmé mohou vyskytnout
otazky na cokoliv z odprednasené teorie — predpokladame, Ze jste dostatecné seznameni
se zakladnimi vlastnostmi spojitych a diskrétnich systému a s teorii (a matematickymi
postupy) vnéjsiho a vnitiniho popisu systému.



Doporucujeme vasi pozornosti text Priklady na Z-transformaci, jenz si muzete stah-
nout jako priklady_z_2016.pdf z webovych stranek s programem cviceni.
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1 Prevod mezi vnéjSim a vnitfnim popisem

Prevod mezi vnéjsim a vnitinim popisem jsme si ukazovali na prednasce pro spojité
systémy. U systému diskrétnich je postup zcela analogicky.

Priklad 1. Diskrétni LTI systém, popsany rovnici

1 n
sln+ 2 = yln + 1)+ ylnl == (5) o
s poc¢atecnimi podminkami y[0] = 1 a y[1] = —1 prevedte na ekvivalentni vnitini popis.

Zapiste matice vnitiniho popisu.

Reseni:
Analogicky se spojitymi systémy zavedeme substituci

z ¢ehoz plyne rovnou

Po dosazeni do (1) mdame

1 n
xaln + 1] — xo[n| + z1[n] = — <2)
1 n
afo + 1) = ~z1[n] + z2ln] - (3
Systém je tedy popsan soustavou rovnic
z1[n + 1] = z2[n]
1 n

2ol -+ 1) = ~anln] + wafr) — ( 3)

a matice jsou


priklady_z_2016.pdf

Ukol 1. Diskrétni LTI systém, popsany rovnici

1

Syl +2 —yln] = (-2)"
s pocatecnimi podminkami y[0] = —1 a y[1] = 0 pfevedte na ekvivalentni vnitini popis.
Zapiste matice vnitiniho popisu.

Vysledek: A:{O 1}, B:m, cC=[1 0], D=0

2 0 2

Ukol 2. Diskrétni LTI systém, popsany rovnici

1

Syl —yln — 2 = (-2)"

prevedte na ekvivalentni vnitini popis. Zapiste matice vnitfniho popisu.

Vysledek:

A:B (ﬂ B:[g}, C=[2 0], D=2

Priklad 2. Méjme diskrétni LTI systém, popsany soustavou rovnic

z1[n + 1] = 2x1[n] + x2[n]
xan + 1]

= —x1[n| — uln]
y[n] = 21[n]

s pocateénimi podminkami x1[0] = —1 a 22]0] = 1. Bez pouziti Z-transformace naleznéte
moznou rovnici vnéjsiho popisu systému a odpovidajici poc¢ateéni podminky.

Reseni:
Prostym dosazenim y[n] = x1[n] a y[n + 1] = z1[n + 1] mdme

yln +1] = 2y[n] + z2[n]
za[n + 1] = —y[n] — u[n].

Systém je LTI, prvni rovnici mizeme proto prepsat substituci n — n + 1 na
y[n + 2] = 2y[n + 1] + x2[n + 1]
a po dosazeni druhé rovnice soustavy za xa[n + 1| mame
yln + 2] = 2y[n + 1] — y[n] — uln].
Vysledna rovnice vnéjsiho popisu by tedy mohla byt napriklad
yln + 2] — 2y[n + 1] + y[n] = —uln].

Protoze je y[n] = x1[n], je y[0] = x1[0] = —1. Z prvni rovnice soustavy potom méame
y[1] = 221[0] + x2[0] a druhd pocatecni podminka je proto y[1] = —1. O



Ukol 3. Méjme diskrétni LTT systém, popsany soustavou rovnic
z1[n + 1] = 222[n] — u[n]
xo[n + 1] = —x1[n]
yln] = @2[n].
s pocateénimi podminkami z1[0] = 1 a x2[0] = 0. Bez pouziti Z-transformace naleznéte

moznou rovnici vnéjsiho popisu systému a odpovidajici poc¢atecni podminky.

Vysledek: |y[n + 2] + 2y[n] =wuln], y[0]=0, y[l]=-1

2 Opakovani iterativnich vypocti

Priklad 3. Bez pouziti Z-transformace vypoctéte prvnich pét ¢lent posloupnosti vy-
stupu diskrétniho LTT systému s impulsni odezvou

)

pokud na vstup privedeme signdl u[n] = (—1)".
Reseni:
Vystup diskrétniho LTI systému je dan konvoluci vstupu s impulsni odezvou, tedy

y[n| = i hin — m]u[m] = zn: hln — m]u[m).
m=0 m=0
Z toho
y[0] = A[0]u[0]
=1-1=1

— 14l () ==
y[2] = h[2]u[0] + A[1]u[1] + A[0]u[2]
Sy el
4 2 4
y[3] = h[3]u[0] + h[2]u[1] + A[1]u[2] + R[0]u[3]
1 1
=Sl (DL () = =
y[4] = h[4]u[0] + h[3]u[l] + h[2]u[2] + h[1]u[3] + h[0]u[4]
—%-Hé (—1)4&-1+5 (1) +1 1:%



Ukol 4. Naleznéte h[n], vite-li, ze s[n] = (7/8)".

Vysledek: [h[n] = —%- (;)n]

Ukol 5. Naleznéte prvnich pét ¢lenit odezvy y[n] diskrétniho LTI systému na vstupni
posloupnost u[n] = {1,1,0,0,0, ... }>2, vite-li, ze hln] = (7/8)".

157 15 /7\%? 15 /7\% 15
Vysledek: =1 =2 1.2 (L) 2 (L) =2
ysiede ly["] {’8’8 8’(8) 8’(8> g’ H

Ukol 6. Naleznéte prvnich pét ¢lenti posloupnosti impulsni odezvy h[n| diskrétniho LTT
systému, jehoz odezva na vstupni posloupnost u[n] = {1,—1,0,1,0,...}22, je y[n| =

{-1/2,1,0,—1,0,...}22,.
e . — _1 1 1 _1
Vysledek: [h[n]{ 2,272,0, 2,...}]

3 Dopredna Z-transformace

Priklad 4. Urcete F(z), pokud f[n| = na™.

Reseni:

Podle prednasek (a s vyuzitim véty o derivaci obrazu a znalosti o derivaci podilu dvou
funkei) je

n n d 1
Z{na"} = Z{na"} = R
_ 0 (1—az!)—1-(04az72) . —az"?
(1—az"1)2 (1—az"1)2
. az!
(1 —az1)2

O

Priklad 5. Naleznéte F'(z) pro spojitou funkei na obrazku za predpokladu, ze funkce
je vzorkovana s periodou T = 1s.



Reseni:
Prvnich jedenéct ¢lenti posloupnosti f[n], kterd vznikne navzorkovanim spojitého signalu
f(t), zapiseme pro prehlednost do tabulky:

n o1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
nT o1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

flnl=fT) |0 2 4 25 1 1 1 1 1 1 1

Dale postupujeme vypoctem transformace podle definicniho vzorce,
[e.e]
F2)=3 flale"=0-2"42- 27144272425 28 4 127t 41270
n=0

(0.)
=27 44272425273 + Z z™m
m=4

2—4

=2 4427242523+ —.
1—=2

Ukol 7. Uréete F(z), pokud f[n] = e

z

F(z) = 1

Vysledek:

z—e®

Ukol 8. Naleznéte Z-transformaci posloupnosti, jez vznikne vzorkovanim spojitého sig-
nélu z prikladu 5 s periodou T' = 1/2s.

-8
Vysledek: |F(z) =21 +2272 4323 + 4274 +3,252 542526+ 1,752+ 1 : — ]
-z

Ukol 9. S pomoci defini¢niho vztahu ukazte, ze Z-transformace posloupnosti zpozdé-



ného jednotkového skoku

je rovna

Ukol 10. Pomoci Eulerova vzorce odvodte Z {cos(an)}.

Ukol 11. S pomoci vzorce pro Z-transformaci konvoluce dokazte, ze Z-obrazem po-
sloupnosti win] =n+1 je

2’2

(z—1)*

Nédpovéda: Uvédomte si, jakych hodnot nabyva posloupnost w[n] pro n = 0,1,2,....
Vyjadrete tento soucet jako win] = Y » _,z[n]yln — m| a naleznéte odpovidajici z[n| a
y[n] a jim odpovidajici X (z) a Y (2).

W(z) =

4 Z-transformace vyrazi
Ukol 12. Zapiste Z-transformaci soustavy rovnic vnitiniho popisu systému

zi[n + 1] = za[n]
xo[n + 1] = —z1[n] + z2[n] — u[n]
yln] = 21[n].

Z transformované soustavy vyjadrete Y(z) jako funkci U(z) pro pociteéni podminky
z1[0] =1 a x2[0] = —1.

222 —24U(2)

Vysledek: |Y(z) 5

z2—z—1

Priklad 6. Naleznéte F'(z) periodické sekvence, pro niz plati f[n+2] = f[n], f[0] = —5
a f[1] = 5.
Reseni:
Podle véty o posunuti je
Z{fln+2} = 2{fn]},
2F(2) = 2 f[0] — 2 f[1] = F(z)

2F(2) = F(2) = =2 f[0] — 2f[1]

—22f[0] — 2f[1]

F(z) = o




a po dosazeni pocatecnich podminek

O

Ukol 13. Uréete fundamentélni periodu a naleznéte Z-transformaci periodické posloup-
nosti f[n], naznacené na nasledujicim obrazku

flnl
4

25+ 324 4 %z3

ysledek:
Vyslede o

T=5 F(2)=

Ukol 14. Vyjadiete Y (z) jako funkci U(z) pro diskrétni LTI systém popsany diferencni
rovnici
yln + 2] = yln + 1] + y[n] = uln]

s po¢ateénimi podminkami y[0] =1 a y[1] = —1.

U(z) + 2% — 22

Vysledek: o p—]

Y(z) =

5 Zpétna Z-transformace

bz 1
_ -1
yinl = 2 {z—ll—azl}'

Ukol 15. Najdéte

n+1l _
Vyrsledek: [b(al)]
a—1

Ukol 16. Najdéte

z(=2z+b+a) }

yln] = 27 {_(—z o) (=2 +b)



Vysledek: [a™ + 0"

Ukol 17. Najdéte

yln) = 27! { (mzfg@;)_ 1) } |

Vysledek: [b — 1]
a

Ukol 18. Najdéte

oz z(—za+a? — 2% +22b— b?)
wlnl = 2 { a(—2+b)2(—zta) }

Vysledek: [nb"‘l +a™ !

6 Reseni diferencnich rovnic
Ukol 19. S pomoci Z-transformace vyfeste diferenéni rovnici
y[n + 1] — 3y[n] = 4n.

Poc¢ateéni podminka je y[0] = 0.
Vysledek: |y[n] = 3" — 2n — 1[n]

Ukol 20. S pomoci Z-transformace vyteste soustavu diferenc¢nich rovnic

V2 V2

ofn+ 1) = Laln] - Y2y
i+ 1] = Lol + Lyl

s pocatecnimi podminkami z[0] = 1 a y[0] = 0.

il v P
ysledek: |X(z2) = ——————, Y()= —""F— =
Vyslede (2) JERY; AL (2) JCRY L z[n] = cos (4n) ,  yln

Priklad 7. Vyteste homogenni diferen¢ni rovnici

yln+2] —4y[n+ 1]+ 3y[n] =0 (2)



s pocateénimi podminkami y[0] = yo =1 a y[1] = y1 = 5.

Reseni:
Po Z-transformaci obdrzime z rovnice (2) algebraickou rovnici ve tvaru
22Y (2) — 220 — 2y — 42Y(2) + 42y + 3Y (2) = 0

a proto
22Y (2) — 42Y (2) + 3Y (2) = 2290 + zy1 — 420
Y(2) [z2—4z+3} =22+ 52— 4z
22+ 2

O ey

Pro rozklad na parcialni zlomky musime vztah upravit (stuperi polynomu v ¢itateli musi

byt nizsi, nez stupen polynomu ve jmenovateli),
z+1 1 1
V()= = 1. —— 2.
(2) (z—=1)(z—3) z—1+ z—3

a odtud
yn] =271 {Y(2)} =271 {—Z i T2 f 3} =-1+2(3)™

7 Stabilita diskrétnich systémii

Ukol 21. Urcete, zda je odezva systému, popsaného v prikladu 7, stabilni.
Vysledek: lnestabilm’]

Ukol 22. Vygetiete stabilitu systému, diskutovaného v tloze 19.
Vysledek: [nestabilni]

Ukol 23. Urcete, jaké hodnoty parametrii a a b zarud stabilitu systému s impulsni

odezvou 1
h[n] = —
a

8 Spojovani systémi
Priklad 8. Diskrétni systém je tvoren dvéma paralelné zapojenymi subsystémy, popsa-

nymi pomoci dil¢ich prenosovych funkeci
z
a Hy(z)=-— .
2(2) zZ—«

10



Zapiste vyslednou prenosovou funkci celého systému.

Reseni:
Pro dva systémy zapojené paralelné (tedy ,vedle sebe“) plati, ze vysledna prenosova
funkce systému bude souctem dilcich prenosii. V nasem pripadé tedy

o ) e z :Z(Z—a)—z(z_%)
H(z) =)+ Ha) = oy = o =~ oG-
_ o
(z=3)(z—a)

Ukol 24. Zapiste pFenosovou funkei sériové zapojenych subsystémi z piikladu 8.

Vysledek: |H(z) =

Ukol 25. Uvazujte nestabilni diskrétni systém s pfenosem

23 4+222 3242

H p—
(2) 343243

Jaké zesileni o musi mit zpétnovazebni ¢len, jimz vyse uvedeny systém stabilizujeme?
Nédpovéda: Prenos zpétnovazebniho ¢lenu je Hy(2) = a.

Ukol 26. Vyjadiete prenos H(z) = Y (2)/U(z) slozeného systému na nésledujicim ob-
razku:

Hy(2)

o——| Hi(z) O+ Hj(2) o Hj(z)

H5(Z)

Hy(2)Hs(2)Hs(2)

Visledele | H(2) = 4o s O ) + Ha () (2)

11



Ukol 27. Vyjadiete pienos H(p) = Y (p)/U(p) systému na nésledujicim obrazku:

Hi(p) ﬁ
u(t) _ + y(t)

_ H,(p) + Ha(p)
L+ Hi(p) + Ha(p) + Ha(p)H3(p)

Vysledek: [H (p)

Ukol 28. V jakém vztahu musi byt pienos G(p) ku H(p), aby pro nize uvedené systémy
platilo y1(t) = y2(t)? Zdavodnéte.

ug) H(p) ygt) u(t) H) yg)
Oo—— o— I @G
y1(t) Y2 () 2
) 1
Vysledek: [G(p) = H(p)]

O Diskretizace

Priklad 9. Prevedte autonomni spojity LTI systém, popsany homogenni diferencidlni
rovnici

y'(t) +4y(t) =0 (3)

s pocateénimi podminkami y(0) =1 a ¢/(0) = 0, na systém diskrétni ndhradou derivace
doprednou diferenci.

ResSeni:

12



Nahradime-Ii derivaci doprednou diferenci, dostaneme

1 L yT +T) —y(nT)
y'(t) ~ T

d ( d y(t)) - y(nT +2T) — 2y(nT + T) 4+ y(nT)

ey Y

dt

a po dosazeni do (3)

y(nT 4 2T) — 2y(nT + T) + y(nT)
T2
y(nT + 2T) — 2y(nT + T) + y(nT) + 4T%*y(nT) = 0.

+ 4t(nT) = 0,

Pro ¢leny vystupni posloupnosti y[n] plati y[n] = y(nT) a proto

yln + 2] — 2y[n + 1] + y[n] + 4T%y[n] = 0,
yln + 2] — 2y[n + 1] + (472 + 1)y[n] = 0.

Zbyvd urcit pocatecni podminky diskrétniho systému. Protoze je y(0) = 1, je také y[0] =
0. Pocdtecni podminku v y[1] musime ale dopocitat z dopredné diference

Y1) —y(0) _ y[] —y[0]

Qﬁ\
—~
o
~
¢
Il

Odtud po dosazeni za y[0] =0
Yy~ T 0+1=1.
]

Ukol 29. Na rovnici z prikladu 9 demonstrujte vliv rizné délky vzorkovaci periody T
na kovergenci reseni diferen¢ni rovnice k reseni ptivodni diferencialni rovnice:

o Naleznéte y(t) jako Teseni rovnice (3) ve spojitém case.

o Naleznéte y;[n], y2[n] a y3[n] jako feseni odpovidajici diferenéni rovnice se vzroko-
vaci periodou 177 = 1s, T = 0,01s a T3 = 0,0001 s.

o Zakreslete vsechny ¢tyti priabéhy do jednoho grafu. Nezapomente na spravné meé-
fitko na ose t.
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