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Tento proces opakovanych iteraci je pro modelovaci projekty
typicky a je jednim z nejuZitecnégjSich aspektd modelovani, pokud
jde o lep$i pochopeni toho, jak systém funguje. Toto rozdéleni
&innosti v oblasti modelovani budeme pouZivat i nadale a bude
tvofit strukturu pro zbytek tohoto kurzu.
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Systém

Charakteristické vlastnosti, se kterymi vysta¢ime p¥i modelovani:
® systém povazujeme za Cast prostfedi, kterou Ize od jejiho okoli
oddélit fyzickou nebo myslenkovou hranici,
® systém se sklddad z podsystémii, vzajemné& propojenych
soudasti.

Je to ¢ast naSeho svéta, kterd se svym okolim néjak interaguje,
naptiklad prostfednictvim vstupu a vystupu.




Co je modelovéni?

Za model mizeme pokladat ndhradu nebo zjednoduseni
skuteéného objektu realného svéta z hlediska jeho vlastnosti a
funkénosti.

Modelovani je moZné pouze pokud zavedeme uréity stupeni
abstrakce a aproximace.
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u(t) spojity systém éy(t)
- u[n] | diskrétni systém | y[n]




Tvorba modelu

Cile experimentu
Aplikovana statistika
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Tvorba modelu

P¥i analyze navrzeného modelu chceme ucinit co moZnd nejsilné;si
rozhodnuti na zakladé malého mnoZstvi dat. Spravnost naseho
navrhu je nutné statisticky vyhodnotit.

Problémy:

@ Vyznamné diference ve sledovanych parametrech mohou byt
zplsobeny Spatnym navrhem modelu, p¥ipadné mé&fenim dat

@ Je t&7ké rozlidit, zda diference v datech jsou skute¢né nebo
zplsobené ,,ndhodnym vlivem *.
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Pro¢ modelovani systéma?

Otézky:

® Jak ovéFime spravnost vypoctu rychlosti Siteni ptaéi ch¥ipky?
® Jak ovéfime pevnost nového mostu?

® Jak ovéfime bezpetnost softwaru?

Pokud nemiiZzeme pfedem prokdzat urcité vlastnosti na samotného
systému, prokaZeme hledané vlastnosti na jeho modelu!
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Modely redlného svéta
Antoni Gaudi




Modely redlného svéta
VW Polo crash test
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Vnéjsi popis systémil

Vné&jsi popis vychazi z popisu systému vektorem vstupu u a
vektorem vystupu y.

N

Systém tak chapeme jako &ernou skFitiku, o jejichZ vlastnostech se
dozvime pouze tehdy, jestlize budeme zkoumat jeji reakci na vnéjsi
udalosti (signaly, data).

Vné&jsi model popisujeme diferencialni rovnici pro systémy se
spojitym ¢asem a diferenéni rovnici pro systémy s diskrétnim
¢asem. Uvedena rovnice je obecné vyssiho fadu, nez 1.




Vnitfni popis systémi

VnitFni, tzv. stavovy popis systému pouzivd k popisu dynamiky
systému vektor vnitfnich stava x.

Vektor vstupll u a vektor vystupnich veli¢in y jsou druhotné
veliginy vnit¥niho popisu.

Stavové modely popisujeme

® soustavou diferencidlnich rovnic prvniho ¥adu pro systémy se
spojitym ¢asem a

® soustavou diferencnich rovnic prvého ¥adu pro systémy s
diskrétnim casem.




Role matematiky

Modelovani neni samospasitelné:

® vystupy modelu je vZdy t¥eba ovéFovat,

® mozné chyby jsou jak v modelu, tak i v jeho vypoctu.

Verifikace: Politdme spravny model.

Validace: Model poditd spravné.
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Siteni epidemie

SIR model (1/8)

évut



Matematické modelovéni systémil
000000000000

Ptiklady systémii
080000000000

Iterace diferen¢ni rovnice
000

Siteni epidemie
SIR model(2/8)

S'(t) = —al(t)S(t)

R'(t) = Bi(t)
I'(t) = =S'(t) — R'(t) = al(t)S(t) — BI(¢t)

S

S(t) poket zdravych jedinci
I(t)  potet infikovanych
R(t) potet mrtvych nebo imunnich

S(t)+1(t)+ R(t)=c

S()+1I'(t)+ R (t)=0




Sifeni epidemie
SIR model - Numerické ¥edeni (3/8)

Co ndm tyto rovnice F¥ikaji? P¥edpokladejme, populaci

5(0) = 100000 zdravych jedinct, /(0) = 10 infikovanych a

R(0) = 10 imunnich s mirou 3ifeni ndkazy o = 0.0001 a dmrtnosti
B8 =0.1.V &ase t = 0, tedy dnes:

S'(0) = —al(0)S(0) = —100
R'(0) = 1(0) = 1
I'(0) = —S'(0) — R'(0) = al(0)S(0) — BI(0) = 99

Prvni den epidemie se potet zdravych jedinci snizi o 100, jeden
Clovék zem¥e a mnoZstvi infikovanych vzroste o 99.

[m] = = =



Sifeni epidemie
SIR model - Numerické ¥e3eni(4/8)

Zitra, v €ase t = 1 miZeme tedy olekavat
S(1) = S(0) + S'(0) = 99900

R(1) ~ R(0) + R'(0) = 11
I(1) ~ 1(0) + I'(0) = 109

S'(1) = —al(1)S(1) = —1088.91
R'(1) = 8I(1) = 10.9
I'(1) = —S'(1) — R'(1) = al(1)S(1) — BI(1) = 1078.01




Sifeni epidemie
SIR model - Numerické ¥eeni (5/8)

Rovnice ndm umoZiiuji odhadovat zmé&ny S, /, R i v minulosti.
Pokud zndme stav epidemie dnes (v &ase t = 0), pak miZeme
odhadnout hodnoty vEera (v &ase t = —1) jako

S(—1) = 5(0) — S'(0)
R(—1) =~ R(0) — R'(0)
I(—1) =~ 1(0) — I'(0)

Takto miZeme numericky analyzovat zmény S, | a R v &ase a
predikovat, jak se bude apokalypsa vyvijet. Jedna se o rekurentni
vypoclty, které jsou s pouZitim pocitate velmi snadné.

[m] = = =



Sifeni epidemie

SIR model - Simulink (6/8)
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Sifeni epidemie
SIR model - Simulink (7/8)

a =0.00015, 8 = 0.11, S(0) = 100000, /(0) = R(0) = 10

[} = =
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Siteni epidemie
SIR model - Analytické ¥eZeni (8/8)

I'(t) = aS(t)I(t) — BI(t) = (aS(t) — B)I(t)

Pokud
® S(t)> g pak I'(t) > 0 a tedy epidemie se zhorSuje a potet
infikovanych roste,
* S(t) < g pak I’(t) < 0 situace se lep3i a potet infikovanych
klesa,

e = 5 je prah.

[e%

Pocet infikovanych tedy bude klesat, pokud se ndm poda¥i sniz
hodnotu koeficientu «, p¥ipadné i 5.
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Ptiklady systémii
P¥iklad variace ceny (1/2)

Nabidka dnes zavisi na véerejsi cené a to tak, Ze nabidka stoupa s
rostouci cenou. Pro C > 0 plati

n[k] = Cclk — 1] + Aulk].

.

Poptdvka dnes zavisi na dnesni cené a to tak, Ze poptavka klesa s
rostouci cenou. Pro D > 0 plati

plk] = —Dclk] + Bulk].




Ptiklady systémii
P¥iklad variace ceny (2/2)

Rovnost nabidky a poptavky
nlk] = plk]
pak vede na diferenéni rovnici prvniho ¥adu

B—A

clk] + %c[k -1]= ulk].




Ptiklady systémii

P¥iklad variace ceny
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Rozdil mezi linedrnim a linearizovanym

D1 D2 S




Iterace rovnice ceny

Diferenéni rovnici, kterou jsme odvodili

B-A

c[k] + %C[k -1 = x[K]

prepiseme do kanonického tvaru

y[k] +~yl[k — 1] = Bu[K]

a postupnymi iteracemi nalezneme pro u[k] = 1[k] a potateni
podminku y[—1] =0




Iterace rovnice ceny

Pro kK =0:

y[0] + vy [-1] = Bu[0]
y[0] =8 —yl[-1] =8

Pro k = 1:

y[1] +~y[0] = Bul1]
y[1] = B —~y[0] = B — By




Iterace rovnice ceny

Pro k = 2:

y[2] +y[1] = Bu[2]
yl2l =B —y[1] = B — By + By
Pro obecné n:

y[n] +vyl[n — 1] = Buln]
yinf=B8—=qyln—=1=81-7v+7"+--+(—)")




Iterace rovnice ceny
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