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Diracliv impuls

P¥iblizeni

Tato funkce je definovana na Casovém intervalu pro vSechna t a jeji
nenulovou hodnotu pfedpokldddme pouze v okoli bodu t = 0.
Plocha téchto funkci je rovna 1 pro kazdé ¢ > 0.
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Funkci §(t) definujeme jako §(t) = lime_yq 0c(t).
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Diracliv impuls

Definice

Funkce 6(t) se nazyva Diraciiv impuls, Diracova d-funkce nebo
jednotkovy impuls. Hodnota 6(t) pro t # 0 je §(t) = 0. Jeji
hodnota v t = 0 neni definovdna jako funkce, pouZiva se integralni
definice
o0 € 0+
/ i(t) dt = o(t) dt = o(t)dt=1
—o0 —e 0—

pro kazdé ¢ > 0.




Jednotkovy skok

Funkce jednotkového skoku byva obvykle znaena 1(t) a je

definovana jako
_J 1 prot>0
l(t)_{O prot < 0.
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Jednotkovy skok
Vztah 6(t) a 1(t)

Plati




Exponenciila

Redlna

UvaZujme exponencidlni funkci
f(t) = e,

kde « je redlnd konstanta, podle nasledujiciho obrazku.
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Exponenciila

Komplexni

Exponencidlni funkce
f(t) = Ae,

kde o € C je zajimava hlavn& v p¥ipadg, kdy o = iw,

f(t) = Ae™t = A(coswt + i sinwt).




Periodicka funkce

O spojitém signdlu f(t) ¥ikdme, Ze je periodicky s periodou T,
jestlize

Vt:f(t+ T)="f(t)
a tedy také pro libovolné k € Z

F(t)=f(t+T)=Ff(t+2T) == f(t+ k- T)

Nejmensi mozné T nazyvame fundamentalni perioda, zna&ime
To.




Sinusova funkce

f(t) = Asin(wt + ),

Asin(wt + ) o
T=271/w

A ]
Asin(CD)/

JNS

Konstanty A, w a ® se nazyvaji amplituda, ahlova frekvence a
fazovy posun. Sinusovka je periodicka se zdkladni periodou
T =21/w.
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Vznik diskrétnich signali

Jak diskrétni signdly vznikaji?

® pfirozen& (primérné denni teploty, denni kurzy, potty
studenti)

¢ vzorkovanim spojitych signalti (namé&feni teploty kazdou
hodinu, m&fenim pritoku kazdych 15 minut)

Diskrétn{ signdly, jimiZ se budeme v pfedmétu zabyvat, jsou
diskrétni v Case, ale spojité ve funkéni hodnoté.

Digitalni signal je totiz ¢asto kvantovany, nabyva tedy v kazdém

n pouze diskrétni mnoZiny funk¢nich hodnot, nap¥iklad
{0,1,2,...,65535}.




Diskrétni jednotkovy impuls

Diskrétni jednotkovy impuls §[n] je definovan vztahem

MZ{ 1 pron=0

0 pron#0.
d[n]4 d[n—2]4
(]
—_——————
n n




Diskrétni jednotkovy skok

Diskrétni jednotkovy skok 1[n] je definovan vztahem

l[n]:{ 1 pron>0

0 pron<0
1[n] 4 1[n—1]4
®
n n




Diskrétni sinusova posloupnost

M&jme sinusovy signdl f(t) = Asin(wt + ®) s periodou T = 27 /w.
Pokud tento signdl vzorkujeme s periodou Tg > 0, ziskdme
diskrétni sinusovy signdl

fln] = f(nT) = Asin(wnTs + ®) = Asin({n+ @),

kde n=0, +£1, +2,... a ¢ =wT..

Asin(én+ @) o

~




Periodicky signal

Diskrétni signal f[n] je periodicky, jestlize existuje kladné celé &islo
N takové, Ze plati

flnl]=f[ln+ N]=Ff[n+2N]=---="f[n+ k- N|

pro viechna n € Z (z intervalu (—oo, o0)) a pro libovolné k € Z.
N se nazyva perioda diskrétniho signalu.

Nejmensi mozné N nazyvame fundamentalni perioda a zna¢ime
No.




Periodicky signal

Diskrétni sinusova posloupnost nemusi byt periodicka!

Diskrétn{ sinusovy signal nemusi byt nutné periodicky, zaleZi na

volbé vzorkovaci periody Ts. Pro periodicky diskrétni sinusovy
signal s periodou N musi platit

2

N=m- - —,

Ts

kde m € N. Mdme i N € N, proto 27/ T musi byt racionalni &islo.
Signal

y[n] =sinn
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Diskrétni systém
Odezva LTI na obecny vstup

uln] ylnl
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Uvod do teorie signalii Z3kladni spojité signaly
(e}

000000000

Zékladni diskrétni signaly
0000000

Odezva systému
00®00000000000000000000

Diskrétni systém

Impulsni odezva

Odezvu systému na jednotkovy impuls §[n] budeme nazyvat
impulsni odezva a znatit h[n],

hin] = S{d[n]}
h[n, m] = S{é[n — m]}.
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000000000

Zékladni diskrétni signaly
0000000

Odezva systému
000®0000000000000000000

Diskrétni systém

P¥echodova odezva

Odezvu systému na jednotkovy skok 1[n] budeme nazyvat
ptechodova odezva a znatit s[n|,

sln] = S{1[n]} =89 ) d[n— m]
m=0
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Linearni systém

V matematice oznalujeme funkci f(x) jako linedrni v pfipadg, Ze je
@ aditivni f(x1 +x2) = f(x1) + f(x) a
@® homogenni, f(ax) = af(x).

Obdobné to plati i pro linedrni systémy.

Systém je linedrni, pokud pro dva riizné vstupni signdly ui[n] a
up[n] plati

S{un] + wo[n]} = S{un]} + S{wa[n]},
S{au[n]} = aS{uln]}.

/WS
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(e} 000000000 0000000 0000080000000 0000000000

Princip superpozice

Pro dva riizné vstupni signaly ui[n] a uy[n] plati

yi[n] = S{u1[n]}
yo[n] = S{uz[n]}

a pro u[n] = aur[n] + Buz[n] také

ayi[n] + Byz[n] = y[n] = S{uln]} = S{aw[n] + Suz[n]}

Obecné platf
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UvaZujme systém

ylnl + ay[n — 1] = un].
Je-li na vstupu linedrni kombinace dvou rliznych signald
u[n] = byui[n] + baua[n]
je na vystupu
ylnl = b1 (yaln] + ayi[n — 1]) + b2 (y2[n] + aya[n — 1])

kde

yi[n] +ayi[n — 1] = w1 [n]
y2[n] + aya[n — 1] = wp[n]
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Numericky vypocdet druhé odmocniny lze zapsat rekurentnim

vztahem
o+ 11 =3 (ol + 2

Odmocnina z &isla 10 je s pFesnosti na 10 desetinnych mist rovna
V10 = 3,16227766017. Pro u[n] = u[0] = 10 dostavdme postupn&

n_yln] y2[n]

1 3 9

2 3,165 10,017225

3 3,162278 10,00000214928
4

3,162277660  9,999999999568




Linearni systém

Odezva na obecny vstupni signal

Pro obecny vstupni signdl u[n] je pak odezva linedrniho systému

Mm=—0o0

ylnl = S{uln]} = S{ > ulm)éln — m]}

=" ulm S{s[n — ml} =" u[m] h[n, m]

m=—0o0 m=—00

Vidime, Ze chovéni systému je zcela uréeno jeho odezvami na
rizn& posunuté jednotkové pulsy h[n, m].




Linearni systém

P¥echodova odezva

P¥echodova odezva diskrétniho linedrniho systému s[n] je dana
prostym souctem impulsnich odezev pro 0 < m < n

s[n] = S{1[n]} = 3{ > dln- m]}
m=0
= S{ln—ml} =" hln,m].
m=0 m=0

Lze za n&jakych podminek zjednodusit h[n, m]?




Casové invariantni systém

Systém se nazyva €asové invariantni, jestliZe jsou viechny udélosti
z3vislé pouze na ¢asovém intervalu (rozdilu €asovych udalosti)
n — m a nikoliv na kazdém Zasovém okamZziku n a m samostatné.

dnes ... y[n] = S[uln]]
véera ... y[n—1] =S [u[n —1]]

Potom také rovnice pro impulsni odezvu p¥ejde z maticového tvaru
na prosty vektorovy zapis

h[n, m] — h[n — m] = S{é[n — m]}.




Casové invariantni systém
Superpozice odezvy y[n] z h[n — K]

hin] u[0] - h[n]

ylnl = ulo] - in]

ufn] yln]

ufn] = LTI [~ y[n]




Casové invariantni systém
Superpozice odezvy y[n] z h[n — K]

hin] uf1] - hln]

n n

y[n] = u[0] - hln] + w[1] - h[n —1]

ufn] yln]

uln] > LTI > y[n]
ITTII?

o 5

B st




Casové invariantni systém
Superpozice odezvy y[n] z h[n — K]

h[n] ul2] - h[n]

n n

y[n] = u[0] - h[n] + u[1] - h[n — 1] + u[2] - h[n — 2]

u[n] y[n]

sz il




Konvoluce

V disledku &asové invariance dostadvame z rovnice konvoluéni
sumu

ylnl= > hln—ml-ulm = > hK-uln— K],

m=—0o0 k:—oo

kterou pro Usporu mista znacime

y[n] = h[n] * u[n].
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(e} 000000000 0000000 0000000000000 e000000000
A4

P¥iklad

Uvazujme mikroekonomicky systém variace ceny popsany
diferenéni rovnici

ylnl +ayln —1] = u[n].

Protoze jeji koeficienty nezavisi na &ase, tj. a je konstantni a neni
funkci n, zachovava tato rovnice tvar pfi zaméné n — n — m.
Impulsni odezva je potom

hin] = (—a)"1[n].

N




Priklad

UvaZujme nyni obmé&né&nou diferen&ni rovnici
yln]+n-y[n—1] = u[n].

Koeficient u y[n — 1] zavisi na €ase a tato rovnice nezachovava
tvar pfi zaméné n — n — m. Impulsni odezvu lze psat ve tvaru

hin] = (=1)" n! 1[n].




Kauzalni systém

Systém je kauzalni, pokud jeho vystup zavisi pouze na soulasnych
a minulych hodnotédch vstupfi.

Vystupni signal y[n] kauzélniho systému tedy zavisi pouze na
{u[n], u[n — 1], u[n —2],...}. V konvolu&ni sumé& proto

ylnl = hlk]u[n— K]

k=—00
= Z h[k] u[n — k] + Z h[k] uln — K]
k=—0o0

0




Kauzalni systém

Konvoluéni suma pro linedrni, €asové invariantni a kauzalni systém
ma tvar

0

ylnl=> hlkl-uln—kl= > ulk]h[n— k.

k=0 k=—o00

Jestlize navic budeme poZadovat, aby vstupni a vystupni signaly
mély dob¥e definovany polatek, tj. aby Vn < 0: u[n] =0,y[n] =0
(oba signdly mohou mit nenulové &leny pouze pro n > 0), potom
plati

ylnl = Akl - uln— Kl = hln— K] - u[k].
k=0 k=0




Z3kladni spojité signaly
000000000

Z3kladni diskrétni signaly
0000000

Odezva systému
0000000000000 0000®00000

Uvod do teorie signala
(e}

Spojité systémy

Impulsni a pfechodova odezva

Odezvu systému na Diracliv impuls §(t) budeme nazyvat impulsni
odezva a znatit h(t),

h(t) = S{6(t)}
h(t,7) = S{6(t — 7)}.

.

Odezvu systému na jednotkovy skok 1(t) budeme nazyvat
ptechodova odezva a znatit s(t),

S(t) = S{1(£)} = S{/Oté(t _ ) dt} .




Spojité systémy

Konvoluce

V ptipadé spojitého casu postupujeme podobné a odvodime pro
linedrni ¢asové& invariantni systém konvoluéni integral

y(t):/oo h(r)u(t — 1) dT:/oo h(t — 1) - u(r) dr.

—0oQ
Operaci &asto zapisujeme ve zjednodusené formé jako
y(t) = h(t) * u(t).

Opét pripomindme, Ze se v tomto zapisu nejedna o nasobeni!




Spojity systém

Pro u(t) = o(t) plati pro linedrni a &asové invariantni systém
samoziejmé

Y (t) = S{u(t)} = /_Z h(r) - 8(t — ) dr = h(t).




Spojité systémy

Kauzalni systém

Vystupni signal y(t) spojitého kauzélniho systému zdvisi pouze na
hodnotach vstupil pro predeslé ¢asové okamziky. Z divodu, které

klademe na kauzalni chovani systému, prejde konvoluéni integral
na tvar

y(t) = /OO h(r) u(t — 7) dr

o .
:/ h(r) u(t —7) dT+/0 h(r) u(t — 7) dr
0

a hodnoty impulsni odezvy pro t < 0 uvaZujeme opét h(t) =0 .




Spojité systémy

Konvoluce pro kauzalni LTI systém

Konvoluéni integral pro linearni, ¢asové invariantni a kauzalni
systém ma tvar

[e) 0
y(t):/O h(r) - u(t — 7) dT:/ u(r) - h(t — 7) dr.

—00

JestliZze navic budeme poZadovat, aby vstupni a vystupni signaly
mé&ly dob¥e definovany potétek, tj. aby Vt < 0: u(t) =0,y(t) =0
(oba signdly mohou byt nenulové €leny pouze pro t > 0), potom
plati

y(t):/o h(r) - u(t — 7) dT:/O u(r) - h(t — 7) dr.




Odezva systému

Zékladni diskrétni signaly
0000000000000 000000000e

Z3kladni spojité signaly
0000000

000000000

Uvod do teorie signalii
(e}

Charakteristiky systémii

Autonomni systém

Za autonomni systém povaZujeme takovy, ktery nemad vstup.
Diskrétni autonomni systém je popisuje tedy nap¥iklad diferenéni
rovnice vnéjSiho popisu

y[n+1]+ay[n] = 0.

Vystup autonomniho systému je odezvou na poéatecni podminky.

V pt¥ipadg, Ze systém md vstup u[n], tedy
ylnl +ayl[n—1] = u[n],

systém pokldddme za neautonomni.
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