Bohumil Kova¥

Katedra aplikované matematiky
CVUT v Praze, Fakulta dopravni

6. pfednaska 11MSP
2024

verze: 2024-03-09 15:24




Obsah prednasky

@ Fourierova transformace

Vlastni funkce a komplexni exponencidla




Vlastni funkce systému

AX = \X

Vstup systému u(t), vystup Au(t).

A je vlastni &islo




Fourierova transformace

Komplexni exponenciala

Odezva LTI systému na komplexni exponencidlu je ta sama
komplexni exponencidla, pouze se zménénou amplitudou:

st

spojity systém: e** —s H(s) - e
diskrétni systém: z" — H(z) - z"

kde H(s) respektive H(z) je komplexni 8kdlovaci faktor, jez obecn&
muiZe zaviset na komplexni promé&nné s nebo z.

Signdl, pro n&jZ je vystup systému roven vstupu aZ na ndsobeni
konstantou, nazyvame vlastni funkce systému a odpovidajici
Skalovaci faktor pak nazyvame vlastni €islo systému.




Fourierova transformace

Komplexni exponenciala

UvaZujme spojity LTI systém s impulsni odezvou h(t) a vstupnim
signdlem u(t) = e, kde s € C:

y(t) = / T b u(t — ) dr = / T b)) dr

—00 —00

Plati e5(t=7) = eteST 3 &len et nezavisi na integrandu, je tedy

y(t) = e / T () e dr.

—00




Fourierova transformace

Komplexni exponenciala

y(t) = H(s) - %,

kde H(s) je komplexni konstanta zavisejici jednak na s a jednak na
impulsni odezvé systému vztahem

H(s) = /00 h(r)e *"dr.

—00




Obsah prednasky

® Matematické nafadi - Laplaceova transformace




Laplaceova transformace
Odkud se bere?

Pro imaginarni s odpovidd H(s) Fourierové transformaci signalu
impulsni odezvy h(t).

Pokud budeme uvaZovat namisto ryze imaginarnich komplexnich
hodnot obecnd komplexni &isla p, bude vysledkem generalizace
Fourierovy transformace — tak zvana Laplaceova transformace.

Bude potom
et — H(p)-eP*, p=a+bi

a H(p) odpovida Laplaceov& transformaci signalu impulsni odezvy

h(t).
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© Dopredna Laplaceova transformace
Divody pouZiti
Definice
Vlastnosti

Tabulky Laplaceovy transformace




Laplaceova transformace
Divody pro pouZiti

Laplaceova transformace vyznamné zjednodu$uje nékteré operace
v oblasti analyzy spojitych LTI systém, nap¥iklad

® derivace = ndsobeni proménnou p

® integrace = déleni proménnou p

diferencidlni rovnice n-tého ¥adu s konstantnimi koeficienty =
algebraické rovnice n-tého ¥adu

konvoluce f(t) x g(t) = soucin F(p) - G(p)




Fourierova transformace Laplaceova transformace Doptednd Laplaceova transformace PFiklady pouZiti Laplaceovy transformace
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Laplaceova transformace

Definice

Laplaceova transformace funkce f(t), kterd je nanejvys
polynomialniho ristu

f(t) = a0 + a1t + apt? + - + apt”

je definovana integralem

Fp) = /OOO F(t)ePtdt = £ {F(£)}.

Funkci f(t) nazyvdme vzorem a funkci F(p) Laplaceovym
obrazem.




Laplaceova transformace

Definice inverzni transformace

Zpétna Laplaceova transformace ma tvar integrdlu podél kfivky
v komplexni roviné p

c+ioo
(0= [ F)edp= L7 {F(p)).

2mi c—ioo

Praktické pocitani zpétné Laplaceovy
transformace vychazi z residuové véty, ktera
pro raciondln& lomené funkce v prom&nné p
vede v operatorovém poctu na Heavisideovu ‘
vétu. (Oliver Heaviside,

1850—1925)

[} = =
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Laplaceova transformace

Vlastnosti - linearita

Laplaceova transformace je linearni:

L {Zakfk(t)} = al{fi(t)} =D axFi(p)
k k k
£t {Z bmFm(P)} = Z me_l {Fm(P)} = Z bmfm(t)
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Laplaceova transformace

Vlastnosti — zmé&na mé¥itka

Pro F(p) = L{f(t)} Jje

L{f(at)} = %F (%)

Substituci at = 7

£ {f(at)} = /Ooo f(at)e Pt dt = /Ooo f(r)e it ar= 1 (2)




Laplaceova transformace — vlastnosti

Véta o zméné méfitka plati samozrejmé i obracené:
1 _/t
SF(5) = LR
575 {F(bp)}

VZechny integrélni transformace (Laplace, Fourier, Wavelets)
podléhaji Hesienbergové principu neurditosti v ¢asovém a
kmito¢tovém rozlisen.

fz\ fz\

~Y
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Laplaceova transformace

Vlastnosti — posunuti

Fourierova transformace Laplaceova transformace Dopfednd Laplaceova transformace PFiklady pouZiti Laplaceovy transformace

Je-li F(t) = L{f(t)}, pak

LAYt —71)(t—7)} =e PTL{f(t)} = e P"F(p).

.

Substituci t — 7 = 9 obdrZime

oo

5{f(t—7)}=/000 f(t—T)e“’fdr=/ F(9)ePT+?) 4y

=7

—0 [e’e}
=e T / f(9)e PV d9 + e=P" / f(9)e P’ dv
0

-7

= e_”T/ f(9)e P’ d = e P F(p)
0

-
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Laplaceova transformace

Vlastnosti — transformace konvoluce

cir()ra@y =2l [ ft—r)-g(r)dr b = F(p)- G(p)
0

Dikaz se snaze provadi v diskrétnim &ase.
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Laplaceova transformace

Vlastnosti — obraz derivace

C{F(8)} = F(p)
c {di’tf(r)} — pF(p) - £(0)

ﬁ{ ::2 f(t)} = p*F(p) — pf(0) — %f(o)

e[}

PF(p) — P (0) P22 £(0) .. — F"D(0)

.
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Laplaceova transformace — vlastnosti

Integrovanim per partes, fab u'v = [uv]? — fab uv':

E{ :tf( )} /OOO %f(t)e‘ptdt
_ [f(t)e‘pt]:i (—p) /0 " f(t)e Pt dt

= —f(0) + pF(p).

Opakovanim tohoto procesu ziskdme postupné

2
c {%f(r)} — PPF(p) — pF(0+) ~ —LF(04)
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Laplaceova transformace — vlastnosti

c {/Ot £() dT} _ %F(p)

Integrovdnim per partes, fab uv' = [uv]? — fab u'v:

.c{/otf(T)dT} =/00o (/Otf(f)dT) &Pt dt

1 ¢ R B
= [/ f(7) dTe_pt} - — f(t)e P dt
—P LJo 0 —P Jo
1

= EF(p)'




Tabulky Laplaceovy transformace (1/4)

f(t) = L7 {F(p)} F(p) = L{f(t)}
1 c+ioco 00
F(t) = %/F(p) et dp F(p):/f(t) Pt dt
c—ioco 0
o(t) 1
1
1(¢) ’




Tabulky Laplaceovy transformace (2/4)

F(t) = L7 {F(p)}

F(p) = L{f(2)}

—at

p+«a

sinwt

p2+w2

coswt

p2+w2




Tabulky Laplaceovy transformace (3/4)

f(t) =L {F(p)} | F(p) = L{f(t)}
_ . w
e O‘tsmwt m
e coswt __pta
(p+ a)? +w?
N n!
t pn+1




Tabulky Laplaceovy transformace (4/4)

F(t) = L7 {F(p)}

F(p) = L{f(2)}

tne—at

n!

(p+a)rtt
p2 —(U2
tcoswt -
w (P2 + w2)?
. 2wp
tsinwt m
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O P¥iklady pouZiti Laplaceovy transformace
Integraéni RC ¢lanek

Impulsni odezva LTI systému




Laplaceova transformace — priklad 1

Hledejme odezvu integraéniho RC €lanku na vstupni signal.

R
O '—| O
up (t) c—— uc(t)
i(t)

Diferencialni rovnice vystupniho napéti uc pro vstupni napéti uy je:

RC%UC(t) +uc(t) = w(t).




Laplaceova transformace — priklad 1

1 . :
Pro a = RC 2 vstupni uy(t) = Up - 1(t) je

(1) +ay(t) = ol - 1(1)

ProtoZe je to diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty,
miZeme pouZit Laplaceovu transformaci a jeji vlastnosti

L {%y(t)} + L{ay(t)} = L{alo 1(t)},

a obdrzime algebraickou rovnici pro nezndmou Y'(p)

pY(p) - y(0) + a¥(p) = alp- })




Laplaceova transformace — priklad 1

Rovnici upravime tak, Ze nezndm3d bude na levé strané a vSechny
znamé konstanty na strané pravé

(p+a)Y(p) = “T“(’ +y(0).

a nalezneme YeSeni v roviné p

U 0 U U 0
Y(p): @Yo +}’() :70_70_’_&
plpta) p+ta p pta pta

S pomoci tabulek pak miiZzeme nalézt pro t > 0 ¥eSeni

y(t) = Up (1 — e ) + y(0)e™




Laplaceova transformace — priklad 1

uc)
=
:
i




Laplaceova transformace — ptiklad 2

Uvazujte LTI systém, ktery je pro t > 0 popsdn naméfenymi

hodnotami vstupu

u(t)=et4e 3t

a vystupu
y(t) = te 3t

Jak nalezneme impulsni odezvu?




Laplaceova transformace — ptiklad 2

ProtoZe plati

1 1 p+2
U(p)_p+1+p+3_ (p+1)(p+3)
1
Y(p):(p+3)2
a protoZe
Y(p) = H(p) - U(p),
je
Y(p) 1 p+1 1] 2 1
HE) = 6 = 3G 76T =2 513 513




Laplaceova transformace — ptiklad 2

S pomoci tabulek pak miZeme nalézt pro t > 0 ¥eSeni

h(t) = e 3 — %e*m.
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