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/Zpétna Laplaceova transformace

Definice

JiZ jsme si Yekli, Ze zpétna Laplaceova transformace ma tvar
integralu podél k¥ivky v komplexni roviné p
1 c+ioco

f(1) = - / F(p) e dp = £ {F(p)}.

271 Jeino

Pro racionalni lomené funkce v proménné p budeme postupovat
jinak.
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Racionalni lomena funkce

Rozklad na parcidlni zlomky

Obraz vystupu systému ve tvaru racionalni lomené funkce,

R(p) Q(p) _ bmp™ + bm_1p™ L+ -+ bip+ by
N(p) app" + ap—1p" 1+ +aip+ ao

Zlomek lze vyjadfFit jako soulet parcialnich zlomki, coZ jsou
jednoduché zlomky s konstantou v &itateli a jednim kofenem N(p)
ve jmenovateli.




Racionalni lomena funkce

Rozklad na parcidlni zlomky

O raciondlni lomené funkci zgp; Fikdme, Ze ma nulové body pg,,
p
jestlize Q(poy) = 0 a Ze ma pdly pooy, jestlize N(pooy) = 0.
Q(p)

Pokud ma funkce

jednoduché pdly, potom

N(p)

n

N(p) = H(p - poou) = (P - pool)(p - poo2) te (P - poon)'
pn=1




Zpétna Laplaceova transformace

Ptiklad pouZiti zp&tné Laplaceovy transformace
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Racionalni lomena funkce |

Ptiklad

Jestlize
N(p) = p> +3p> +6p+4=(p+1)(p° +2p+4)

urlete rozklad na kotrenové Cinitele.
Je samozrejmé

N(p) = (p+1)(P° +2p+4) = (p+1)(p+1+iV3)(p+1—iV3)

takZe plati

3
N(p) = [ (p - pu) = (p— p1)(p — P2)(P — P3)-
p=1




Zpétna Laplaceova transformace
000008®0000000000000000

Ptiklad pouZiti zp&tné Laplaceovy transformace
0000

Racionalni lomena funkce I
P¥iklad

Pdély v tomto pFipadé jsou

p1=-—1
p=-1-i/3
p3=—1+i\/§

a plati N(p1) = N(—1) =0 atd.

Z tohoto ptikladu plyne prvni krok, ktery musime p¥i zpétné
Laplaceové transformaci provést: nalezeni kofend polynomu ve
jmenovateli raciondlni funkce N(p)




/Zpétna Laplaceova transformace

Rozklad raciondini lomené funkce na parcialni zlomky ma tvar

M:il
N(p) lep_poo,u
k k k
-1 2 4
P— Pl P~ P2 P — Poon
k k k
= 1 + 2 4ot n ’
pP—pP1 P— P2 P = Pn

kde k, se nazyvaji residua.




/Zpétna Laplaceova transformace

Pro residua plati




/Zpétna Laplaceova transformace

Pro jednoduchost budeme ddle psat p., — p,. ProtoZe plati




/Zpétna Laplaceova transformace

Tim jsme dokdzali tzv. Heavisideiiv vzorec pro zpétnou
transformaci racionalni lomené funkce s jednoduchymi pdly

—1 [ Q(p) _ Q(pﬂ)eput
£ {W}‘E}N'(m
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/Zpétna Laplaceova transformace |
P¥iklad

Laplaceliv obraz impulsni odezvy systému je

H(p) = 6 B 6
= pd+3p2+6p+4  (p+1)(p2+2p+4)

Urgete h(t).

ReZeni:
Nejprve rozloZime
6
(p+1)(pP* +2p+4)
k k k
_ ko 2 4 3 __
p+1 p+1+ivV/3 p+1-iV/3

=] 5

H(p) =
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/Zpétna Laplaceova transformace |l

Ptiklad

Plati
6 6 6
— I = . 27
= T opra 1-274" 3
. 6
k2 = lim -
ps—1-iv3 (p+ 1)(p + 1 —iv/3)
6

(-1 -ivV3+1)(-1-iv3+1-iV3)
6

CVA2vE)




/Zpétna Laplaceova transformace Il
P¥iklad

6

k3= lim

P A (p+ 1)(p+ 1+ 1V3)
6

T Cl+iVB+1)(—1+ i3+ 1+iv3)
6

(V3)(2v3)




/Zpétna Laplaceova transformace

Co s nasobnymi pdly?

Jestlize N(p) = (p — p1)*(p — p2)% ... (p — pn)® ma ndsobné
kofeny s nasobnosti 3;, musime pFedchozi postup modifikovat,
protoZe plati

—at) __ 1
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. 21
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/Zpétna Laplaceova transformace

Co s nasobnymi pdly?

Je zfejmé, Ze v inverzni transformaci hraji vysadni roli pdly
raciondlni lomené funkce. Proto se v dalsim miZeme zabyvat
pouze takovymi racionaln& lomenymi funkcemi, jejichZ &itatel je

jednotkovy
1
H(p) = ——.
(p) N o)

JestliZe tedy

N(p) = (p— p1)"(p — p2) ... (p — pn)™

ma nasobné kofeny, potom inverzni Laplaceova transformace ma
tvar




/Zpétna Laplaceova transformace

Co s nasobnymi pdly?

f1—1
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/Zpétna Laplaceova transformace |

Co s nasobnymi pdly?

Koeficienty k,(f'") muiZeme ziskat ndsledujicim postupem.

Necht nap¥iklad
N(p) = (p = 2)*(p +5)(p + 7).
Rozklad na parcidlni zlomky hledame ve tvaru

1 i . kM Lk ks
(P=22(p+5)p+7) (pP—22 p-2 p+5 p+7
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/Zpétna Laplaceova transformace |l

Co s nasobnymi pdly?

Vynasobime rovnici &lenem (p — 2)?

(p—2)?
(p—2)%(p+5)(p+7)

= kP + kM (p-2)+

k2(p—2)2 k3(p—2)2
p+5 p+7

a nalezneme limitu pro p — 2,

L _ @
24+5)(2+7) 1!
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/Zpétna Laplaceova transformace Il

Co s nasobnymi pdly?

Odetteme-li vyraz 5 0d obou stran plivodni rovnice,

1
63(p - 2)
dostavame

1 1 KD ko ks

- = + +
(p—22(p+5)(p+7) 63(p—22 p—-2 p+5 p+7

respektive rovnici

1 —(p+14) KDk ks

— = + + :
63 (p—2)(p+5)p+T7)] p—2 p+5 p+7
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/Zpétna Laplaceova transformace IV

Co s nasobnymi pdly?

pro kterou se vypocet k, redukuje na p¥ipad s jednoduchymi pdly a
platf
24
Ko=)
72 x 92
1
ky = —
2 2x 72
1
ks = ——.
3 2 x 92 )




Heavisideliv vzorec pro nasobné pdly |

Heavisideovou metodou rozloZime na parcialni zlomky raciondlnf

lomenou funkci 1

R = e ey
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Heavisideliv vzorec pro nasobné pdly Il

Postupujeme takto:

R(p) = 1 Pidvodni raciondlni lomend
Pl = (p+1)2(p+2) funkce s ndsobnymi pély.
1 1
= . Ndsobné kofeny vytkneme.
(p+1) (p+1)(P+2)
1 1 n -1 Na pravy zlomek pouZijeme
“(p+1)\p+1 p+2/) zakryvaci pravidlo.
1 1
= = Roznasobime zavorku.
(P+1? (p+1)(p+2)
1 1 1 A  na pravy zlomek

pouZijeme zakryvaci pravi-
dlo jesté jednou.

— +
(p+1)2 p+1 p+2
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® Priklad pouZiti zpétné Laplaceovy transformace

Diferencidlni rovnice




Ptiklad

/Zpétna Laplaceova transformace |

Prikiad (Spojity systém druhého Fady)
UvaZujme linedrni spojity systém, popsany diferencialni rovnicf
y"(t) +3y/(t) + 2y(t) = 5u(t),
kde u(t) = 1(t) je jednotkovy skok a potate&ni stav systému je dan
Mame nalézt ¥eseni y(t).

stavem vystupu a rychlosti v €ase t = 0: y(0) = —1 a y’(0) = 2.
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P¥iklad pouZiti zp&tné Laplaceovy transformace
oceee

/Zpétna Laplaceova transformace |l
P¥iklad

Po Laplaceové transformaci diferencialni rovnice dostaneme
algebraickou rovnici

p%«m—pﬂm—yﬂn+3m«m—3ﬂm+av@)=5§

S pouzitim po¢ateénich podminek nalezneme ¥eSeni algebraické
rovnice ve tvaru
(p) = =B
p(p+1)(p+2)
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/Zpétna Laplaceova transformace Il
P¥iklad

RozloZime racionalni lomenou funkci na parcialni zlomky

_ 5 B +§ 1
2p pH+1 2(p+2)

Y(p)

Hledané YeSenfi je pro t > 0

5 3
t) == —5e t4 Ze 2t
y(t) =5 +3
Prvni ¢len odpovida ustalenému stavu, dalsi dva &leny popisuji

prechodovy dgj.
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