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Matematické ná̌rad́ı
Motivace

Chceme analyzovat chováńı nějakého systému, p̌ŕıpadně navrhnout
systém, který má p̌resně specifikované parametry.

Oṕıráme se o

• fyzikálńı model, založený na fyzikálńıch zákonech

• black-box model, založený na pozorováńı, identifikaci

Analýza chováńı reálného systému je složitý proces (model
p̌redstavuje jedna či v́ıce diferenciálńıch či diferenčńıch rovnic
vyš̌śıho řádu) ⇒ numerické řešeńı.

Jak analýzu zjednodušit?
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Matematické ná̌rad́ı
Použit́ı

Analýza či návrh systému v časové oblasti (vstupy a výstupy jsou
funkćı času) jsou velmi pracné.

Převod do frekvenčńı oblasti (vstupy a výstupy jsou funkćı
komplexńı proměnné nazývané úhlová frekvence) nám

• poskytuje fundamentálně odlǐsný nástroj k pochopeńı funkce
systému,

• často drasticky sńıž́ı složitost matematických výpočt̊u
poťrebných pro analýzu systému.
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2 Z-transformace
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O původu diskrétńı transformace
Jak se ze spojitého systému stane systém diskrétńı

f (t)

t
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Matematické ná̌rad́ı Z-transformace

O původu diskrétńı transformace
Jak se ze spojitého systému stane systém diskrétńı
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O původu diskrétńı transformace
Vzorkováńı signálu

Vztah mezi spojitou funkćı f (t) a ideálně vzorkovanou funkćı f ∗(t)
lze formálně zapsat jako

f ∗(t) =
∞∑
n=0

f (t) ∗ δ(t − nT ) =
∞∑
n=0

∫ ∞
−∞
f (τ) · δ(t − nT − τ) dτ

= f (nT )δ(t − nT ) ≡ {fn}∞n=0 ,

kde T je vzorkovaćı perioda signálu.

Ze spojité funkce f : R→ R se tak stane posloupnost reálných
hodnot fn : N→ R.

U této posloupnosti je zvykem neuvádět vzorkovaćı periodu
signálu. Znač́ıme ji f [n] a plat́ı

f [n] = {f (nT )}∞n=0.
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O původu diskrétńı transformace
Vzorkováńı signálu

Jestliže budeme hledat Laplaceovu transformaci funkce f ∗(t),
dostaneme

L{f ∗(t)} =

∫ ∞
0

f ∗(t) e−ptdt

=

∫ ∞
0

∞∑
n=0

f (t) δ(t − nT ) e−ptdt

=
∞∑
n=0

∫ ∞
0

δ(t − nT ) f (t) e−ptdt

=
∞∑
n=0

f (nT )e−pnT ≡
∞∑
n=0

f [n]z−n,

kde jsme zavedli komplexńı proměnnou z = epT a f [n] označuje
n-tý vzorek p̌ŕıslušné spojité funkce vzorkované s periodou T .
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Z-transformace
Definice

Definition (Jednostranná Z-transformace)

Jednostranná Z-transformace posloupnosti f [n] je definována
nekonečnou řadou

F (z) =
∞∑
n=0

f [n]z−n,

kterou často označujeme F (z) = Z {f [n]}.

Zpětná Z-transformace má tvar integrálu podél uzav̌rené ǩrivky C,
jež obsahuje všechny singulárńı body funkce F (z). Pro všechna
n = 0, 1, . . . ,∞ plat́ı

f [n] =
1

2πi

∮
C

F (z)zn−1 dz ≡ Z−1 {F (z)} .
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Vlastnosti Z-transformace
Linearita

Theorem (Linearita)

Z-transformace je lineárńı:

Z

{∑
k

ak fk [n]

}
=
∑
k

akZ {fk [n]}

Z−1

{∑
m

bmFm(z)

}
=
∑
m

bmZ−1 {Fm(z)}
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Vlastnosti Z-transformace
Změna mě̌ŕıtka

Theorem (O změně mě̌ŕıtka)

Pro F (z) = Z {f [n]} je

a−nf [n] = Z−1 {F (az)}
F (a−1z) = Z {anf [n]}
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Vlastnosti Z-transformace
Posunut́ı

Věty o posunut́ı jsou velmi důležité pro transformaci diferenčńıch
rovnic na algebraické rovnice v Z-rovině, podobně, jako je tomu u
spojitých systémů s větami o obrazu derivaćı v Laplaceově
transformaci.

Z {f [n −m]} = z−mZ {f [n]} = z−mF (z) |∀n−m<0: f [n−m]=0

Z {f [n + m]} = zm

[
Z {f [n]} −

m−1∑
ν=0

f [ν]z−ν

]

= zm

[
F (z)−

m−1∑
ν=0

f [ν]z−ν

]
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Vlastnosti Z-transformace
Transformace částečné sumy

Theorem (Transformace částečného součtu)

Částečnou sumu posloupnosti f [n] lze transformovat jako

Z

{
n∑
ν=0

f [ν]

}
=

z

z − 1
F (z)

Z

{
n−1∑
ν=0

f [ν]

}
=

1

z − 1
F (z)
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Vlastnosti Z-transformace
Transformace diferenćı

Pro m = 1, 2, . . . ,∞ a diference m-tého řádu

∆0f [n] = f [n],

∆1f [n] = f [n + 1]− f [n],

∆2f [n] = ∆1
[
∆1f [n]

]
= f [n + 2]− 2f [n + 1] + f [n]

∆mf [n] = ∆1
[
∆m−1f [n]

]
plat́ı tato věta o transformaci diferenćı:

Z
{

∆1f [n]
}

= (z − 1)F (z)− f [0]z

Z
{

∆2f [n]
}

= (z − 1)2F (z)− f [0] z(z − 1) + ∆1f [0]z
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Vlastnosti Z-transformace
Obraz konvoluce

Theorem (O konvoluci)

Je-li F (z) = Z {f [n]} a G (z) = Z {g [n]}, pak pro diskrétńı
kovoluci obou posloupnost́ı plat́ı

Z {f [n] ∗ g [n]} = Z

{ ∞∑
m=0

f [n −m] · g [m]

}
= F (z) · G (z)
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Vlastnosti Z-transformace
Derivace obrazu

Theorem (O derivaci obrazu)

Jednoduchá derivace obrazu F (z) se na vzoru f [n] projev́ı jako
násobeńı proměnnou n:

Z {nf [n]} = −z dF (z)

dz
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Tabulka Z-transformace

f [n] = Z−1 {F (z)} F (z) = Z {f [n]}

δ[n] 1

1[n]
1

1− z−1

an
1

1− a · z−1

n
z−1

(1− z−1)2

n · an−1 z−1

(1− az−1)2
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