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Modelováńı systémů a proces̊u (11MSP)
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Přenosová funkce

Diferenčńı rovnice lineárńıho časově invariantńıho systému, za
p̌redpokladu nulových počátečńıch podḿınek, tj. y [n − k] = 0 a
u[n − k] = 0 pro n − k < 0, má tvar

aN y [n − N] + aN−1 y [n − N + 1] + · · ·+ a0 y [n] =

= bM u[n −M] + bM−1 u[n −M + 1] + · · ·+ b0 u[n]

tedy
N∑

k=0

aky [n − k] =
M∑

m=0

bmu[n −m].
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Přenosová funkce

Použijeme Z-transformaci

N∑
k=0

ak Z {y [n − k]} =
M∑

m=0

bm Z {u[n −m]}

a dostáváme algebraickou rovnici

N∑
k=0

ak z
−k · Y (z) =

M∑
m=0

bm z−m · U(z).
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Přenosová funkce

Nyńı můžeme snadno vyjáďrit Y (z) ve tvaru

Y (z) =

∑M
m=0 bmz

−m∑N
k=0 akz

−k
· U(z)

Y (z) = H(z) · U(z).

Připomeňme si, že mezi vstupem a výstupem v časové rovině plat́ı
vztah

y [n] =
n∑

m=0

h(n −m) · u[n]
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Přenosová funkce

Funkce H(z) = Z {h[n]} je p̌renosová funkce a má tvar
racionálńı lomené funkce v proměnné z−1

H(z) =

∑M
m=0 bmz

−m∑N
k=0 akz

−k
=

Q(z)

N(z)
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Obraz p̌rechodové odezvy

Funkce S(z) = Z {s[n]} je obrazem p̌rechodové odezvy a
z p̌renosové funkce ji urč́ıme snadno jako

S(z) = H(z) · Z {1[n]} = H(z)
1

1− z−1
= H(z)

z

z − 1
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Převod spojitého systému na diskrétńı

Spojitý systém popsaný stavovými rovnicemi

x′(t) = A x(t) + B u(t) (1)

y(t) = C x(t) + D u(t) (2)

můžeme p̌revést na ekvivalentńı diskrétńı systém tak, že čas t
nahrad́ıme diskrétńımi časovými okamžiky t = nT , kde T je
vzdálenost mezi následuj́ıćımi časovými okamžiky, neboli perioda
vzorkováńı.
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Převod spojitého systému na diskrétńı

Všechny veličiny mě̌ŕıme pouze v čase t = nT a proto

x(t) = x(nT )→ x [n],

y(t) = y(nT )→ y [n],

u(t) = u(nT )→ u[n].

Derivaci stavu x′(t) nahrad́ıme v prvńım p̌ribĺıžeńı prvńı diferenćı

x′(t) ≈ x (nT + T )− x(nT )

T
=

1

T
(x[n + 1]− x[n]) .
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Převod spojitého systému na diskrétńı

Dosazeńım do původńıch spojitých stavových rovnic dostaneme po
úpravě jejich diskrétńı tvar

x[n + 1] = (I + T A) x[n] + TB u[n]

y[n] = C x[n] + D u[n]

resp.

x[n + 1] = M x[n] + N u[n]

y[n] = C x[n] + D u[n]
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Stabilita systému
Př́ıklad na rovnici 2. řádu

Diferenčńı rovnice 2. řádu s konstantńımi koeficienty

y [n + 2] + a y [n + 1] + b y [n] = u[n]

má za nulových počátečńıch podḿınek p̌renosovou funkci

H(z) =
1

z2 + a z + b
=

1

(z − z1)(z − z2)
.

Poloha pól̊u p̌renosové funkce H(z) rozhoduje o stabilitě systému.
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Definice stability
BIBO stabilita systému

BIBO stabilita – bounded input bounded output

Odezva na omezený vstupńı signál muśı být vždy omezená –
systém je BIBO stabilńı.

Odezva systému je kombinaćı

• odezvy na vstupńı signál

• odezvy na počátečńı podḿınky
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Kritérium stability

• Stabilńı systém
Všechny póly p̌renosové funkce H(z) lež́ı uvniťr jednotkové
kružnice.

• Nestabilńı systém
Alespoň jeden pól p̌renosové funkce H(z) lež́ı vně jednotkové
kružnice nebo alespoň jeden násobný pól lež́ı na jednotkové
kružnici.

• Mez stability
Alespoň jeden jednoduchý pól lež́ı na jednotkové kružnici a
žádný pól nelež́ı vně kružnice. Př́ıpadné násobné póly lež́ı
uvniťr.
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Stabilita
Stabilńı systém

h[n] = (0,5)n − (−0,5)n

H(z) =
z

z2 − 1
4

=
z

(z − 1
2 )(z + 1

2 )

Im{z}

Re{z}
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Stabilita
Nestabilńı systém

h[n] =
(

6
5

)n − (−12
11

)n
H(z) =

z

z − 6
5

− z

z + 12
11

=
k

(z − 6
5 )(z + 12

11 )

Im{z}

Re{z}

0 1-1

-1

1

z1z2

0 5 10 15 20
0

5

10

15

20

25

30

35

n

h(
n)
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Stabilita
Nestabilńı systém s násobnými póly

h[n] = (n + 1) · sin π
4 n =

1

2
i(n + 1)

[
e−i

π
4 n − ei

π
4 n
]

H(z) =

√
2z3 − z2(

z2 −
√

2 z + 1
)2 =

− 1
2 i · z

z − e
π
4 i

+
− 1

2 i · z(
z − e

π
4 i
)2 +

1
2 i · z

z − e−
π
4 i

+
1
2 i · z(

z − e−
π
4 i
)2

Im{z}

Re{z}

0 1-1

-1

1 z1,z3

z2,z4

0 5 10 15 20
−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

n

h(
n)
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Stabilita
Mez stability s komplexně sdruženými póly

h[n] = sin π
4 n =

1

2
i
[
e−i

π
4 n − ei

π
4 n
]

H(z) =

√
2

2 z

z2 −
√

2 z + 1
=
− 1

2 i · z
z − e

π
4 i

+
1
2 i · z

z − e−
π
4 i

Im{z}
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Stabilita
Mez stability s (−1)n

h[n] = (−1)n

H(z) =
1

1 + z−1
=

z

z + 1

Im{z}

Re{z}

0 1-1
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z1
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Stabilita
Mez stability s jednotkovým skokem

h[n] = (1)n

H(z) =
1

1− z−1
=

z

z − 1

Im{z}

Re{z}
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Přenos Diskretizace Stabilita Stavový popis
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Přenos Diskretizace Stabilita Stavový popis

Přenosová funkce diskrétńıho systému
Př́ıklad (1/3)

Nalezněte p̌renosovou funkci H(z) diskrétńıho LTI systému
popsaného stavovými rovnicemi

x[n + 1] = M x[n] + N u[n]

y[n] = C x[n]

• Uvažujte pouze jeden vstup a výstup.

• Při odvozeńı použijte Z-transformaci!

• Která matice ve stavovém popisu je rozhoduj́ıćı pro stabilitu
řešeńı?
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Přenosová funkce diskrétńıho systému
Př́ıklad (2/3)

S pomoćı vztahů pro Z-transformaci transformujeme rovnice

x[n + 1] = M x[n] + N u[n]

y [n] = C x[n]

na

z(X(z)− x[0]) = M X(z) + NU(z)

Y (z) = C X(z)
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Přenosová funkce diskrétńıho systému
Př́ıklad (3/3)

Protože p̌renosová funkce je definována pro x [0] = 0, obdrž́ıme
z prvńı rovnice

X(z) = (zI−M)−1NU(z)

a dosazeńım do druhé rovnice je

Y (z) = C (zI−M)−1NU(z)

Přenosová funkce H(z) je tedy

H(z) = C (zI−M)−1N = C
adj (zI−M)

det (zI−M)
N
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