Bohumil Kové¥, Jan PFikryl

Ustav aplikované matematiky
CVUT v Praze, Fakulta dopravni

11. ptednaska 11MSP
stfeda 28. dubna 2021

verze: 2021-04-28 12:57




Obsah prednasky

@ Ptenos diskrétnich systémi
P¥enosova funkce

Definice




P¥enosova funkce

Diferenéni rovnice linedrniho asové invariantniho systému, za
predpokladu nulovych potate¢nich podminek, tj. y[n — k] =0 a
uln— k] =0 pro n — k <0, m3 tvar

anyln—Nl+an1y[n=N+1]+---+aoy[n] =
= bpuln— M|+ by—yuln— M+ 1]+ -+ bg u[n]

tedy

N M
Zaky[n — k] = Z bmuln — m].
k=0 m=0




P¥enosova funkce

PouZijeme Z-transformaci

N M
S a2 {yln— K} = b Z {uln — m}
k=0 m=0

a dostavame algebraickou rovnici

N M
Zakz_k- mez_m U(2).
k=0

m=0




P¥enosova funkce

Nyni miZeme snadno vyjadfit Y(z) ve tvaru

M —-m
V()= 2o )

oz
Y(z) = H(z) - U(2).

P¥ipomefime si, Ze mezi vstupem a vystupem v ¢asové roviné plati
vztah

ylnl =" h(n—m) - u[n]
m=0




P¥enosova funkce

Funkce H(z) = Z {h[n]} je pfenosova funkce a m3 tvar
raciondlni lomené funkce v prom&nné z—1

Ym0 bmz™™ _ Q(2)

A& =5 e = W)




Obraz prechodové odezvy

Funkce S(z) = Z {s[n]} je obrazem p¥echodové odezvy a
z prenosové funkce ji uréime snadno jako
1 z

S(z) = H(z) - Z{1[n]} = H(z) 1,1 H(z) z 1
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@® Prevod spojitého systému na diskrétni

Dopt¥edné diference




Pfevod spojitého systému na diskrétni

Spojity systém popsany stavovymi rovnicemi

x'(t) = Ax(t) + Bu(t) (1)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (2)

muZeme pFevést na ekvivalentni diskrétni systém tak, Ze &as t
nahradime diskrétnimi ¢asovymi okamziky t = nT, kde T je
vzdalenost mezi nasledujicimi ¢asovymi okamziky, neboli perioda
vzorkovani.




Pfevod spojitého systému na diskrétni

Vsechny veli¢iny méfime pouze v éase t = nT a proto

x(t) = x(nT) — x[n],
y(t) =y(nT) = y[n],

u(t) =u(nT) — uln].
Derivaci stavu x/(t) nahradime v prvnim p¥ibliZzeni prvni diferenci

X' (t) ~ x(nT + 7;2 —x(nT) = %(x[n—k 1] — x[n]) .




Pfevod spojitého systému na diskrétni

Dosazenim do ptivodnich spojitych stavovych rovnic dostaneme po
Gpravé jejich diskrétni tvar

x[n+1]=(1+ T A) x[n] + TBu[n]
y[n] = Cx[n] + Du[n]

resp.

x[n+ 1] = Mx[n] + N u[n]
y[n] = Cx[n] + D u[n]
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© Stabilita diskrétnich systémi
Kritérium stability
Stabilni systém
Nestabilni systém

Mez stability




Stabilita systému

P¥iklad na rovnici 2. ¥adu

Diferen&ni rovnice 2. ¥adu s konstantnimi koeficienty
yIn+2] + ayln+ 1] + by[n] = u[n]

ma za nulovych pocate¢nich podminek p¥enosovou funkci

1 1
22+az+b (z—z)(z-2)

H(z) =

Poloha péli prenosové funkce H(z) rozhoduje o stabilit& systému.




Definice stability

BIBO stabilita systému

BIBO stabilita — bounded input bounded output

Odezva na omezeny vstupni signal musi byt vZdy omezend —
systém je BIBO stabilni.

Odezva systému je kombinaci

® odezvy na vstupni signal
® odezvy na pocateéni podminky




Kritérium stability

® Stabilni systém
VZechny pdly prenosové funkce H(z) lezi uvnit¥ jednotkové
kruZnice.

® Nestabilni systém
Alespofi jeden pdl p¥enosové funkce H(z) lezi vn& jednotkové
kruznice nebo alespoii jeden nasobny pdl lezi na jednotkové
kruznici.

® Mez stability
Alespoii jeden jednoduchy pdl lezi na jednotkové kruZnici a
zadny pdl nelezi vn& kruznice. P¥ipadné nasobné pdly lezi
uvnity.




Stabilita

Stabilni systém

h[n] = (0,5)" — (~0,5)"
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Stabilita

Nestabilni systém
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Stabilita

Nestabilni systém s ndasobnymi pdly

1 s s
h[n] = (n+41)-sinfn= Ei(n—f—l) {e_'4" —e'4”}
V223 — 22 —%i-z_i_ —%i~z %ioz %i-z

(22—\/§z+1)2 z—edl (z—efi)2 z—e %

Im{z}

T 2z
%

.- x 23,24 -15




Stabilita

Mez stability s komplexn& sdruzenymi pdly

1 i s
h[n] =sinZn= Zi [e_'4" — e'4"}

2
V2 _1i. 1i,
H(z) = =z _ 3l f 5i-z
22—\2z41 z—efl  z—e 7l
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Stabilita
Mez stability s (—1)"

hin] = (=1)"

Im{z}

O S
0




Stabilita

Mez stability s jednotkovym skokem

Im{z}

z;)Refz} £ 0




Obsah prednasky

@ Stavovy popis diskrétnich systémi

P¥enosova funkce




PFenosova funkce diskrétniho systému
Priklad (1/3)

Nalezn&te pfenosovou funkci H(z) diskrétniho LTI systému
popsaného stavovymi rovnicemi

x[n+ 1] = Mx[n] + Nu[n]
y[n] = Cx[n]

® UvaZujte pouze jeden vstup a vystup.
® PYi odvozeni pouZijte Z-transformaci!

e Kterda matice ve stavovém popisu je rozhodujici pro stabilitu
FeSeni?




PFenosova funkce diskrétniho systému

Piklad (2/3)

S pomoci vztahl pro Z-transformaci transformujeme rovnice

x[n+ 1] = Mx[n] + N u[n]
y[n] = Cx(n]

na

z(X(z) — x[0]) = MX(z) + N U(z)
Y(z) = CX(z2)




PFenosova funkce diskrétniho systému
Priklad (3/3)

ProtoZe p¥enosovd funkce je definovana pro x[0] = 0, obdrzime
Z prvni rovnice
X(z) = (2l - M)"IN U(2)

a dosazenim do druhé rovnice je

Y(z) = C(zl —M)"IN U(z2)

PY¥enosova funkce H(z) je tedy

adj (zI — M)

H(z)=C(zl -M)"'N=C det (21 M)
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