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Uvod

H sem piipadné pripsat néco na uvod ...[JP]®

Cilem pfedmétu Modelovini systémii a procesii je sezndmit poslu-
chace se zdkladnimi teoretickymi poznatky a postupy, které jsou
nezbytné pro matematické modelovani jevii v dopravé. Predmét je
zékladnim stavebnim kamenem navazujicich pfedmétti, které se za-
byvaji teorif fizeni, identifikaci parametrd systému ¢i modelovanim
stochastickych systémti a procest.

Problematika modelovani systémti a procestl je velmi rozsahla.
Tento text se proto soustfed uje zejména na oblast modelovani line-
arnich a ¢asové invariantnich (LTI) spojitych a diskrétnich systémii,
pro které 1ze vyuZit matematické transformace — Laplaceovu trans-
formaci a Z-transformaci. Tyto transformace pfevadéji diferencidlni
a diferen¢ni rovnice na rovnice algebraické, s jejichZ pomoci 1ze de-
finovat LTI systém v podobé pienosové funkce. Z tvaru pfenosové
funkce lze jiz stanovit zakladni vlastnosti systému, jako je napfiklad
stabilita systému, jeho kmitoctové charakteristiky, impulsni a pfecho-
dova odezva a podobné.
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Uvod do matematického modelo-
vdni systémii

Matematické modelovdni systémii

Co je to vlastné matematické modelovani?

Modely vzdy né&jakym zptisobem popisuji nase presvédéent
o tom, jak svét funguje. Modely nds provazeji od nepaméti: nap¥i-
klad obycejna mapa je vlastné dvourozmérny model naseho po-
hledu na krajinu; architekti ¢asto studujf tvary planovanych budov
na jejich zmensenindch ze sadry a dfeva, aby zjistili, jak bude objekt
pusobit po zasazeni do krajiny. Modely jsou vétsinou zjednoduse-
nim reality, postihuji jen to, co néds pro studium daného problému
opravdu zajima. Pro nds nepodstatné detaily model zanedbava
(u mapy to napfiklad mohou byt rtizné malé detaily, u architekto-
nického modelu potom vnitfni vybaveni mistnosti budovy).

V matematickém modelovani tato pfesvédceni o fungovani svéta
pfekldaddme do jazyka matematiky. To ma fadu vyhod:

1. Matematika je velmi pfesny jazyk. Tato pfesnost ndm pomdha for-
mulovat myslenky a identifikovat zdkladni pfedpoklady pro
vytvafeny model.

2. Matematika je vystizny jazyk s dobe definovanymi pravidly pro mani-
pulaci s vyrazy.

3. VSechny vysledky, které matematici dokazali v pribéhu minu-
lych stovek let, jsou ndm k dispozici a mtZeme je pro nd$ model
vyuzit.

4. K provedeni numerickych vypoctd miiZeme dnes pouZit pocitace.

Hned na tvod je vhodné zdtiraznit, Ze zna¢nou ¢ast matematic-
kého modelovéni tvofi kompromisy. Vétsina systémt, jeZ na sebe
v redlném svété plisobi, je totiz prili§ sloZitych na to, abychom je
mohli modelovat v plném rozsahu a mnohdy to ani nenf moZné,
protoZe potfebné jemné detaily fungovani modelovaného systému
ani nezndme. Proto je prvnim stupném kompromisu snaha identi-
fikovat nejditleZitéjsi édsti systému — ty budou do modelu zahrnuty,
zbytek bude zanedban.
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Druhd droven kompromisu se tyka mnozstvi matematickych
operaci, které ma smysl pfi modelovani provadét: I kdyZ matema-
tika md potencidl v naprosté obecnosti dokazat riizné vysledky, tyto
vysledky zévisi kriticky na formé pouZitych rovnic. Malé zmény
ve struktufe rovnic pfitom mohou vyZadovat obrovské zmény v
matematickych metodach. PouZijeme-li k manipulaci s rovnicemi
vytvafeného modelu pocita¢, nemusi to sice vést k elegantnim vy-
sledktim, ale je to mnohem odolngjsi vii¢i zméndm. Mvici zménam?
tenhle konec je nesrozumitelny B

Jaké cile miiZe modelovdni dosdhnout?

Pro pouZiti matematického modelu je v praxi celd fada rtiznych
divodt a model pouzivame jako prostfedek k dosaZeni réiznych
cila. Jak dobfe je pritom néjakého urcitého cile dosaZeno, to zavisi
jak na stavu nasich znalosti 0 modelovaném systému, tak i na tom,
jak dobfe tento systém modelujeme.

Priklady fady cilti jsou:

1. Rozvoj védeckého pozndni — prostfednictvim kvantitativniho vyjé-
dfeni soucasnych znalosti o systému (stejné jako zndzornit to, co
vime, mizeme také ukdzat, co nevime);

2. Testovdni vlivu zmén v systému
3. Ziskat informace pro podporu rozhodovini, véetné

(a) taktickych rozhodnuti manaZerti

(b) strategicky rozhodnuti pldnovaci

Klasifikace modelii

Pfi studiu modelti je uzite¢né identifikovat hlavni kategorie mo-
delti. Klasifikace jednotlivyich modeld do téchto kategorii ndm
okamzité fekne nékteré zakladni informace o jejich struktufe. Jedno
rozdéleni modelii je zaloZeno na typu vysledku, ktery pfedpovidaji.
Deterministické modely ignoruji ndhodné variace a vzdy tak pre-
dikuji stejny vysledek z daného vychoziho bodu. Na druhou stranu
mtiZe mit model vice statistickou povahu a mtiZe predikovat statis-
tické rozdéleni pravdépodobnosti moznych vysledki. O takovych
modelech fikdme, Ze jsou stochastické.

Druhy pristup k rozliSovani mezi typy modeli uvazuje miru po- Vysoka
chopeni redlného svéta, na niZ je model zaloZen. Nejjednodussi vy-
svétleni uvazuje hierarchii organiza¢nich struktur v rdmci systému,

ktery je modelovany. Jedna takové hierarchie u zvifat je zndzornéna

na obrazku 1.1. Nizk4

Model, ktery vyuziva velké mnozstvi teoretickych informaci,
obecné popisuje, co se déje na jedné trovni hierarchie tim, zZe uva-

delt — analogie se svétem zvi-

rat

stado
jedinec
organy
buriky
molekuly

Obrézek 1.1: Hierarchie mo-
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Zuje procesy na nizsich tirovnich Jedna se o tzv. mechanistické
modely, protoZe berou v tivahu mechanismy, prostfednictvim nichz
dochdazi ke zméndm. Naproti tomu u empirickych modeli se nepfi-
hliZi k mechanismu, jimZ dochdz{ ke zménam v systému. Namisto
toho se pouze zaznamen4, Ze ke zméndm doslo, a model se snaZi
kvantitativné vysvétlit zmény spojené s riznymi podminkami.

Obé rozdéleni, uvedend vyse, tedy deterministicky / stochasticky
a mechanisticky / empiricky, pfedstavuji extrémy v rozsahu typt
modelti. Mezi nimi leZi cela $kala typt modeld. Tyto dva pristupy
ke klasifikace se navic vzdjemné dopliiuji. Deterministicky model
miiZe byt napfiklad mechanisticky nebo empiricky (ale ne stochas-
ticky). Ptiklady ¢tyt Sirokych kategorii modelt vyplyvajicich z vySe
uvedené metody klasifikace jsou uvedeny v tabulce 1.1.

Empiricky Mechanisticky

Deterministicky | Pfedpovéd’ rtistu dobytka | Pohyb planet zaloZeny na Tabulka 1.1: Jedna z moZnych

z regresni zdvislosti na Newtonovské mechanice, Klasifikaci modelt
konzumaci potravy popsané diferencidlnimi
rovnicemi

Stochasticky | Analjza rozptylu vynosa Genetika malych populaci
odrid pfes lokality a roky | zaloZend na Mendelovské
dédi¢nosti popsané prav-
dépodobnostnimi rovnicemi

Za zminku stoji jesté jeden dalsi typ modelu, a to model sys-
tému. Ten je sestaven z fady dil¢ich modeldi, z nichZ kazdy popisuje
podstatu néjaké z interagujicich sloZek modelu. VySe uvedeny zpii-

sob Kklasifikace pak je v pak vhodnéjsi pro dil¢ich modely: v jednom
modelu systém@ mohou byt pouZity rizné typy dil¢ich modeld.

Mnoho publikaci 0 modelovani zmirtiuje ,,simula¢ni modely”.
Pro¢ tedy jsou nejsou zahrnuty v nasem rozdéleni? Dtivodem
tohoto zdanlivého opomenuti je, Ze simulace odkazuje na jeden
zpusob, jakym se provadéji modelové vypocty — tedy napiiklad po-
¢itacovou simulaci. Vlastni model systému se neméni v zavislosti na
zpusobu, jakym se provadi potfebné matematické vypocty, i kdyz
nasSe interpretace modelu mtZe zaviset na numerické piesnosti
provadénych aproximaci.

Fdze modelovdni

Je uzitetné rozdélit proces modelovani do ¢tyf hlavnich katego-

rif ¢innosti, a to na tvorbu, studium, testovdni a pouzivini modelu.

I kdyz by to mohlo byt hezké si myslet, Ze modelovaci projekty
postupuji plynule od faze tvorby modelu aZ po jeho pouziti, téméf
vZdy to tak neni. Obecné plati, Ze vady zjisténé ve fazich studia a
testovani jsou korigovany navratem do fédze vystavby. VSimnéte si,
Ze pokud dojde ke jakymkoliv zméndm modelu, pak fdze studia a

testovani se musi opakovat. Schématické zndzornéni moznych cest
pfes jednotlivé fdze modelovéni je uvedeno na obrazku ?2. Sestavent Studium

7

Testovani
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Tento proces opakovanych iteraci je pro modelovaci projekty

Vv s

typicky a je jednim z nejuZite¢néjsich aspektti modelovani, pokud

jde o lepsi pochopeni toho, jak systém funguje. Toto rozdéleni ¢in-
nosti v oblasti modelovdni budeme pouZivat i nadale a bude tvofit

strukturu pro zbytek tohoto kurzu.

Model systému

Definice 1 (Systém). Charakteristické vlastnosti, se kterymi vysta-

¢ime pfi modelovani:

* systém povaZujeme za Cast prostiedi, kterou lze od jejiho okoli

oddeélit fyzickou nebo myslenkovou hranicf,

* systém se sklddd z podsystémui, vzajemné propojenych soucasti.

Je to ¢ast naseho svéta, kterd se svym okolim néjak interaguje,

napiiklad prostfednictvim vstupu a vystupu.

Model

Za model mtiZzeme poklddat ndhradu nebo zjednoduseni skutec-

ného objektu redlného svéta z hlediska jeho vlastnosti a funké-

nosti.

Modelovéni je mozné pouze pokud zavedeme uréity stupen

abstrakce a aproximace.

W obrazek 1.2 prekreslit do TikZH

Cile experimentu

Y

Matematicky popis

Aplikovana statistika

U

Popis duIegzﬁych P Stanoveni modelu Testovani modelu
faktort
» Experiment —1 Potvrzeni feseni
N-iteraci

M cela sekce je hodné na vodé

U

Zavéry a doporudeni

Pfi analyze navrzeného modelu chceme uéinit co mozna nejsil-

Vv

néjsi rozhodnuti na zédkladé malého mnozZstvi dat. Spravnost naseho

névrhu je nutné statisticky vyhodnotit.

Problémy:

vstup

u(t)

uln]

spojity systém
diskrétni systém

vystup

> 7?7 —

y(t)
y[n]

Obréazek 1.2: Vstup a vystup

systému

Obrézek 1.3: Tvorba matema-

tického modelu
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1. Vyznamné diference ve sledovanych parametrech mohou byt
zpusobeny $patnym ndvrhem modelu, pfipadné méfenim dat

sobené ,ndhodnym vlivem”.

Systém

Model

Otazky:

vy . ooy

¢ Jak ovéfime spravnost vypoctu rychlosti Sifeni ptaci chiipky?

¢ Jak ovéfime pevnost nového mostu?

N2

¢ Jak ovéfime bezpectnost softwaru?

Pokud nemtiZzeme piedem prokazat ur¢ité vlastnosti na samot-
ného systému, prokdzeme hledané vlastnosti na jeho modelu!

B pokud nebude vic textu, je treba zménit marginfigure na figure ®

. Je téZzké rozlisit, zda diference v datech jsou skute¢né nebo zpii-

=

Systém |:>

Obrézek 1.4: Problémy pfi

tvorbé modelu

Obréazek 1.5: Klenba Gaudiho
katedrély Sagrada Familia v
Barceloné

Sy .

Obrazek 1.6: Model klenby pro
ovéfeni statiky stavby, sesta-
veny z provazkul a platénych
pytlickt s piskem
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50 000 - a0
Total kinetic Total deformation wease Tast (VW) |
energy energy — — Simulation (ESI) |
- 260
.40 000~ a
L -
& £ 30
E =4
< 30 000 : 2 = ﬂ 2
o Partial defermation i} Fi
P | : VY
= 2l b= EH
ﬁzn 000 3 -30 ;
g a5 3
w 060
10 000 <
-80 T
0 10 20 30 40 50
0- . - - - Time (milliseconds)
0 10 20 30 40 50 60
Time (milliseconds)
{c) energy balance {d) acceleration at point in cabin

Obrézek 1.7: Virtualni crashtest
prvni generace VW Polo

Vnéjsi popis vychdzi z popisu systému vektorem vstupu u a vekto-
rem vystupu y.

Systém tak chdpeme jako ¢ernou skiitiku, o jejichz vlastnostech
se dozvime pouze tehdy, jestlize budeme zkoumat jeho reakci na
vnéjsi udalosti (signély, data).

N2

Vnéjsi model popisujeme diferencidlni rovnici pro systémy se
spojitym casem a diferen¢ni rovnici pro systémy s diskrétnim ¢a-

MY

sem. Uvedend rovnice je obecné vyssiho faddu, nez 1.

Vnitini popis systémii
Vnitini, tzv. stavovy popis systému pouziva k popisu dynamiky
systému vektor vnitinich stavi x.

Vektor vstuptl u a vektor vystupnich veli¢in y jsou druhotné
veli¢iny vnitfniho popisu.
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Stavové modely popisujeme

* soustavou diferencidlnich rovnic prvniho ¥ddu pro systémy se
spojitym Casem a

* soustavou diferen¢nich rovnic prvého fadu pro systémy s dis-
krétnim casem.

Modelovéani neni samospasitelné:

* vystupy modelu je vzdy tfeba ovéfovat,

* mozné chyby jsou jak v modelu, tak i v jeho vypoctu.

Verifikace: Po¢itdime spravny model.

Validace: Model po¢ita spravneé.
Ptibéh parovych prvocisel (napf. 17 a 19,...), nejvétsi dosud
znamy prvociselny pér je

3756801695685 x 2000069 4 1

(200700 dekadickych cifer)
Pribéh, ve kterém posetily matematik nachytal firmu INTEL pfi

predstirani, Ze chyba Pentia neexistuje (1995):

Thomas Nicely, Lynchburg College, Virginia

[ee]
harmonické fada Z ~ = 00
n
n=1

o
. 1
prvociselna harmonickd fada 2 — =
Vp p

diverquji

avsak harmonicka fada s parovymi prvocisly

DILUE S S SRS WS S
szpz_S 5 7 29 31

~ 1,902160583104

konverg u]'e! 1 * Dokézal to V. Blum uZ v roce 1919,
nevime ale presné, jaky ten soucet je,
] . J J protoZe nikdo nevi, jestli je parovych
Thomas Nicely (1996) obdrzel a svém novém PC hodnotu prvocisel konetny pocet nebo ne.

Zde nastupuje experimentalni matematika:

[e9)

1
) — ~1,9021605778
Vp2 P2

a objevil chybu v FPU Pentia.
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Rozsifil svoje podezieni pomoci internetu a odezva byla jedno-
znacnd: aritmetickd jednotka Pentia je chybna!

Tim Coe, Vitesse Semiconductor, Southern California

4195835 5-7-(23.3%.5.37+1)
©= 3145727 3.220 _1

~ 1,33382044

Pentium procesor vSak daval hodnotu

4195835 5 x 7 x 119881

= = ~ 1.3337
¢ 3145727 13 x 241979 33373906

Chyba pii reprezentaci ¢isel typu

M, =2"-1 o
tzv. Mersenneova &isla l I l

uy (t)
Priklad 2 (RC ¢lanek). mzde se to kvuli viozenému ‘frame‘ z prezen-

tace rozlomi, text ma navazovat

Napéti 11 (t) na RC &lédnku je soulet napéti na rezistoru ug(t) a
na kapacitoru uc(t):

up(t) = ur(t) + uc(t). (1.1) Obréazek 1.8: RC &lanek
Proud prochézejici obvodem i(t) a ¢asovy priibéh napéti na re-
zistoru ug(t) je mozno vyjadfit jako

i(t) = c%uc(t) (1.2)

a proto
. d
ur(t) =R-i(t) = RCEuC(t). (1.3)
Dosazenim ug(#) do rovnice (1.1) ziskdme diferencidlni rovnici

prvniho ¥adu pro ¢asovy pribéh napéti na kapacitoru uc(t):

RC %uc(t) Fuclt) = (1), (1.4)

Reseni uvedené rovnice ma pro vSechna t > 0

oL
- RC
ui(t) = Up
a pro pocate¢ni hodnotu
uc(0) =0

tvar
uc(t) = Up(1 —e™™).
Priklad 3 (Nabidka a poptavka). Rovnice nabidky

Nabidka dnes zavisi na vcerejsi cené a to tak, Ze nabidka stoup4d s
rostouci cenou. Pro C > 0 plati

nlk] = Cclk — 1] + Aulk]. (1.5)

uc(
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10

uc v

time [s]

Rovnice poptavky

Poptévka dnes zavisi na dnesni cené a to tak, zZe poptavka klesa s
rostouci cenou. Pro D > 0 plati

plk] = —Dclk] + Bulk]. (1.6)

Rovnost nabidky a poptavky

n[k] = p[k] (1.7)

pak vede na diferen¢ni rovnici prvniho fadu

C B—-A
clk] + 50[1{ —-1] = Tu[k]. (1.8)
Iterace diferencni rovnice
Hdoplnit textl
Iterace rovnice ceny
Diferenc¢ni rovnici, kterou jsme odvodili
C B—-A
clk] + 5c[k -1 = Tx[k] (1.9)
piepiseme do kanonického tvaru?
ylk] +ylk = 1] = pulk] (1.10)
a postupnymi iteracemi nalezneme pro u[k] = 1[k] a pocate¢ni

podminku y[—1] =0
Prok =0:

Obrézek 1.9: Vystup RC ¢lanku

Obrézek 1.10: Pavucinkovy
diagram — variace ceny

P
WD1 D2 S

P2l e
prl A

>

Q1 Q2 Q

Obrézek 1.11: Obecnd zavislost
zavislosti ceny P na poptéavce
Q. Prevzato z Wikipedie

2 Kanonicky tvar diferenéni rovnice
oznacuje ustalenou formu zépisu rov-
nice, kde vystupy jsou umistény na
levé strané a vstupy na pravé strané
rovnice, sefazeny podle posunuti.
Zapis v kanonickém tvaru umoznuje
¢tenafi snadnéjsi orientaci v problema-
tice.
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Prok =1:

Pro obecné n:

yln] +yy[n = 1] = puln]

vl =p -yl =11 =p (1=7 47+ + (="
_ - m 1_(_,),)n+1_ .B :87 DY/
vl =p L " =B =1 1,V

115F

nabidka a poptévka

R

=
o
&

95

Obréazek 1.12: Dosadime toto
feSeni do rovnic pro nabidku a
poptavku a ziskdme pavucin-
kovy diagram



Uvod do teorie signdlii

Doporucend literatura pro tuto ¢ast je OPPENHEIM et al. [1997].

Zdkladni spojité signdly

Hdoplnit textl

Diraciiv impuls

Tato funkce je definovana na ¢asovém intervalu pro vSechna f a jeji
nenulovou hodnotu pfedpokladdme pouze v okoli bodu t = 0.
Plocha téchto funkci je rovna 1 pro kazdé € > 0.

Oe () Je(t) Je(t)
) . . Obréazek 2.1: Kone¢na repre-
2¢ e € zentace J¢(t) pro e > 0

- +e 1 0 +e -  +e

Funkci (t) definujeme jako 6(t) = lime_,q d¢ (£).

Funkce 4(t) se nazyva Diractv impuls, Diracova J-funkce nebo
jednotkovy impuls. Hodnota 4(t) pro t # 0je 5(t) = 0. Jeji hodnota
v t = 0 neni definovédna jako funkce, pouZziva se integralni definice

00 € 0+
/ 5(t) dt = / 5(t) dt = / S(t) dt =1 (2.1)
—o00 —€ _

pro kazdé € > 0.

Jednotkovy skok

Funkce jednotkového skoku byva obvykle znacena 1(t) a je defino-
vana jako

1 prot>0
1(t) = .
®) {O prot <0. (22)
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1
t
Plati
5(t) = L1
Tdt
1)
1
€ t

Exponencidla
Uvazujme exponencidlni funkci
f(£) =e,
kde « je redlna konstanta, podle néasledujictho obrazku.

ot ot

e e

/ \

Exponencidlni funkce
£l = Ae,
kde « € C je zajimava hlavné v pfipadé, kdy o = iw,

f(t) = Aet = A(coswt +1i sinwt).

Periodické a harmonické funkce

O spojitém signalu f(t) fikdme, Ze je periodicky s periodou T,

jestlize

Ve f(E4+T) = f(1)

Obrézek 2.2: Jednotkovy skok

Obrézek 2.3: Jednotkovy skok

(23)
Obrézek 2.4: Redlna expo-
nencidla a) proa > 0, b) pro
x < 0.

(2.4)

(2.5)

(2.6)



a tedy také pro libovolné k € Z
fO) = ft+T) = f(t+2T) == f(t+k-T)

Nejmensi mozné T nazyvame fundamentalni perioda, znac¢ime
Tp.

f(t) = A sin (wt + ), (2.7)
Konstanty A, w a @ se nazyvaji amplituda, tthlova frekvence

Asin(wt + P)
T=2n/w

A,

Asin(q))/
SN

a fazovy posun. Sinusovka je periodickd se zdkladni periodou
T=2nr/w.

Zikladni diskrétni signdly
Jak diskrétni signaly vznikaji?

® pfirozené (primeérné denni teploty, denni kurzy, pocty studenttt)
¢ vzorkovanim spojitych signdlt (naméfeni teploty kazdou ho-
dinu, méfenim pritoku kazdych 15 minut)
Diskrétni signdly, jimiz se budeme v pfedmétu zabyvat, jsou
diskrétni v Case, ale spojité ve funkéni hodnoté.

Digitalni signal je totiZ ¢asto kvantovany, nabyva tedy v kaz-
dém n pouze diskrétni mnoziny funkénich hodnot, naptiklad
{0,1,2,...,65535}.

PRRY Diskrétni jednotkovy impuls a skok

Diskrétni jednotkovy impuls d[n] je definovan vztahem

_}J 1 pron=0
5[71]—{ 0 pron #0. @8

Diskrétni jednotkovy skok 1[#] je definovan vztahem

1 pron>0
1n| = .
] { 0 pron <0 29)

UVOD DO TEORIE SIGNALU 17

Obrézek 2.5: Sinusovy signdl
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8[n] d[n — 2]
Obrazek 2.6: Diskrétni jed-
? notkovy impuls a posunuty
jednotkovy impuls.
000|000
n n
1[n] 1[n —1]
Obréazek 2.7: Diskrétni jed-
4 notkovy skok a posunuty
jednotkovy skok.
—0—0—0—
n n

Z obrazku 2.7 snadno nahlédneme, ze

1[n] = Y nd[n—m] = 6[n] +6[n—1] +--- 4 5[1] + 6[0].

m=0

Diskrétni sinusovd posloupnost

Mgjme sinusovy signdl f(t) = Asin(wt + @) s periodou T =
27t /w. Pokud tento signdl vzorkujeme s periodou T > 0, ziskdme
diskrétni sinusovy signél

f[n] = f(nT) = Asin(wnTs + @) = Asin(in + D), (2.10)

kden =0, £1, +2,... a¢ = wTs.

Asin(¢n + ®)
® Obrazek 2.8: Diskrétni sinu-
sova posloupnost

~~

Diskrétni signél f[n] je periodicky, jestlize existuje kladné celé
¢islo N takové, Ze plati

fln]=fln+N|]=f[n+2N]=---= fn+k-N] (2.11)

pro v8echna n € Z (z intervalu (—oo, o)) a pro libovolné k € Z. N
se nazyva perioda diskrétniho signalu.

Nejmensi mozné N nazyvame fundamentalni perioda a znac¢ime
Np.

Diskrétni sinusovy signal nemusi byt nutné periodickyj, zalezi na
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volbé vzorkovaci periody Ts. Pro periodicky diskrétni sinusovy
signdl s periodou N mus{ platit

kde m € N. Mame i N € IN, proto 27t/ Ts musi byt raciondlni ¢islo.
Priklad 4 (Neperiodicky sinusovy signdl). Signal

y[n] = sinn

s vz

neni pro Ty = 0.1s periodicky, protoZe 27t/ Ts neni racionalni ¢&islo.

Odezva systému

XXXXXX

Diskrétni systém

XXXXXX
uln] y[n]
Obrézek 2.9: Diskrétni LTI sys-
uln] —{ LTI (— y[n] tém, jeho vstupni a vystupni
T T ® T ¢ T T T posloupnost
! n ¢ n

Definice 5 (Impulsni odezva). Odezvu systému na jednotkovy
impuls §[n] budeme nazyvat impulsni odezva a znacit h[n],

hin] = §{é[n]}
hin,m| = S{6[n —m]}.

Definice 6 (Pfechodové odezva). Odezvu systému na jednotkovy
skok 1[n] budeme nazyvat pfechodova odezva a znatit s[n|,

s[n] = S{1[n]} = S{ i_oé[n m}}

XA Linedrni a nelinedrni
Rekli jsme si, Ze systém neni nic jiného, nez ¢ernd skfirika, black box,
kterou se pokousime nejprve identifikovat a poté reprodukovat. Pfi
identifikaci se nejprve ptdme, zda se jednd o linedrni systém. Mtohle
taky nedava moc smysil

Definice 7 (Linearita). V matematice oznac¢ujeme funkci f(x) jako
linedrni v pfipadé, Ze je

1. aditivni f(x1 +x2) = f(x1) + f(x2) a
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2. homogenni, f(ax) = af(x).

Obdobné to plati i pro linedrni systémy.

Definice 8 (Linearni systém). Systém je linedrni, pokud pro dva
rtizné vstupni signdly uq[n] a up[n] plati

S{m[n] +uz[n]} = S{m[n]} + S{ua[n]},
S{aun]} = aS{uln]}.

Definice 8 ndm trosku zakuklené popisuje jednu zdkladni vlast-
nost vSech linedrnich systémti, at’ uz popisuji svét v diskrétnim
¢i spojitém case: Je-li vstupem systému vazZeny soulet nékolika
signaldl, vystupem systému je opét stejné vaZzeny soucet neboli su-
perpozice dil¢ich odezev na tyto vstupy.

Definice 9 (Princip superpozice). Pro dva rtizné vstupni signaly
up[n] a up[n] plati

<
sy
=
I
07)
—
=
=
=
—

a pro u[n] = auq[n] + Buy[n] také
ayr[n] + By2[n] = y[n] = S{uln]} = S{aui[n] + pu[n]}
Obecné plati
uln] = Zaiui[n] —  y[n] = Zaiyi[n} = ZaiS{ui[n}}
i i i
Priklad 10 (Linedrni systém). UvaZujme systém
y[n] +ay[n —1] = uln].
Je-li na vstupu linedrni kombinace dvou réiznych signalt
uln] = byu[n] + byus[n]
je na vystupu
yln] = by (ni[n] +ayi[n —1]) +ba (ya[n] +aya[n —1])
kde

yi[n] +ayi[n—1] = up[n]
ya[n] +ayan — 1] = uy[n]

Pfiklad 11 (Nelinedrni systém). Numericky vypocet druhé odmoc-
niny lze zapsat rekurentnim vztahem

yn+1] = % (y[n} + ;l[[:}]) . (2.12)

Odmocnina z ¢isla 10 je s pfesnosti na 10 desetinnych mist rovna
V10 = 3,16227766017. Pro u[n] = u[0] = 10 dostdvame postupné
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n_ yln] y*[n]

1 3 9

> 3,165 10,017225

3 3162278 10,00000214928
4

3,162277660  9,999999999568

Pro obecny vstupni signél u[n] je pak odezva linearniho systému
yln] = S{un]} =S ZWM5W—M}

= iu[m]S{é[n —m|} = iu[m]h[n,m}

m=—0oo m=—oo

Vidime, Ze chovani systému je zcela uréeno jeho odezvami na
rtizné posunuté jednotkové pulsy h[n, m].

Pfechodova odezva diskrétniho linearniho systému s[n| je ddana
prostym souctem impulsnich odezev pro 0 < m < n

sin] = S{1[n]} = S{ ioé[n —m]}

n n
= Z S{é[n—m|} = Z hin,m].
m=0 m=0
Lze za n&jakych podminek zjednodusit h[n, m|?

Casové invariantni, resp. staciondrni systém

Systém se nazyva ¢asové invariantni, jestliZe jsou vSechny udélosti
zavislé pouze na ¢asovém intervalu (rozdilu ¢asovych udélosti)
n —m a nikoliv na kazdém ¢asovém okamziku n a m samostatné.

dnes ... y[n] = S [uln]]
véera ... yn—1] = S [u[n—1]]

Potom také rovnice (??) pro impulsni odezvu pfejde z maticového
tvaru na prosty vektorovy zapis

hin,m| — hin —m] = S{6[n —m]}.

V dusledku ¢asové invariance dostavame z rovnice (??) konvo-
luéni sumu

vl = Y -l oulm] = Y AK-uli—K,  (213)

m=—00 k=—00

kterou pro tisporu mista znac¢ime
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hin] u[012] - h[n]
uln]

y[n] = ul0] - h[n] + u[l] - hin — 1) + u[2] - hn — 2]

y[n]
uln] —{ LTI [ y[n]

Pozor: nejde o ndsobeni!

Ptiklad 12 (Casové invariantni systém). UvaZujme mikroekonomicky
systém variace ceny popsany diferen¢ni rovnici

y[n] +ayn—1] = uln).
Protoze jeji koeficienty nezavisi na case, tj. a je konstantni a neni
funkci n, zachovava tato rovnice tvar pfi zdménén — n — m.
Impulsni odezva je potom

h(n] = (—a)"1[n].

Priklad 13 (Casové proménny systém). UvaZujme nyni obménénou
diferen¢ni rovnici

y[n]+n-yn—1] = uln].

Koeficient u y[n — 1] zavisi na ¢ase a tato rovnice nezachovéava tvar
pfi zdméné n — n — m. Impulsni odezvu lze psat ve tvaru

hin] = (—=1)" n!1[n].

Kauzdlni, pfi¢inny systém

Systém je kauzalni, pokud jeho vystup zavisi pouze na soucasnych
a minulych hodnotach vstupd.

Vystupni signal y[n]| kauzélniho systému tedy zévisi pouze na

Obrazek 2.10: Superpozice
odezvy y[n] jako
Y=o nulk|h[n — k|
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{u[n],uln —1],u[n —2],...}. V konvoluéni sumé (2.13) proto

yln] = Y kK] ufn — K

k=—oco
= ih[k} uln — k| + i hik] uln — k]
k=—oc0 k=0

0
musime polozit véechny ¢leny impulsni odezvy h[n] = 0 pro n < 0.

Pro kauzalni systémy tedy plati, Ze jejich impulsni odezva musi
byt nulova pfed okamZikem vstupniho impulsu, coz odpovida
nasemu intuitivnimu vnimani kauzality: napfed musi existovat
pfi¢ina, aZ po ni miizeme pozorovat dtsledky.

Pro linearni kauzalni systémy pfitom také plati, Ze pokud je
jejich vstup az do néjakého okamziku roven 0, i vystup bude az do
toho okamzZiku nulovy.

Konvoluéni suma pro linedrni, ¢asové invariantni a kauzalni
systém ma tvar

o0 0

yln) =Y hk]-uln—kl = Y ulk]-hln—Kk.

k=0 k=—o0

JestliZze navic budeme poZzadovat, aby vstupni a vystupni signaly
mely dobfe definovany pocatek, tj. aby Vn < 0 : u[n] = 0,y[n] =0
(oba signdly mohou mit nenulové ¢leny pouze pro n > 0), potom
plati

Spojity systém

Definice 14 (Impulsni odezva). Odezvu systému na Diractiv impuls
0(t) budeme nazyvat impulsni odezva a znacit h(t),

h(t) = S{o(t)}
h(t,T) = S{5(t—1)}.

Definice 15 (Pfechodova odezva). Odezvu systému na jednotkovy
skok 1(t) budeme nazyvat pfechodova odezva a znacit s(t),

s(t) = S{1()} = s{/ots(t _ 1) dt} :

V ptipadé spojitého casu postupujeme podobné a odvodime pro
linedrni ¢asové invariantni systém konvoluéni integral

y(t) = /°° h(T)u(t — 1) dr = /°° Bt — 1) - u(t) dr.

— o0 —00
Operaci ¢asto zapisujeme ve zjednodusené formé jako

y(t) = h(t) = u(t).

23
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Obrazek 2.11: Animovany

obrazek vypoctu konvoluce
ucf)o) dvou signélti. Funguje pouze v
prostiedi Adobe Reader, jinde
uvidite prazdno

u(T)h(0 —

(KIS [=]ef+]

Opét ptipomindme, Ze se v tomto zdpisu nejednd o ndsobeni!
Pro u(t) = 4(t) plati pro linearni a ¢asové invariantni systém

samoziejmé

y(t) = S{u(t)} = /°° h(z)-5(t— ) dt = h(t). (2.14)

Vystupni signal y(t) spojitého kauzalniho systému zévisi pouze
na hodnotach vstupli pro pfedeslé ¢asové okamziky. Z dtivodu,
které klademe na kauzalni chovani systému, pfejde konvoluéni
integral (2.14) na tvar

y<t>:/°°h<> (t—1) dr

—/ u(t—1) dT+/ u(t—7)dr

0

a hodnoty impulsni odezvy pro t < 0 uvaZujeme opét h(t) =0.

Konvoluéni integral pro linedrni, ¢asové invariantni a kauzalni
systém ma tvar

© 0
y(t) = / h(t) - u(t —7) dr = / u(T) - h(t —7) dr.
0 —00
JestliZze navic budeme pozadovat, aby vstupni a vystupni signaly
mély dobte definovany pocatek, tj. aby Vt < 0 : u(t) = 0,y(t) =
(oba signdly mohou byt nenulové ¢leny pouze pro t > 0), potom
plati
t

y(t) = /Oth(r) ‘u(t—1)dt = / u(t)-h(t—1) dr.

0

Autonomni a neautonomni systém

Definice 16 (Autonomni systém). Za autonomni systém povazu-
jeme takovy, ktery nema vstup. Diskrétni autonomni systém je



popisuje tedy napfiklad diferen¢ni rovnice vnéjsiho popisu

y[n+1]+ayn] =0.

Vystup autonomniho systému je odezvou na pocate¢ni pod-
minky.

V ptipadé, Ze systém md vstup u[n], tedy
yln] +ayln =1] = uln],

systém pokladdme za neautonomni.
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Popis systémii

Vnéjsi popis systému

Opakovdni

uln] y[n] Obrézek 3.1: Vnéjsi popis
obecného diskrétniho systému
un] —{ S F— y(n I I
tle |1 o111
| Y y
u(t) y(t) Obrazek 3.2: Vnéjsi popis

obecného spojitého systému

Vnitini popis systému

Vnitini popis dynamického systému je vztah mezi vSemi veli¢inami
systému, je to tedy relace mezi vstupnimi, stavovymi a vystupnimi
veli¢inami. Vnitini popis je nejcastéji vyjadien stavovymi rovnicemi.
Vnéjsi popis, o némz jsme se bavili do této chvile, je relace pouze
mezi vstupnimi a vystupnimi veli¢inami, vylou¢ili jsme z néj ve-
liciny stavové a systém popsany vnéjSim popisem povazZujeme za
Cernou skiinku (angl. black box).

Problémem souvislosti vnitintho a vnéjstho popisu jsme se do-
sud nezabyvali. Zndme-li vnitfni popis -— stavové rovnice, snadno
z ného jednodussi vnéjsi popis odvodime tak, Ze vyloucime sta-
vové proménné. Obrdceny postup, tedy uréeni vnitinitho popisu
z popisu vnéjsiho, jiZ neni tak jednoduchy. Vnitfni popis systému

NP

je bohatsi a ziskdme jej z jednodussiho vnéjstho popisu pouze za
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urcitych pfedpokladti o struktufe systému. Z vnéjsiho popisu neni
totiZ ziejmé, kolik ma systém stavi, neboli jakd je dimenze stavo-
vého prostoru, ani jak zvolit jeho bazi. Uréeni vnitinitho popisu z
popisu vnéjstho se nazyva problém realizace systému STECHA and
HAVLENA [2005].

Vnitini popis nelinedniho systému

Spojity systém Diskrétni systém
vektor vstupnich (¥idicich) proménnych u(t) u[#n]

stavovy vektor x(t) x[n]

vektor vystupnich proménnych y(t) y[n]

x'(t) = £(t,x(£),u(t)) x[n + 1] = £(n,x[n],u[n])
y(t) = g(t,x(t),u(t)) y[n] = g(n,x[n], uln))

Vnitini popis linedrniho systému

Voo

Nejprve obecnéjsi nestaciondrni systém.

Spojity systém Diskrétni systém

u(f) ...vektor vstupnich (fidicich) proménnych u[n]

stavovy vektor x(f) x[n]

vektor vystupnich proménnych y(t) y[n]

X'(t) = A(t) x(t) +B(t) u(f) x[n +1] = M(n) x[n] +N(n) u[n]
y(#) = C(t)x(t) + D(#) u(t) y[n] = C[n]x[n] + D[n] u[n]
Spojity systém Diskrétni systém

u(t) ... vstupni (fidici) vektor u[n] ... vstupni (fidici) vektor

x(f) ...stavovy vektor x[n] ...stavovy vektor

y(f) ... vystupni vektor y[n] .. vystupm vektor

x'(t) = Ax(t) + Bu(t) x[n +1] = Mx[n] + Nu[n]

y(t) = Cx(t) +Du(t) y[n] = Cx[n] + Duln]

A je matice systému (1 x n) M je matice systému (1 x n)

B je matice vstupti (fizeni) (n x r) N je matice vstupti (fizeni) (n x r)

C je vystupni matice (m X n) C je vystupni matice (m x n)

D je vystupni matice (m X r) D je vystupni matice (m X r)

Priklady na stavovy popis dynamickiych systémii

Cykloida

Pohyb po cykloidé je popsdn parametrickou soustavou rovnic

x=x1(t) =at—dsint,

y=xy(t) =a—dcost,
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Obrézek 3.3: Blokové schéma
"1 P spojitého LTI systému
X'(t) x(t)
u(t) B J c y(t)
A
Obrézek 3.4: Blokové schéma
A1 P diskrétniho LTI systému
x[n+1] x[n]
u[n} N Z_l C y[n]
M

ktera je pro pocatecni podminky
x1(0)=0 a x(0)=a—d

déna FeSenim stavové rovnice

ix Xl(t> _ 0 1 X](i’) + 0 ¢
dt™ xp(t) -1 0| [x2(t) al
e Obrézek 3.5: Model cykloidy v
x1 le—,:tegrator L[] Simulinku
XY Graph
- K

O >t = [
Clock Gain Add Integrator x2

Modely typu preddtor-koftist

Nelinearni stavovy model vlci a ovecky, ktery je zndm v litera-

tufe jako Lotka-Volterra predator-prey model, se tyka populace ovci
popsané stavovou proménnou x;(f) a populace vlkii popsané stavo-
vou proménnou xp(t).
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VAR AT A

Dynamicky model je dén nelinedrni soustavou stavovych rovnic

%xl(t) =axy(t) —bxy(t)x2(t),

() = —cxa(t) + dmy (D).

dt

Uvedeny model miiZeme snadno interpretovat. Ziji-li ovce a vlci
oddéleng, pro ovce plati rovnice

L) = a0,

jejimZ feSenim je exponencidlni rist populace ovci nade vSechny
meze (neuvaZujeme omezeni zdroji potravy, nemoci a tak dale)

x1(t) = x1(0) e”,

zatimco bez potravy je pfirtistek populace vlki zdporny

%xz(t) = —cxp(t)

a vlci hynou,
x2(t) = x2(0) e~

Pocet sezranych ovci a nasycenych vlkii je imérny poctu jejich

setkani — ten je ddn souinem

x1(#)xa(t)

a pocet ovci klesad tmeérneé s
—bx1(t)x2(t)
zatimco se vici maji dobfe a jejich pocet stoupa tmérné s

d xq ()2 (t).

Obrazek 3.6: Cykloida vznikne
odvalovanim bodu ve vzda-
lenosti d od stfedu kruznice

s polomérem a
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Obrézek 3.7: Model typu
predator-prey (ovce-vlci) im-

plementovany v Simulinku

[ Add Integrator
< ovce
<

>
>
Scope 1 X
< >
ovcevici.mat |« Product
To File
Add1 Integrator
/L vici
S°
Gain vici
<’

Gain prirustek vici

Obrazek 3.8: Vyvoj populaci

vlki a ovecek s parametry
x1(0) = 80, x2(0) = 4,a = 0,2,
b = 0,006, c =0,2,d = 0,003

160 , o /

140 —_HARE Obrazek 3.9: Vyvoj populaci

120 ----LYNX rysti a snéznych zajicti v Ka-
nadé

100

Thousands 20

60
40 v
20 “\ , S

1845 1855 1865 1875 1885 1895 1905 1915 1925 1935
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D
N

Vnéjsi a vnitini popis systému
KXY Systém druhého vddu

Diferencialni rovnice druhého fddu s poc¢ate¢nimi podminkami ve
tvaru

y'(t) + a1y (1) + aoy(t) = u(t) (3.1)

y0)=ca a ¥ (0)=c, (3-2)

udéva vztah vstupu u(t) a vystupu y(t) spojitého linedrniho stacio-
nérniho systému.

Vv

Tento vnéjsi popis pifevedeme na stavovy popis volbou stavového
vektoru

t),

).

x1(t)

y(
xa(t) '

y'(

Dosadime za y'(t) = x2(t) a y”(t) = x4(t) do ptivodni diferenci-
alni rovnice a obdrzime

x5(t) + a1 xp(t) + ag x1(t) = u(t).

Soucasné plati

Dostavame tak

] _[o 1] [a®
40| |10 —m| %0

respektive

kde

R

Rovnici pro vystup vyjadiime z definice stavovych veli¢in

=0 df0

Ou(t).
| T4

Matice D je nulova a jednd se o tak zvany ryzi systém. Pro vystupni
matici dostdvame
c=1 0.

Je vhodné podotknout, Ze pocate¢ni podminky se transformuji
do stavového popisu jako

y(0) =x1(0)=c; a ¥ (0)=x(0) =cy.
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Obecnyj systém n-tého fddu
Predpokladejme opét, Ze systém je popsan diferencidlni rovnici
v ) +aay V@ 4+ ay () Fagy() =ult)  (33)

UkédZeme nyni, jak se koeficienty diferencidlni rovnice objevi ve
stavovych maticich. Postup je zobecnénim pfedchdazejiciho pfikladu.

Stavové veli¢iny volime jako derivace hledaného feSeni y(t) takto

x1(t) = y(t),
x(t) =y'(t),
x3(t) =y (1),
xy(t) =y (t)

x(t) =y (),
Ze soustavy a diferencidlni rovnice plyne postupné

x1(t) = xa(t),
xy(t) = x3(t),

Xy n(t),
X (1) = u(t) —apx1 (t) — arxo(t) — ... — a1 xn(t).
0 01 0 0-- 0 ][x@®] [0
x5 (t) 0 1 0 - 0 x2(t) 0
B =10 0 0 1 0 | |x®)| 1|0
xh (1) —ag—ay—ay—asz... —a,_ 1| |xn(t) 1

V souladu s obecnym znacenim pro stavovy popis LTI systémi

oznacime
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= 0 0 0 1 0
—ap —ay —dap —az ... —A4p_1
a
0
0
B= |0
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Dale plati
y = [1 000

takze

Ptiklad

B8 Soustava dvou vozikii

Priklad 17 (Soustava dvou vozikii). Dva voziky s hmotnosti m; a
my zobrazené na obrdzku 3.10 jsou spojeny pruZinou, kterd ma

koeficient pruznosti x.

yi(t)
£(t)

_ miq v

@ _©

0

C1,
C2,

€3,

Ch.

ya2(t)

+—

my

© _©

Obrézek 3.10: Dva voziky
diskutované v ptikladu 17

Podle obrézku ptisobi na prvni vozik hnaci sila f(t).

Polohy vozikt jsou y1 (f) a y2(t), takZe pti zanedbani tfeni maji

pohybové rovnice tvar

myyy (8) = f() +x (y2(t) — ya (1))
myyy (1) = —x (y2(t) —y1(t))

Maéme sestavit stavové rovnice pro systém dvou voziki.

Polozime



a dostdvame soustavu rovnic

(xa(t) — x1(8)) + milfu),

() =Y (E) = —— (xa(t) — 11 (t)).

m

kterou jiz snadno pfevedeme na stavovy popis

xq(t) 0 0 1 0] [x(t) 0
x5 (t) 0 0 0 1 [x(b) 0
= + f(t)
SO fmm w0 0| [w®)]  |w
x)(t) ws w0 0] [xa(t) 0
a
x1(t)
x(t)
= 1
y=[o 10 o x3(t)
x4(t)
Mame matice stavového popisu ve tvaru
0 0 10 0
A— 0 0 01 B_ 0
om0 m
m% _m% 00 0
a

Diskrétni systémy
Systém druhého vddu

Diferen¢ni rovnice druhého fadu s pocate¢nimi podminkami ve
tvaru

yln +2] +ary[n +1] + agy[n] = uln] (34)
y0)=m a y(1) =7, (3-5)
udéava vztah vstupu u[n] a vystupu y[n| diskrétniho LTI systému

Tento vnéjsi popis pfevedeme na stavovy popis volbou stavového
vektoru

xlnl = ylnl,
xafn] = yin+1].

Dosadime za y[n + 1] = x[n] a y(n +2) = x[n + 1] do ptavodni
diferen¢ni rovnice a je

Xo[n+1] = —a1 x2[n] — ao x1[n] + u[n]. (3.6)
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Soucasné plati

xi[n+1] =y[n+1] = x[n]. (3.7)
Dostédvame tak
xn+1)] | 0 1| jxa[n]| |0
3(12[11+ 1} N [ —p _“1] [Xl[ﬂ] + 1 u[n] (3-8)
nebo
X1 [I’l + 1]) _ X1 [n]
X2 [1’1 + 1] =M [xz [Tl] +N M[}’l], (3 9)
resp.

Rovnici pro vystup vyjddiime z definice stavovych veli¢in

yln) =1 0] ["1 [”}

xaln +0uln]. (3.10)

Matice D je tedy nulova a pro vystupni matici dostdvdme

C= {1 0} . (3.11)

Lineérni systém, ktery ma matici D nulovou, se nazyva ryzi systém.
Je vhodné podotknout, Ze pocate¢ni podminky se transformuji do
stavového popisu takto

¥(0) =11 =x1(0) a y(1) =72 = x2(0).

... podobné diferencalni rovnice druhého faddu s pocate¢nimi
podminkami ve tvaru

y(t) + a1 y(t) +aoy(t) = u(t) (3.12)
Y(B)li=o+ =c1 a y(t)l=o4 = c2, (3.13)
udéva vztah vstupu u(t) a vystupu y(t) spojitého LTI systému

Tento vnéjsi popis pfevedeme na stavovy popis volbou stavového
vektoru

() = ylb),
() = ).

PouZijeme y(t) = x(t) aje jj(t) = x,(t), Tento vztah dosadime
do ptivodni diferencidlni rovnice a je

Xp(t) = —ay xo(t) — a0 xy () + u(t). (3.14)



Soucasné plati
() = y(t) = xa(t). (3.15)

Dostédvame tak

)| | o 1] [xi() o], 1
[xz(t)] B [ —ap —all [xz(t) T 1 (t) (3.16)
nebo
xl(t)) Xl(t)
[Xz(t) =A x2(t) +Bu(t), (3.17)
resp.

Rovnici pro vystup vyjadiime z definice stavovych veli¢in

y(t) = [1 0} lxlgt) Lou(t). (3.18)

X2 t)

Matice D je tedy nulova a pro vystupni matici dostdvame

C= {1 O} . (3.19)

Pocatecni podminky se transformuji do stavového popisu takto

Yy(t)|i=or = c1 = x1(t) =0+ a Y(t)|=o+ = c2 = x2(t)|t=0+

Piiklad stavového modelu z redlného svéta

Model fakulty

Vznik nové fakulty a hleddni odpovédi na riizné otdzky souvisejici
s pocty studentiti jsou ukdzkou diskrétniho stavového systému, ve
kterém slozka stavového vektoru x; reprezentuje pocet studentti v i-
tém ro¢niku. Pfedpokladejme déle, Ze do prvniho ro¢niku budeme
pfijimat pravidelné kazdy rok u[n] studentd.

¢ Jestlize z kazdého ro¢niku postoupi bez potizi a; x; studentd,
opakuje ayx; studentti a fakultu opustf a3x; studentti, kde a; +
ap + a3 = 1, naleznéte pocty absolventtl, pokud tispésnost u

statnich zévéreénych zkousek je a, pro které plati a = a§5).

* Naleznéte celkovy pocet studentti, ktef{ studuji v jednom akade-
mickém roce na fakulté.
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Stavovy popis této vzorové situace je

x1[n +1] ) 0 0 0 0 x1[n] 1
xa[n+ 1) agl) agz) 0 0 0 xp[n] 0
xsn+1]| =10 a§2) ags) 0 0 x3[n]| + |0 uln]
xg[n+1] a§3) a£4) 0 | [xaln] 0
xs(n + 1] 0 0 0 a§4) a§5) x5[n] 0
x1[n]
X3 [n]
y[n] = [0 0 0O a] x3[n]
xX4[n]
xs5[n]

Nebo se miiZeme ptét, jaky je celkovy pocet studentt na fakulté
v urcitém roce. Potom pro vystup obdrZime

(1]
(]
yin) =1 11 1 1] |xsn]
(]
[n]

a—f+

Z minuleho +
rocniku

Do dalsiho

Zapi
apis rocniku

Postupuijici
studenti

Skolni
rok

Opakuijici
studetnti

Obréazek 3.11: Model jednotli-
vého ro¢niku fakulty



Cast II

Matematické naradi






Fourierova transformace

4.0.2

Matematické nastroje pro reprezentaci a analyzu LIT systém, které
jsme si doposud ukazovali, jsou zaloZeny na reprezentaci vztahu
vstup-vystup pomoci konvoluce a na reprezentaci signalti jako
linedrni kombinace vzajemné posunutych a skalovanych impulst.

UkéaZzeme si nyni, Ze podobnym zptisobem, jako v predchazeji-
cich prednaskach, 1ze signdly reprezentovat jako linedrni kombinaci
komplexnich exponencidl. Vysledkem takovéto reprezentace je po-
tom tak zvand Fourierova transformace, jez pfevadi signdl z ¢asové
do frekvené¢ni roviny.

Komplexni exponencidla

Dtlezitost komplexnich exopnencidlnich funkci pfi studiu LTI
systémi plyne z faktu, Ze odezva LTT systému na takovyto signdl je
ta sama komplexni exponencidla, pouze se zménénou amplitudou®.
Platf tedy

spojity systém: et — H(s) - e

diskrétni systém: z" — H(z) - 2"
kde H(s) respektive H(z) je komplexni $kélovaci faktor, jez obecné
mtiZe zaviset na komplexni proménné s nebo z.

Signdl, pro néjz je vystup systému roven vstupu aZ na ndsobeni
konstantou, nazyvame vlastni funkce systému a odpovidajici skalo-

7 %z

vaci faktor pak nazyvame vlastni ¢islo systému.

Ukazme si nyni, Ze komplexni exponencidla je opravdu vlastni
funkci LTI systému: UvaZujme spojity LTI systém s impulsni ode-
zvou h(t) a vstupnim signalem u(t) = %, kde s € C. Vystup je dén
konvolu¢nim integralem

y(t) = /oo h(t)u(t—1)dr = /oo h(t)et=7) dr.

—00 —00

Plati ¢5(!=7) = ¢5'¢=57 a &len ¢! nezavisi na integrandu, je tedy

y(t) = e /_0; h(t)e™*"dT. (4.1)

Predpokladejme nyni bez dalsi hlubsi analyzy (kterd je ovSem zcela
na misté), Ze integrdl na pravé strané rovnice (4.1) konverguje k

* Jak jsme si fikali, LTI systém ne-
dokéze zménit frekvenci vstupniho
signdlu.
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néjaké hodnoté, zavislé v obecném ptipadé na s. V takovém piipadé
je odezva systému na vstupni signal u(t) = €5 rovna

kde H(s) je komplexni konstanta zavisejici jednak na s a jednak na
impulsni odezvé systému vztahem

H(s) = / " h(r)e T dr.
—00

Ukézali jsme si tedy, Ze komplexni exponenciéla ¢ je opravdu

vlastni funkeci spojitych LTI systémti. Konstanta H(s) pro n&akou

konkrétni hodnotu s je potom vlastnim ¢&islem systému spojenym

s vlastni funkef e*.

Jak uvidime pozdéji, to samé Ize ukdzat i pro diskrétni systémy:.

Pro imagindrni hodnoty s, tedy pro s = iw, odpovidad H(s)
Fourierové transformaci signalu impulsni odezvy h(t).



Laplaceova transformace

V minulém odstavci jsme si ukazali, Ze pro imagindrni s odpo-
vida H(s) Fourierové transformaci signalu impulsni odezvy h(t).
Pokud budeme uvaZovat namisto ryze imagindrnich komplexnich

hodnot obecnad komplexni ¢isla p, bude vysledkem generalizace
Fourierovy transformace — tak zvana Laplaceova transformace.

biE8 Doprednd Laplaceova transformace

bEBY Diivody pouZiti

Laplaceova transformace vyznamné zjednodusuje nékteré operace
v oblasti analyzy spojitych LTI systémi, naptiklad

¢ derivace = ndsobeni proménnou p

* integrace = déleni proménnou p

e diferencidlni rovnice n-tého fadu s konstantnimi koeficienty =-
algebraické rovnice n-tého fadu

e konvoluce f(f) * g(t) = soucin F(p) - G(p)

L™ Definice

Definice 18 (Laplaceova transformace). Laplaceova transformace
funkce f(t), ktera je nanejvys polynomidlniho riistu

F(t) = ag+ art + af? + - - + ayt"

je definovéna integralem
F(p)= [ finerar= {0} 1)

Funkci f(t) nazyvame vzorem a funkci F(p) Laplaceovym obra-
zem.

Zpétna Laplaceova transformace md tvar integralu podél k¥ivky
v komplexni roviné p

0= g [TEQ =L FR). 62)
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Praktické pocitdni zpétné Laplaceovy transformace vychazi z
residuové véty, kterd pro raciondlné lomené funkce v proménné p
vede v operatorovém poctu na Heavisideovu vétu. Tento postup si
podrobné ukazeme v p¥isti pfednasce.

Vlastnosti

Véta 19 (Linearita). Laplaceova transformace je linedrni:

L {Zakfk(t)} =Y aL{fi()} =) aFc(p)
T T T

! {meFm(p)} =Y bl {Fu(p)} = Y bufult)
Véta 20 (O zméné métitka). Pro F(p) = L{f(t)} je

c{fany = £ (B)

a

Diikaz. Substituci at = T

LA{f(at)} = /Ooof(at)e*pt dt = /Ooof(f)e*%%dr = 11-" (5)

a

O

Véta o zméné méfitka plati samoziejmeé i obrdcené pro b =1/a:
1./t\ _ .4
of (5) = tEom)

Vsechny integralni transformace (Laplace, Fourier, Wavelets)

podléhaji Hesienbergové principu neurcitosti v ¢asovém a kmitocto-

vém rozliSeni.

freq freq

Véta 21 (O posunuti). Je-li F(t) = L{f(t)}, pak
LA —1)f(t =)} =e PLL{f(D)} = e P F(p).
Diikaz. Substituci t — T = @ obdrzime
L{f(t—0)) = /O”f(t e Pidl = /jof(ﬂ)e*”(”ﬂ) do
— ,—PT -0 —pt —pr [ —pt
— P L F(B)e PP dd +e P /0 F(8)e P dB

= e [ f(0)e 7o = e E(p)

Obrézek 5.1: Oliver Heaviside,
1850-1925

Obrézek 5.2: Casové-
kmitoctové rozliSeni
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Velice ¢asto se mtiZeme setkat se zapisem véty o posunuti ve
tvaru
L{f(t=1)} = e P E(p). (53)
Tento zapis je zcela korektni za pfedpokladu, Ze dodrZzime nésle-
dujici podminku definice jednostranné Laplaceovy transformace:
defini¢ni obor transformované funkce f(t) je t > 0, pro t < 0 volime
f(t) = 0.Jednostranna transformace neposunté funkce funguje
i bez této podminky, nebot’ defini¢ni integral zahrnuje pouze ne-
zdporné hodnoty ¢, v pfipadé posunu parametru funkce o vyse
uvedené T se ale dostdvame do problémt, zptisobenych nejedno-
znacnosti vyse uvedeného zdpisu. Demonstrujme si tyto problémy
na nésledujicim ptikladu.
Priklad 22 (BliZe o vété o posunuti). Laplacetiv obraz funkce f(t) =
312 je
1 1
L{f(H}y=L 2 = .
vy -c{3el -
Jak to ale bude v p¥ipadé, Ze budeme pocitat obraz té samé funkce,
posunuté o T =1, tedy f(t —1) = 3(t —1)*?

ReSeni:

Pokud zvolime podle (5.3)

cya-y=c{de-r)=cfjE-ain}= -

1.1
P> p

odpovida priibéh nasi transformované f(t — 1) obrdzku

f(#) f(t)

f(t) =38 ) =3(t=1)?
/ - /

pd

~
—~

a to nenf to, co potfebujeme: z pravého grafu vidime, Ze takto vy-
jadfena funkce f(t — 1) nabyva nenulovych hodnot i pro zdporné
hodnoty argumentu, kokrétné pro 0 < t < 1. Korekini zptisob
naznacuje nasledujici obrazek:

f(t) f(#)

ft) =3t 1(t=1)f(E-1)
7 .

e ;

//

-~

Tomu odpovida zdpis transformace posunuté funkce, obsahujici
posunuty jednotkovy skok

1
73-

L{UE=1)- F(t—1)} = e - L{F(E)} —e_p-ﬁ{;tz} =t
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Ukazuje se tedy, Ze je vhodnéjsi a ndzornéjsi zapisovat vétu o po-
sunti argumentu ve tvaru

LAt —7)- f(t=1)} =e P F(p). (54)

Véta 23 (O konvoluci).
£rw sy = £{ [t =) x)ar| = F(p) -G (p)
Ditikaz se sndze provadi v diskrétnim case.
Diisledek
£{u = [ h)ue= v dr} < ¥() = Hp) ()
Véta 24 (O obrazu derivace funkce).
L{f(t)} =F(p)
e {450} =pFp) - 5O
d? ) d
L {dtzf(t)} =p E(p) = pf(0) — - f(0)
{50} = Ep) - ) - p 2 L) - f V)

Diikaz. Integrovanim per partes, | : u'o = [uv)) — | ﬂb uv':

c {jtf(t)} - /0°° %f(t)e’f’t dt
= e =) [ e a
= —f(0) + pF(p).

Opakovanim tohoto procesu ziskdme postupné

2
c {(izf(f)} = PE(p) — pf(04) ~ S(04)

Véta 25 (O obrazu integralu funkce).

e [ fmar} = Sr)

o foz b
Diikaz. Integrovanim per partes, fab uv' = [uo]) — [ u'v:

E{/Otf(r)dr} :/Ow (/Otf(r)dr) e Pl dt

= —1]0 [/Otf('r) d’re_”t}: - _lp /Ooof(t)e_pt dt

1
= ;F(p).
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V dtikazu jsme vyuzili toho, Ze f(t) md polynomidlni Male mohl by
to byt i nejvySe exponencialni, ne? M riist a proto

t
lim/0 f(t)dre P =0.

t—o0

Tabulky Laplaceovy transformace

Tabulky Laplaceovych obrazti zakladnich funkci 1ze odvodit z defi-
ni¢nich vzorct postupnymi aplikacemi defini¢niho vzorce & vyuZi-
tim kombinaci jiZ zndmych obrazfi. Uved'me si nékolik p¥ikladii:

Pro Diractv impuls plati

= [ st-m)f(r)de

—00

a proto je Laplaceova transformace Diracova impulsu (t) rovna
L{s(t)) = / S(H)e P dt = e PO =1.
0
Obdobné pro jednotkovy skok je

{1} = /O°°1(t>e—Pf dt = /0°° e P = [;e—r’f}: —0- (;) — :}

Zde jsme si pomohli faktem, Ze pro t > 0je 1(tf) = 1 a z hlediska
vyse uvedeného integrélu se chovd jako konstanta.

f(t) =L {F(p)} F(p) = L{f(t)}
1 c+ico o0
0= 5 [ FI&"ap | £ = [ v
5(t) 1
1(t) ’10

Pro exponencidlni funkci s parametrem & € R,« > 0 mdme
obdobné, jako pro jednotkovy skok

Loty = [Termertar— [Tertror - [—pi,xe(pmtr -0 (_piz) - pia'
0

Pro zékladni trigonometrické funkce plati v komplexnim oboru

Eulertv vztah
¢'wWt = cos wt + isin wt
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a proto také

sinwt = 2% (ei“’t — e*i“’t)
1 iwt —iwt
coswt = 5 (e +e )

a odsud pro sinus

L{sinwt} = lﬁ {ei‘*’t} - l.[, {e*iwt} —

2i 2i
11 1 1 1ptw—p+tiww)
T2ip-w 2ptw 20 pPw? B
. w
= ot

a analogicky

L{coswt} = %L {eiwt} + %E {e_i‘"t} =
_1 1 +1 1 _Iptwtp—w
2p—w  2p+iw 2 pP4w?
P
p2+w2
f(t)=L7H{E(p)} | E(p) = L{f(1)}
e*le 1
p+u
sin wt %
p-t+w
P
cos wt m

Pro x(t) = t lze Laplacetiv obraz ur¢it také relativné jednoduse,
pokud si uvédomime, Ze argument integralu lze vyjadfit jako

d
“pt— ot
te dpe .
Mizeme proto psat
e © d d /e d1 d
Lt :/ t—i”dt:/ - —Pfdt:——/ Pt = ——— = ——p!
= 0o dp’ dp o ¢ dpp ~ dp’
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f(ty=L7H{E(p)} | E(p) = L{f(1)}

e * sinwt —_—
(p+a)?+w?

p+a
(p+a)?+w?

t

e " cos wt

n!

n
t n+1

=

H tabulky jako booktabs? H

f(ty=L7HE(p)} | F(p) = L{f(1)}

n,—ut n!
the™ R —
‘ (p a1
P — w?
t t vy
cos w T 2]
tsin wt __op
(P2 + w?)?
 I— !
Priklady pouZiti Laplaceovy transformace R l
uy(t) C uc(t)
Pfiklad 26 (Integraéni RC ¢lanek). Hledejme odezvu integraéniho T
RC ¢lanku zndzornéného na obrazku 5.3 na vstupni signal. ,

Diferencialni rovnici jsme si jiz odvodili v prvni pfednasce:
Obrézek 5.3: RC ¢lanek, viz

RCLuc(t) + uc(t) = u (1),

dt prvni pfednaska

1 ) _ ,
Proa = 7C 2 vstupni uq(t) = Up - 1(t) je

Sy(0) + ay(t) = allp-1(1).

ProtoZe je to diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty, mu-
Zeme pouzit Laplaceovu transformaci a jeji vlastnosti

e { Gyl +ay() = atlo 1)}
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coz upravime postupné na

e{ Gy} + £ {0} = £ i1},
a dale na

cf Gy} +aciyo) st £ 10},
a obdrZime algebraickou rovnici pro neznamou Y (p)

pY (p) — y(0) + a¥ (p) = ally - ;

Rovnici upravime tak, Ze nezndma bude na levé strané a vSechny
znamé konstanty na strané pravé

(p+2)Y(p) = 50 #(0).

a nalezneme feSeni v roviné p

aly y0) Uy Uy  y(0)
plp+a) p+a p pr+a pHa

Y(p) =
S pomoci tabulek pak miizeme nalézt pro ¢ > 0 feSent

y(t) =Uo (1 —e™™) +y(0)e™™

Ptiklad 27 (Impulsni odezva LTI systému). Uvazujte LTI systém,
ktery je pro t > 0 popsan naméfenymi hodnotami vstupu

u(t)=e e

a vystupu
y(t) = te™ 3

Jak nalezneme impulsni odezvu?

ProtoZe plati

! 1 p+2
U =3 o3 =700 19)
Y<p)_(pi3)2
a protoze
Y(p) = H(p) - U(p),
je
Y(p) 1 pH1 1 2 1
Hp) = 1 = 3 5653 =2 s 5T

S pomoci tabulek pak miizeme nalézt pro ¢ > 0 feSeni

1
h(t) =e 3 — Ee_m.

jehoz graf je zndzornén na obrazku 5.5.

Obrézek 5.4: Prabéh napéti na
vystupu RC ¢lanku v zavis-
losti na hodnoté pocate¢niho
stavu, tedy zbytkového na-
petiy(0) = 0V (modfe) a
y(0) =4V (Cervené)

0.5

h(t)

Obréazek 5.5: Impulsni odezva
qvetémil 7 pirikladi o~
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Zpétnd Laplaceova transformace

Definice

JiZz jsme si fekli, Ze zpéind Laplaceova transformace md tvar inte-
gralu podél kfivky v komplexni roviné p

£ = o [T ) e ap = £ (R}

T 270 Je—ieo

Pro raciondlni lomené funkce v proménné p budeme postupovat
jinak.

Rozklad na parcidlni zlomky

f(t) = = Fp)
efzxt 1
p+a
e cos wt %
(p+a)+w
B e (a—1w)t _|_€7(oc+zw)t - 1 1 N 1
- 2 T2 \pra-w pratiw
w
e % sin wt —_—
(p+a)? + w?
B e (a—1w)t _ o—(atiw)t B 1 ) 1
N 2 T\ pratw

Odbocka Bmozna lépe presunout k Hevidsideovi a k diskusi o
Laplaceové transformacim: Vysledky Hevisideovy préce se tady ohé-
nime hlavné z toho dtivodu, Ze on byl (pokud je mi zndmo) prvni,
kdo navrhl uceleny postup feSeni jednoduchych diferencidlnich
rovnic pomoci operatorového poctu.

Operatorovy pocet, tedy alternativni metoda reprezentace ope-
raci derivace a integrovani jakymsi zvolenym operatorem, je v ob-
lasti matematické analyzy zndm uz od 17. stoleti. Heaviside pro své
vypocty pouzival operétor p ve vyznamu

_d
P= 4

dZ
2_ 4
P =3e

coz 1:1 odpovidé tehdy jesté neznamé Laplaceové transformaci.

Vysledkem operatorového zapisu diferencidlnich rovnic bylo
(analogicky s nasimi vysledky, jichZ jsme dosédhli Laplaceovou
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transformaci) vyjadfeni obrazu vystupu systému ve tvaru racio-
nalni lomené funkce,

Q(p) _ bup™ +byu1p™ '+ -+ bip+bo
N(p) anp™ 4+ a1 p" 4+ ayp +ag

R(p) = (5:5)
pro néjaké konstanty ag,...,a, a by, ..., by, uniz pfedpokladame,
ze limy o R(p) = 0 - to je zaruceno vzdy, kdyzje m < n, tedy
kdyz stupen polynomu v ¢itateli je nizsi, neZ stupen polynomu ve
jmenovateli.

Ze zakladnich kurzt algebry vime, Ze zlomek (5.5) 1ze vyjadFit
jako soucet parcidlnich zlomk, coZ jsou jednoduché zlomky s
konstantou v &itateli a jednim kofenem N(p) ve jmenovateli.

Q(p)

O raciondlni lomené funkci fikdme, Ze ma nulové body

p
Pov, jestlize Q(poy) = 0 a Ze ma poly peoy, jestlize N(peoy) = 0.

Q(p)
N(p)

Pokud ma funkce

jednoduché pély, potom

n

N(p) = l—Il(P — Poop) = (P = Poo1) (P — Poc2) - -+ (P = Poon)-
p=

Priklad 28 (Raciondlni lomend funkce). Jestlize
N(p)=p>+3p> +6p+4d=(p+1)(p* +2p+4)

urcete rozklad na kofenové &initele.

Je samoziejmé
N(p)=(p+1)(p*+2p+4) = (p+ D(p+1+1V3)(p+1-1V3)

takZe plati

3
N(p) = 1_[1(7? —pu) = (p—p1)(p—p2)(p—p3)-
=

Poly v tomto pfipadé jsou

pr=-1
p2=-1-1V/3
p3:—1+1\@

aplati N(p1) = N(—1) = 0 atd.

Z tohoto pfikladu plyne prvni krok, ktery musime pfi zpétné
Laplaceové transformaci provést: nalezeni kofenti polynomu ve
jmenovateli raciondlni funkce N(p)
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Zakryvaci pravidlo pro jednoduché pély

Rozklad raciondlni lomené funkce na parcidlni zlomky ma tvar

Qlp) _ v ku
N(p) Elp—iﬂooy
k k k
= 1 + 2 +..'+ u
P~ Pl P~ P2 P — Poon
_ kR kn ,

-+
pP—pP1 P—Pp2 P=Pn
kde k; se nazyvaji residua.

Pro residua plati

. Q(p)
Rt AN )
) 1
= Q(Poop) pgfr};#(P - Pwy)w
. 1
= Q(poop) pggl,, NG
P = Poop
— 0l );
Poop N/(pooy)

Pro jednoduchost budeme déle psat peoy — py. Protoze plati

£71 1 _ ezxt
p—a '
dostaneme

QP _ )y R v ot
8 {N(p)}£ {ﬂz’lr’—r’u} Elk”ep'

Tim jsme dokdzali tzv. Heavisidetiv vzorec pro zpétnou transfor-

maci raciondlni lomené funkce s jednoduchymi pély

-1 M _ Q(pﬂ)eyt
£ {N<p>}‘§N'<py> '

Pfiklad 29 (Jednoduché pély). Laplacetiv obraz impulsni odezvy

systému je

6 6
pPP+3p2+6p+4  (p+1)(p2+2p+4)

H(p) =

Urcete h(t).
Regeni: Nejprve rozlozime
6
(p+1)(p? +2p +4)
k k k
=14 ZEE— SE—
P+l p+1+1v/3 p+1-1V3

H(p) =
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Plati
6 6 6
k:l. = :—:2
A opra T 1244 3 7
k2= lim 6
pos—1-1v3 (p+1)(p+1—1/3)
6

T (1-nBr1)(—1-1/3+1-1V3)
6

eI

6
ks = lim
P e (P )(p+ 1+ 1V3)
6

~14+1v/3+1)(-1+1/3+1+1V/3)

6
S —

(1v/3)(12V3)

Ndsobné pdly

Jestlize N(p) = (p — p1)Pr(p — p2)P2...(p — pn)P" méa ndsobné
kofeny s nasobnosti B;, musime pfedchozi postup modifikovat,
protoZze plati

Li{e™} =

p+1x
1!
E t—lxt —
{e } (p+a)?
2 —at | __ 2!
E{te }f(P+“)3
n,—at _ n!
L{t"e }_7(p+0c)”+1

Je zfejmé, Ze v inverzni transformaci hraji vysadni roli pdly ra-
ciondlni lomené funkce. Proto se v dalsim mtiZeme zabyvat pouze
takovymi raciondlné lomenymi funkcemi, jejichZ Citatel je jednot-
kovy

JestliZe tedy
N(p)=(p—p)Pr(p—p2)P>...(p— pn)P

ma ndsobné kofeny, potom inverzni Laplaceova transformace ma

tvar
S VY i ot B tP1
£ {Mw S L R I TS N (P
i, @t (Br) P2
+ e [kz thy gk =) (5.6)
Bn—1
pn () (z)i (/SY!) ¢
+€ |:k +kn 1'+ +k7’l (ﬁn_l)'
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(Bm)

Koeficienty k; "’ mtlizeme ziskat nasledujicim postupem.

Pfiklad 30 (Zpétna Laplaceova transformace nasobnych pola).
Necht' naptiklad

N(p) =(p—2)*(p+5)(p+7).

Rozklad na parcidlni zlomky hleddme ve tvaru

1 K2 S N

(P—22(pr+5)(p+7) (p—22 p—2 p+5 p+7

Vynésobime rovnici &lenem (p — 2)2

(p—2)7
(p—2)2(p+5)(p+7)

(5:7)
@ W oy k(p =2 ks(p—2)?
=k” +k(p-2)+ VTS "7
a nalezneme limitu pro p — 2,
1 e
D 58
y S 1 . . .
Odecteme-li vyraz B —2) od obou stran ptivodni rovnice,

dostavame

1 1 _k§1)+k2+k3
(p—22(p+5)(p+7) 63(p—22% p—-2 p+5 p+7

respektive rovnici

1 -+ Kk, k
63 | (p—=2)(p+5)(p+7) p—2 p+5 p+7

pro kterou se vypocet k, redukuje na pfipad s jednoduchymi pdly a

plati
w2
1 72 % 927
1
k= 7
ks = ‘27192-

Zakryvaci pravidlo pro ndsobné poly

V ptipadé, Ze se v pfipadé vyskytu ndsobnych péli pokusime pro
rozklad na paricidlni zlomky pouzit zakryvaci pravidlo, zjistime,
Ze nadm tento postup moc nepomiize. Pokud totiZ mé jmenovatel
rozklddaného polynomidlniho zlomku kofen po, s ndsobnosti k,
bude rozklad na parcidlni zlomky obsahovat ¢leny

Ax—1 Ax_» Aq A
+ +oeet +
(P —pe)k (P = poo)kt (P—pe)? PP
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a z nich lze pfimym pouzitim zakryvactho pravidla ur¢it pouze
hodnotu Aj_1, ale hodnoty A;_, az Ag nikoliv.

Heavisideovo zakryvaci pravidlo lze ale pro nasobné kofeny
pouzit, musime jej ale aplikovat opakované: Cely postup v tomto
ptipadé vychazi z principu, Ze kazdy ndsobny kofen lze z jmenova-

tele postupné vytykat ven az do té doby, dokud nezbude zlomek,
jenz dokaZeme rozloZit pfimou aplikaci zakryvaciho pravidla. Vy-
sledny rozklad poté opét ndsobime a nasobky s rozdilnymi poly
rozkladddme opét piimou aplikaci zakryvaciho pravidla.

Ukazme si tento princip na jednoduchém piikladu.

Pfiklad 31 (Heavisidetiv vzorec pro ndsobné pély). Heavisideovou

metodou rozloZime na parcidlni zlomky racionélni lomenou funkci

1
R(p) = —=57—5v
(p+1)2(p+2)
Postupujeme takto:
R(p) = W Pavodni racionalni lomena funkce s nasobnymi pély.
1 1
= . Nasobné kofeny vytkneme.
(p+1) (p+1)(p+2)
= 1 1 + -1 Na pravy zlomek pouzijeme zakryvaci pravidlo
C(p+D) \p+1 p+2 '
1 1
= p+1)7 - TERICER) Roznasobime zavorku.
1 1
= T 1)2 — P+ + PR A na pravy zlomek pouzijeme zakryvaci pravidlo jesté jednou.

O

Pro pdl s ndsobnosti 2 1ze z vySe uvedeného odvodit ndsledujici

postup:
1
K0 = G+
A B
Tt a1l pr2
1 B 1
- (p+1)2+p+1+p+2
1 1 1
T (p+1)?2 p+1 p+2

Plvodni racionalni lomend funkce s nasobnymi poly.
Viz rovnice (5.6)

Hodnoty A a C uréime zakryvacim pravidlem.

Celou rovnici (tedy levou i pravou stranu) vynasobime (p + 1) a spocteme
limitu pro p — 0. Vyjde 0 = B+ 1.

Ptiklad pouZiti zpétné Laplaceovy transformace

Diferencidlni rovnice

Pfiklad 32 (Spojity systém druhého fadu). Uvazujme linedrni spojity
systém, popsany diferencidlni rovnici

y'(t) +3y'(t) +2y(t) = 5u(t),



kde u(t) = 1(t) je jednotkovy skok a pocate¢ni stav systému je ddn
stavem vystupu a rychlosti v ase t = 0: y(0) = =1 a y'(0) = 2.

Maéme nalézt feSeni y(t).

Po Laplaceové transformaci diferencidlni rovnice dostaneme
algebraickou rovnici

PZYUﬂ-mKO)—y%0)+3pYuﬁ——&A0)+2Y(p)——5;.

S pouzitim pocéte¢nich podminek nalezneme feSeni algebraické
rovnice ve tvaru
1

2 Cp(-1)—2-3(-1) =51
Y(p) [P +3p+2] —p(-1) ~2-3(-1) 5

Y(p) [P2+3p+2} +p+1_5:)
Y@)h2+3p+4-—5;_p_1

a odtud )
5—p—p

Y(p)= ———F " F

e PRSI CEY

RozloZime raciondlni lomenou funkci na parcidlni zlomky

5 5 3 1

Y(p) = = - 3 .
(p) %+l 2(p+2)

Hledané feSeni je prot > 0

5 ., 3 _
y(t) =5 —5e '+ e (5.9)

2 2
Prvni ¢len odpovidd ustdlenému stavu, dalsi dva ¢leny popisuji

pfechodovy déj.

Vztah, popisovany rovnici (5.17), plati pouze pro t > 0 (proto
z néj mysticky vypadl jednotkovy skok, odpovidajici zpétné trans-

formovanému 1/p). Casto se proto setkdvame s jednozna¢n&jsim
zépisem
y(t) = g—&#+§fﬂ 1(8).

Zpétnd Laplaceova transformace — dokonceni

5.5.1

Obecné teseni diferencidlni rovnice druhého ¥idu

Diferencidlni rovnici

d? d s 5
apﬂﬂ+2wayw+%a+ﬁ)ﬂﬂ=uﬁ) (5.10)

s pocate¢nimi podminkami ve tvaru

y(0) =1 a v (0) = ca,

LAPLACEOVA TRANSFORMACE 57



5.5.2

58 MODELOVANTI SYSTEMU A PROCESU

fesime pomoci Laplaceovy transformace.

Protoze plati
{ v} =) -y00)
d? ) d
L4 3pv®) =pY ) —py(0) — 5v(0)

nalezneme Laplaceovou transformaci diferencidlni rovnice jeji alge-
braicky tvar

p*Y(p) — py(0) — ¥'(0) + 2a(pY (p) — y(0)) + (a* + b*) Y (p) = U(p).
(5.11)

Vytesime pfedchozi rovnici vzhledem k obrazu vystupni veli¢iny
Y(p) a dostdvame

(P2 +2ap + (a+b%) Y(p) = U(p) + py(0) +/(0) +2a(0)

nebo
U(p) +c2+ (p+2a)c
(p+a-+1b)(p+a—1b)

Y(p) =

Prenosovd funkce

Pfenosova funkce H(p) je definovédna jako podil obrazu vystupu k
obrazu vstupu

Hp) = 1

pro nulové pocate¢ni podminky a tedy

~—

_Y(p) _ 1
H(p) = U(p) (p+a+ib)(p+a—1b)

Impulsni odezvu uréime jako zpétnou Laplaceovu transformaci
prenosové funkce

-1 _ r—1 1 _lfat :
L7{H(p)} =L {(p—l—a)z—l—bz}_be sin bt

h(t)

Obrazek 5.6: Impulsni odezva
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Pfechodovou odezvu s(t) ur¢ime zpétnou Laplaceovu transfor-

maci s(t) = L1 {H(p);}

< ()~ (e - e ) -

(L jr__ pta a
B a2+b2 [p (p+a)?+b> (p+a)?+b?
1

_ _ ,—at _E —at _:
iy {1 e % cos bt be smbt].

E_l 1 1_ p+2ﬂ _
2+ [p (p+aP+b2|)

1
a2+ 2

[1 —e " cosbt — %e‘”

(5.12)

b sin bt

Obrézek 5.7: Pfechodova ode-
zva

Zpétnd Laplaceova transformace — ptiklady

P#iklad 33 (Jak rozloZit cos® at?). UkaZte, Ze

—1 p(p* +7a%) 3
£ &ﬂ+ﬂ@”ﬂﬂ —cosal

Resent:

Obrazek 5.8: Priibéh funkce
cos? at proa=rm/2

—~~



60 MODELOVANTI SYSTEMU A PROCESU

Pouzijeme-li vztah
cos 3at = 4 cos® at — 3cosat,

mame podle tabulek

3¢l — __r 3p
£{4cos at} = L {cos3at +3cosat} = 71072 + 7+

ktery snadno upravime do tvaru

P 3p 3pP+27a®+p?+at p* + 7a®

R R O B R R Yo
(]

Pfiklad 34 (P¥enos obecného systému druhého fadu). Naleznéte
pfenosovou funkci a impulsni odezvu systému, popsaného diferen-
cidlni rovnici druhého #adu

d d 2 g2
(0 + 20 y() + (2 +17) y(t) = u(t)

s pocate¢nimi podminkami ve tvaru

d
y(O) =0 a a]/(()) = 0.
Resent:
Resime pomoci Laplaceovy transformace, nejprve pievedeme na
algebraicky tvar
Y(P) — U(p) +c+ (P+2‘1)C1 _ U(P) o + (p+2a)cl

p2+2ap+ (a2 +b2)  p2+2ap+ (a2 +1b2)  p2+2ap+ (a2 +b2)’

Prenosova funkce je definovana jako

_Y(r)
A= Gy
a tedy
U(p) e+ (p+2a)c
Hip) = PP H2ap+ (@ +0%) | p>+2ap+ (> +17)
=g up)

V dal$im textu pocitejme pouze s ustdlenou slozkou (odezvou
na vstupni signdl) a pfechodovou sloZku (odezvu na pocate¢ni
podminky) zanedbejme — pfedpokladejme tedy nulové pocatecni
podminky ¢; = 0,c; = 0. V takovém ptipadé je pfenosovd funkce

1
(p*+2ap +a?) + b2

H(p) = (5.13)

Impulsni odezvu h(t) spoteme jako inverzni Laplaceovu trans-
formaci p¥enosové funkce H(p),

e~ gin bt.

h(t) = L7 {H(p)} =

S| =
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Prenosovd funkce a vnitini popis

5.7.1

Odvozeni

Pfenosova funkce vnitintho popisu je uréena opét jako

Y(p)
H(p) = 7%
P U()
ovdem Y (p) nyni zavisi na stavovych proménnych. UkaZme si nyni,
jak 1ze relativné jednoduse odvodit vztahy pro Laplaceotiv obraz
vystupu a pro pienos spojitého LTI systému popsaného stavovym
popisem.

Meéjme spojity linedrni ¢asové invariantniho systém, popsany
soustavou rovnic

pfevedeme pomoci Laplaceovy na algebraické rovnice rovnice
tvaru

Rovnici upravime do tvaru
(pt = A) X(p) = x(0) + BU(p)
a vypocitdme

X(p) = (p1—A)"" x(0) + (p1 —A) " BU(p).

Pfenosova funkce je definovdna pro nulovou pocéteéni pod-
minku x(0) = 0. Po dosazeni dostdvdme

Y(p) =C(pl—A)'BU(p)+DU(p)
= [c(p—a)"B+D| U(P)

61
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Obrazek 5.9: Spojity stavovy

model

a pfenosova funkce je

H(p)=C(pl—A) 'B+D

Pokud se jedna o ryzi systém, ktery nemé zadnou pfimou vazbu
ze vstupu na vystup a tedy D = @&, potom

H(p) =C(pl—A) 'B= det (pl — A)

Inverzni matice

Pro matici 2 x 2

je inverzni matice

Al 1 ayp  —ap
aj1dzp —a1paz1 | —4az1 411

pfi¢emZ ndsobenim snadno ovéfime, Ze

AA-D 10
01

Algebraickym doplitkem k prvku a; ,, v matici n x n

a1 4 A1n

ay1 4 a2n
A p—

an1  An2 Ann

je subdeterminant Ay ,,, ktery vznikne vyskrtnutim ¢-tého fadku a
m-tého sloupce. Prvky inverzni matice jsou potom

(71)E+mA€ m

_17
Amé_ A ’

kde det(A) = A.
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@ vozidlo

tlumi¢ (kq)
pérovani (k)

Piklad

Pfiklad 35 (Odpruzeni kola). Na obrdzku 5.10 je model zavéseni
kola vozidla a jeho odpruzeni s koeficienty tuhosti k, ks a kq. y(6) = x1(8)
=M

................ @_ —}._}--.. pneumatika (ki)
x3(t)

JestliZe plati pohybové rovnice

Mg () + ke [x3(t) — u(t)] L N\E=
ks [x1(t) — x3(t)] —kq [x](t) —x5(t)] =0 “ON R cesta
mxy (£) + ks [x1(t) = x3(t)] + ka [x1(£) — x3(t)] =0
Obrézek 5.10: Odpruzené za-

véseni kola. Vibrace z vozovky,
X = [xl(t),xz(t),xg(t),x4(t)]T. dané u(t) pohlcuje jednak pne-

Naleznéte pfenosovou funkci H(p) = Y(p)/U(p), ktera charak- ufn?hka’ jednak (?(v:lpruieny
terizuje chovani vozidla v zavislosti na povrchu vozovky. zévés kola s thumicem

naleznéte stavovy popis s pouzitim vektoru stavovych proménnych

Zvolime

(t)
/ ks kg / /
$5(1) = = 11 (1) — w5(0)] — 4 [ (1) — 55(1)]
x3(t) = xa(t)
' ke ks kq '
K1) = = [xa(t) = u(B)] + 25 [ (1) = x3(8)] + 13 [¥ (1) — %(1)]
Rovnice pfevedeme na stavovy popis
0 1 0 0
xp(f) ks kg ks kq x1(t) 0
500 1w Tm om | ) 0
= + 0 M(f)
x5 (t) 0 0 0 1 x3(t)
k
xy(t) Ks o ka o kstke Kal|xg(r) =
M
M M M M
a
x1(t)
x(t)
t)=1]1 .
vy =[1 0 0o |2
x4(t)
Maéame matice stavového popisu ve tvaru
0 1 0 0 0
ke ke kK 0
A= m m m m B =
0 0 0 1 0
kooks_ktk ke K
M M M M M
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a
c:[1 0 0 0} (5.14)
aplati H(p) = C(pl — A)"!B, t;.
* % ok —Ay 0
1 * % % * 0
H(m:Z[lOOO]* * % * 0]~

ky

x %k * =

M

(kdp+ks)kt

(M p? +ke)(m p? + kap + ks) +m (kq p + ks) p?

kde * oznacuje prvky inverzni matice, které nemusime pro pieno-
sovou funkci poéitat a A je determinant A = det (pl — A).

Vysetiovdni stability spojitych systémii

Docela hezky je to popsano v ', respektive v textech DynLABu 2. * Christian SCHMID. Course on
dynamics of multidisplicinary and

L 3 . . . controlled systems, 2005. URL http:
odezev na parcidlni zlomky, vedouci na soucet exponenciel), Ze pro / /v atp . ruhr-uni-bochum. de/rt1/

Dtilezité je si uvédomit (a hezky to vyplyva z rozkladu impulsnich

jednotlivé t¥idy stability spojityjch systémii je urcujici poloha redlné cdsti syscontrol/main.html
> DynLAB. Course on modeling and

I . control of multidisciplinary systems,
BIBO stabilita — bounded input bounded output 2008. URL http://virtual.cvut.cz/

Odezva na omezeny vstupni signdl musi byt vZdy omezend — dynlabcourse/

polii prenosové funkce.

systém je BIBO stabilni.
Odezva systému je kombinaci

* odezvy na vstupni signl

¢ odezvy na pocatecni podminky

Vs popis

V ptipadé pfenosové funkce dané rovnici (5.10) z odstavce 5.5.1
jsou poly pfenosové funkce komplexni ¢isla ve tvaru

p1=—a+b,
pp = —a—bu

Pro stabilitu systému jsou rozhodujici hodnoty R(p1) a R(p2).
Jedna se o pdly komplexné sdruzené (jiné ani u LTI systém byt
nemohouy), plati proto R(p1) = R(p2) = —a a pro stabilitu systému
je proto rozhodujici pouze hodnota parametru a.

Stabilni systém

Stabilni systém spliiuje nasledujici kritérium na polohu pdlt p¥eno-
sové funkce:
Véta 36 (Stabilni spojity LTI systém). Redlnd cdst vSech pélii prenosové

2 w2

funkce H(p) stabilniho systému lezi v levé &dsti p-roviny.


http://www.atp.ruhr-uni-bochum.de/rt1/syscontrol/main.html
http://www.atp.ruhr-uni-bochum.de/rt1/syscontrol/main.html
http://www.atp.ruhr-uni-bochum.de/rt1/syscontrol/main.html
http://virtual.cvut.cz/dynlabcourse/
http://virtual.cvut.cz/dynlabcourse/
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Pfiklad 37 (P¥enos spojitého LTI 2. fadu — jednoduché pély). Spojity
systém 2. fddu ma pfenosovou funkci

1 1
H(p) = = .
W)= 3 T )
Poly prenosové funkce p; = —1 a pp = —3 lezi v levé ¢asti p-roviny

a jedna se proto o stabilni systém. Pfipomenime, Ze

k k 1 1
-1 -1 1 2 Lot 1 -3
h(t)=L"{H(p)} =L {P 1+p+3}_ e 5¢

I(p) h(t) Obrazek 5.11: P¥iklad 37 — po-

/ loha polti pfenosové funkce

I \ stabilntho spojitého LTI sys-
I \ tému a jeho impulsni odezva

p2 = =3 p1=—1
® ® () \
p
\\\
NG
S~—

Priklad 38 (Pfenos spojitého LTI 2. fddu — komplexné sdruzené
poly). Spojity systém 2. fddu mé pfenosovou funkci

1

H(p) = ———— .
W)= i

(5.15)

Tato pfenosové funkce ma dva komplexné sdruZené poly s redlnou
¢asti v levé ¢asti p-roviny. Jednd se tedy o stabilni systém. Pfipo-
menme, Ze

h(t) = £ {H(p)} = £ {1} — {1 4} - ie—% sin(4t).

p2 +4p + 20 4(p+2)2+16
3(p) h(t)
A Obrazek 5.12: P¥iklad 38 — po-
il Iy 2t loha polt pfenosové funkce
stabilniho spojitého LTI sys-
tému s komplexné sdruzenymi
R(p) I \/AVA g poly a jeho impulsni odezva
p1= P v

Nestabilni systém

Nestabilni systém splituje jedno z nésledujicich kritérif:
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Véta 39 (Nestabilni spojity LTI systém). Redlnd cdst alespoti jednoho
polu prenosové funkce H(p) nestabilniho spojitého LTI systému lezi v

pravé cdsti p-roviny, pripadné md takovy systém ndsobny pél H(p) na
imagindrni ose.

M pFidat obrazek na nasobny p6l M Druhd ¢ast véty plyne z toho,
7e nasobné poly v nule jsou vzdy obrazem nasobent t,t2,..., im-
pulsni odezva pro t — oo roste nade vsechny meze a systém je
nutné nestabilni.

Priklad 40 (Nestabilni spojity LTI 2. fddu — redlné poly). Spojity LTI
systém 2. fddu ma prenosovou funkci
1 1
H(p) = = :
pPrp=2 (p+2)(p-1)

Jeden z péla prenosové funkce, po = 1, leZi v pravé ¢asti p-roviny a

jedna se proto o nestabilni systém. Pfipomerime, Ze

k k 1 1
_ -1 _ pr-1 1 2 | tor Ly
h(t)=L"{H(p)} =L {P+2+ p—l} =3¢ +3e.
3(p) h(t)
Obrazek 5.13: P¥iklad 40 — po-
/ loha polt pfenosové funkce
/ netabilniho spojitého LTT sys-
pr = —2 =1 / P . . P
® ® / tému a jeho impulsni odezva
R(p) /
/
/
s

Priklad 41 (Nestabilni spojity LTI 2. fddu — ndsobny po6l). Spojity LTI
systém 2. fddu ma prenosovou funkci

1 1
H = = .
) pPP+p? pAp+1)

Dvojnasobny po6l prenosové funkce p; = py = 0 lezi na imagirnarni

ose p-roviny a jednd se proto o nestabilni systém. Pfipomerime, Ze

H()_1_1.1_1(1_1>_1_1_
PP=p+1) " p plp+1) p\p p+l P> plp+1)

_1. 1. 1
P op pHDl
atedy prot >0
h(t)_c—l{H(p)}_c—1{1—1+1}_t—1(t)+e—f
P> p p+l ‘

Priklad 42 (Nestabilni spojity LTI 2. fa4du — ndsobny pdl). Spojity LTI
systém 2. fddu ma pienosovou funkci

H(p) = (;921—1—1)2



Dvojnésobny poél pfenosové funkce po, = +1 lezi na imagirnarni ose
p-roviny a jedna se proto o nestabilni systém. Pfipomenme, Ze

W) = £V {H(p)} = £ {(;92—11-1)2} — ¢ sin(f).

3(p) h(t)

PlzPZ =1
@

L
P2, p3|= —1 Vv

Mez stability

Systém na mezi stability spliiuje nasledujici kritérium:

Véta 43 (Spojity LTI systém na mezi stability). Redlnd cdst polii
prenosové funkce H(p) spojitého LTI systému na mezi stability je rovna
nule a poly nejsou ndsobné.

Pfipomindme, Ze ndsobné pély v nule jsou vzdy obrazem ndso-
beni t,12,... a systém je pak nestabilni.

Priklad 44 (Spojity LTI 1. fAdu na mezi stability — jednoduchy pol).
Spojity LTI systém 1. fddu ma pfenosovou funkci

&l
R
Na?

=
—~

~
~—

p1EO
®

Priklad 45 (Spojity LTI 2. fddu na mezi stability — komplexné sdru-
Zeny pol). Spojity LTI systém 2. fddu md pfenosovou funkci

1

H(p) = m
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Obrazek 5.14: P¥iklad 42 — po-
loha polti pfenosové funkce
nestabilniho spojitého LTI
systému s dvojndsobnym
komplexné sdruZenym ryze
imagindrnim poélem a jeho
impulsni odezva

Obrézek 5.15: P¥iklad 44 — po-
loha pélu pfenosové funkce
spojitého systému 1. fddu na
mezi stability a jeho impulsni
odezva
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Pfipomertime, Ze

h(t) = £ {H(p)} = £ {;;72—21—22} = 2 sin(21)

3(p) h(t)
N\ N Obrézek 5.16: Ptiklad ?? - po-
pl: ! / I \ / \ loha polu pfenosové funkce
I \ I \ I \ I spojitého systému 2. fddu na
\ I \ I \ I mezi stability a jeho impulsni
R(p) \ \ I I t odezva

p2  —1 \ I

I \ r

VooV

Stabilni systém

e Vsechny pdly ptenosové funkce H(p) leZi v levé poloroviné
komplexni roviny, R(pe) < 0.

Nestabilni systém

¢ Alespon jeden p6l pienosové funkce H(p) lezi v pravé poloro-
viné komplexni roviny, (p~) > 0 nebo alespoii jeden ndsobny
pol lezi na imagindrni ose.

Mez stability

e lim; o h(t) = ¢ nebo neexistuje

* Alespon jeden jednoduchyj pol lezi na imaginarni ose a Zadny po6l
nelez{ v pravé poloroviné komplexni roviny. P¥ipadné ndsobné
pOly lezi v levé poloroviné.

bREd Vnitini popis

Stabilitu uréujeme opét na zdkladé polohy péli prenosové funkce
H(p) v p-roviné. V ptipadé vnitfniho popisu je pfenosova funkce
definovana vztahem

H(p) =c(pl—A)"'B+D.

Véta 46 (Stabilita vnitfniho popisu). Pro stabilitu systému je rozhodu-
jict matice A, respektive determinant vyrazu p | — A (pokud si nejste jisti,
proC tomu tak, je, podivejte se na postup vyjpoctu inverzni matice), tedy

det(pl— A).

odpovidajici jmenovateli prenosové funkce.
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Dalsi postup je identicky s vysettovdnim stability vnéjsiho popisu.
Priklad 47 (Pfenosova funkce vnitinitho popisu spojitého LTI sys-
tému). Vnéjsimu popisu spojitého LTI systému z Pfikladu 38 odpo-
vidd diferencidIni rovnice 2. fadu

0 +4-Ly0 + 20900 = u)
ar’ ar’ =

Pfenosova funkce (pfipomindme nulové pocate¢ni podminky) je
déna rovnici (??), tedy

1

H(p) = .
)= i ap v 20

Pokud pfi pfevodu do vnitinitho popisu zavedeme stavy

x () = y(t),

w(t) = (o)

bude matice vyvoje stavu A, vyraz (pl — A) a jeho determinant

0 1
-20 —4|’

pl—A= [p -1
20 p+4

det(pl—A) = p* +4p +20.

rovny

A=

(5.16)

7

Polynom (5.16) je charakteristicky polynom systému a jeho ko-
feny jsou pély pfenosové funkce. Porovnanim s pfenosovou funkci
vnéjsiho popisu, danou rovnici (5.15), vidime, Ze se obé pfenosové
funkce opravdu shoduji.

Dalsi rozhodovani o stabilité vnitintho popisu systému je shodné
s kritérii stability vnéjsitho popisu.

Vysetieni stability obecného systému druhého fddu

Méjme LTI systém popsany rovnici

%y(t) +my' (t) +n-y(t) = u(t) (5.17)

kde u(t) = 1(t) a s nulovymi po&atetnimi podminkami, y'(0) =
y(0) = 0. Zkusme zjistit, pro jakd m a n bude systém stabilni,
nestabilni a na mezi stability.

Pfenosova funkce systému popsaného rovnici (5.17) bude

1

H(p) = ————.
(p) p2+mp+n

(5.18)

Zajima nés poloha poéla prenosové funkce. Polohu mtizeme vySettit
bud’ pouzitim rozkladu

PP+ mp+n=(p—pe1)(p— pe2), (5.19)
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kde plati

PoolPo2 =1

Poo1 + P2 = —M

a nebo pouzitim klasického vzorce pro feSeni kvadratické rovnice,

—mE+Vm?—4n
Pool2 = > . (5-20)

Projdéme si postup s vyuZitim tohoto vzorce, postup feSeni podle
zapisu (5.19) je podobny, podle mého ndzoru vSak kostrbatéjsi.

Pro vyhodnocent stability systému (5.17) nds zajima, jestli re-
alné casti pola prenosové funkce (5.18) jsou vSechny zdporné (pak
je systém stabilni) nebo ma-li alespon jeden pdl redlnou cast klad-
nou (pak ptijde o systém nestabilni). Regeni se ndm rozpada na
tfi rozdilné p¥ipady podle toho, jaké hodnoty bude nabyvat vyraz
diskriminantu ve vzorci (5.20):

m? < 4n: V tomto pifpadé d4 odmocnina imaginarni slozku dvou
komplexné sdruzenych kotenti a pro redlnou ¢ast plati

m

§R(pool,Z) = _E'

ProtoZe 4n > m?,je nutné n > 0. Zvolime-li m € (0,2y/n),
dostavame stabilni systém, pro m € (—24/n,0) dostavame systém
nestabilni. Pro m = 0 ptjde o systém na mezi stability, jehoz
prenosova funkce méa dva komplexné sdruzené imaginarni poly.

m? = 4n: Vyraz pod odmocninou je roven nule, plati

m
Pool2 = — E

a pokud n # 0, pro m = —2+/n dostavame stabilni systém a pro
m = 2/n systém nestabilni. Pron = 0je m = 0 a pfenosova
funkce md dvojndsobny pél v nule — systém je v tomto piipadé
nestabilni, jeho impulsni odezva je h(t) = t.

N

m? > 4n: Zde je situace komplikovangjsi, poly lez{ oba na redlné
ose. Aby systém byl stabilni, musi platit

Poo12 <0

a tedy

—mE+Vm?—4n <0

(jenom pro poradek: cely vyraz na pravé strané (5.20) jsme vyna-
sobili dvéma, coZ na nerovnosti nic nezmeéni). Vzhledem k tomu,

—m+vVm2—4n > —m—\/m?—4n,

staci, kdyzZ pro stabilni systém splnime podminku

—m+vm?2—4n <0, (5.21)

ze
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a podminka

—m—\m?—4n <0,

bude splnéna automaticky.

Podminka (5.21) bude splnéna pouze v piipadé, kdy m > 0O a

vyraz pod odmocninou bude mensi, nez m?

ne (0, %mz).

, COZ je splnéno pro

Zaveér: Systém popsany rovnici (5.17) bude stabilni, pokud m >
0An > 0. Na mezi stability se bude systém nalézat, pokud m =
0 An > 0. Pro ostatni volby m a n ptijde o systém nestabilni.






B Z-transformace

M rozbité zahlavi kvuli Z

Matematické ndvadi
Motivace

6.1.2

6.2

6.2.1

Chceme analyzovat chovadni néjakého systému, pfipadné navrhnout
systém, ktery ma presné specifikované parametry.
Opirdme se o

e fyzikalni model, zaloZeny na fyzikalnich zdkonech
¢ black-box model, zaloZeny na pozorovéni, identifikaci

Analyza chovani redlného systému je sloZity proces (model pfed-
stavuje jedna ¢i vice diferencidlnich & diferen¢nich rovnic vyssiho
tadu) = numerické feseni.

Jak analyzu zjednodusit?

Pouziti
Analyza ¢ navrh systému v €asové oblasti (vstupy a vystupy jsou
funkci ¢asu) jsou velmi pracné.

Prevod do frekvenéni oblasti (vstupy a vystupy jsou funkci
komplexni proménné nazyvané ihlovd frekvence) ndm

* poskytuje fundamentdlné odlisnyj ndstroj k pochopeni funkce sys-
tému,

e (Casto drasticky sniZi sloZitost matematickych vypoctt pottebnych
pro analyzu systému.

Doprednd Z-transformace

Hdopsatll

O piivodu diskrétni transformace

Diskrétni systém vznikne ze spojitého systému vzorkovdnim s perio-
dou vzorkovéni T. Pfiklad je uveden na Obrazku 6.1.

Z hlediska teorie signélu jde o tak zvanou analogovou sekvenci,
nikoliv o posloupnost ¢i sekvenci digitdlni (ta nabyva diskrétnich
funkénich hodnot, jejichZz pocet je ddn napiiklad poctem bitda A/D
prevodniku).
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Obrazek 6.1: Vzorkovani spo-
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6.2.2

HZde ieélé zopakovat Diracovo §() a Kroneckerovo J[]. A zopakovat
[ f(tr)-6(t—nT—7) dTm

Vztah mezi spojitou funkci f(t) a idedlné vzorkovanou funkci
f*(t) 1ze formélné zapsat jako

Zf t)* 5(t — nT) i/o} 5(t—nT—7)dt
= f(nT)o(t —nT) = {fu}yy,

kde T je vzorkovaci perioda signalu. Funkce f* nabyva hodnot
f(nT) pro t = nT a nulovych hodnot pro ostatni hodnoty t.

Ze spojité funkce f : R — RR se tak stane posloupnost redlnych
hodnot f, : N — R.

U této posloupnosti je zvykem neuvadét vzorkovaci periodu
signélu. Znacime ji f[n] a plati

fln] = {f(nT) }io-

Jestlize budeme hledat Laplaceovu transformaci funkce f*(t),
dostaneme

LBy = [ fr e rar
- /°° S F(8)6(t — nT) e Pt
0 n=0
= A —-n e Pid
ZO/ 5(t — nT) f(t) e Ptdt
= i (nT)e P'T = Zf

kde jsme zavedli komplexni proménnou z = ¢! a f[n] oznatuje
n-ty vzorek p¥islusné spojité funkce.
Definice

Definice 48 (Jednostranna Z-transformace). Jednostranna Z-
transformace posloupnosti f[n] je definovana nekone¢nou fadou

Fz) = Y flnle ™, (61)

kterou ¢asto oznatujeme F(z) = Z {f[n]}.

Zpétna Z-transformace ma tvar integralu podél uzaviené kiivky
C, jez obsahuje vSechny singuldrni body funkce F(z). Pro vSechna
n=20,1,...,00 plati

fln) = — 741—"(2)2”’1 dz = Z- 1 {F(2)}.

¢
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Vlastnosti

Véta 49 (Linearita). Z-transformace je linedrni:

2 {Zakfk[n]} ~ Y {fili])
k k
= {meFm(z)} =) bwZ ™ {Fu(2)}

Diikaz. Pomoci defini¢niho vztahu Z-transformace (6.1) dostaneme

[e9)

Z (a1f1[n] + azfa[n])z7" = Z ayfi[n]z™" + Z azf2[n

n=0 n=0

=m Z filn)z™" +ay Z faln]z™"
n=0 n=0
=mZ{fi1[n]} +a2Z {f2[n]} = a1F1(z) + axF2(z2).
O

Véta 50 (O zméné méftitka). Pro F(z) = Z {f[n]} je

a "fln] = Z 1 {F(az)}
F(a~'z) = Z {a"f[n]}

Diikaz. Z defini¢niho vztahu Z-transformace (6.1) a s vyuzitim
substituce az = { mame

Y aflnlz " = Y flnla 2 = Z fln)(az) " = Y fln)g" = F(Z) = F(az)

n=0 n=0 n= n=0

vy

Kdyz tedy v roviné diskrétniho ¢asu ménime méfitko k men-
§im hodnotdm (ndsobime a™), v roviné kmitocti se ndm méftitko
roztahuje. Opét plati Heisenbergtiv princip neurcitosti ¢asového a
kmito¢tového rozliseni.

Véty o posunuti jsou velmi dileZité pro transformaci diferenc-
nich rovnic na algebraické rovnice v Z-roving, podobné, jako je
tomu u spojitych systémti s vétami o obrazu derivaci v Laplaceové
transformaci.

Z{fln—m]} =z""Z{f[n]} =z""F(z) |Vn7m<0:f[n7m]:0

Z{fln+m]} =2" lZ{f }—Zf ]

=" [F(z) - ZO f[v]zV]

Diikaz. Napfed naznacime dtikaz s posunutim doprava o jeden
vzorek,

[e9)

Z{fln—-1]} Z n—1]z Z flm]z (’”+1|_1:m:z_1if[ 27"+ f[-1]2° = 27 F(2).

n=0 m=—1 m=0



Diky tomu, Ze pouZzivame jednostrannou Z-transformaci, musi

byt f[—1] = 0. Kazdé posunuti o jeden krok dopfedu zptisobi,
Ze puvodni systém bude zpozdény o jeden krok, coz se projevi

nasobenim pfivodniho obrazu operdtorem z 1.

Nenulové pocédteéni podminky jsou pfipustné pouze u posunuti

doleva,
Y fint 1z = Y flmle ™ D = Y £z D — Flo)<
n=0 m=0

kde se potétetni podminka f[0] objevi vzhledem k nutnosti ptevést
s¢itdni v plivodni sumé od m = 1 na s¢itani od m = 0, nebot’
defini¢ni vzorec pro Z-transformaci s¢itd od nuly. O

Priklad 51 (Diferentni rovnice). Vyjadfete Y (z) z diferen¢ni rovnice
yln+2] =2y[n+ 1] +y[n] =0,  y[0] = -1Ly[1] =
Resent:
M priklad na Z jednoduché diferenéni rovnice B (]

Véta 52 (Transformace ¢asteného souctu). Cdstecnou sumu posloup-
nosti f [n] Ize transformovat jako

Diikaz. Nejjednoduseji to 1ze pfes konvoluci Mta ale teprve prijde ™

z{ iofw} - z{ iof[nﬂl[n - m]} — Z{fln]} £ {1[n]}

:F(Z)zil

Prom =1,2,...,00 a diference m-tého fadu

Aof[n]:fu

] = fln+1] = fn],
Asz = AU [AYfIn]| = fln+2] = 2f[n+ 1] + fIn]
A" fln] = At (A" f[n] |

plati tato véta o transformaci diferenci: Mvysazet jako vétum
2 {a'f[n]} = (z=1)F(z) - f[0]z
2 {8*f[n]} = (z=1)*F(z) - f[0] 2(z = 1) + &' f[0]z

Podobnég, jako ve spojitém pfipadé, i pro Z-transformaci plati
tato véta o transformaci konvolu¢ni sumy:
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Véta 53 (O konvoluci). Je-li F(z) = Z {f[n]}a G(z) = Z {g[n]},
pak pro diskrétni kovoluci obou posloupnosti plati

2 {fln) <gln]} = 2 { . fln =] -g[m]} = F()- G(2)

Diikaz. Vzorec pro konvoluci lze dokézat z definice f[n — m] a
F(z) nésledovné:

po prohozeni sumace pfes m a n
Y(z) = iou[m} (ioh[n - m]z”) = i ulm] (H(z) -z=™)
z) i u[mlz=™ = H(z) - U(z)

m=0

Pro ilustraci diskrétni konvoluce lze pouZit pfiklad ndsobeni
dvou polynomti: Pokud ndsobim dva polynomy p(x) a q(x), a
p[n] resp. q[n] jsou posloupnosti koeficientt téchto polynom,
pak pro koeficienty polynomu r(x) = p(x)q(x) plati, ze r[n] =
pln]*qln].

Véta 54 (O derivaci obrazu). Jednoduchd derivace obrazu F(z) se na
vzoru f[n] projevi jako ndsobeni proménnou n:

2 (nffn]} = =)

Diikaz. Méame

d d & S i) Lo
dZF( ) &n;() n; di
- ifw— 0 = ol
1 w1
= —Engonf[n]z = —EZ{”f[”]}'
Je tedy
CFe) = 22 {nfln])
respektive
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Tabulka 6.1: Tabulka z&-

6[n] 1 . .
I kladnich vzortl a obrazt Z-
1[n] 1o transformace
1
n
4 1—a.-z1
n =
(1—z71)2
=1
oan—1 z
e (1—az"1)2

Tabulka obrazii

Toto je pouze zékladni tabulka obrazt Z-transformace, detailnéjsi
tabulka je vystavena na webovych strankach pfedmétu.

UkaZme si nyni na p¥ikladech, jak vznikly Z-pary vzor-obraz,
uvedené v tabulce 6.1.
Priklad 55 (Odvozeni Z {é[n]}). Pro Kroneckerovo d[n| plati

{1 n=0,
é[n] =
0 n#0

Z{s[n]} = i)é[n]z” =1.279=1,

a proto

Pro dalsf vztahy si musime p¥ipomenout, jak se po¢itd soucet
nekone¢né geometrické fady. UkaZzme si princip na jednoduchém
piikladé:

Priklad 56 (Casteény soucet geometrické fady). Chceme odvodit
vzorek pro ¢astetny soucet prvnich N ¢lenti geometrické fady

s kvocientem g. Postupujeme tak, Ze od sebe ode¢teme castecny
soucet Sy a jeho g-nasobek, gSn:

Sn=1+q+7 47+ +q" 1 +4"
I]SN:q+q2+q3+q4+...+qN+qN+lsN_qSN :1—qN+1

a z toho Ni
sNzl_”’ _1q
1—g g—1

Analogicky pro soucet nekonecné fady je

N+1_1

_ ~N+1
Sw= lim Sy = lim -1 _ 1
N—oo N—oco 1 —q 1 —q

Priklad 57 (Odvozeni Z {1[n]} a Z {a"}). Obraz jednotkového skoku
1[n] uréime nyni z definice jako

ad 1 z
Z pr— _n: pr— .
) = ==y =

a pro obraz diskrétni exponenciely mdme analogicky

1 z

ny _ - no—n __ = Z\NTH _
Z{a}—n;az _nZ::O(a) T 1—gz ! z—a’
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Pfiklad 58 (Odvozeni Z {n}). Pro posloupnost {n}§’ dostaneme s
vyuzitim véty o derivaci

d 1
Z{n} = Z{nln|} = I T (6.2)
Vzpomeneme si, Ze pokud f(z) = g(z)/h(z), tak
/ /
10y — 8 (2)h(z) — g(2)h'(2)
f (Z) - h(z)2
a Ze tedy
d 1 0-(1-zH—-1-(0+2z2) -z
dz1-z1 (1—z-1)2 S (1-z7H)
Po dosazeni zpét do (6.2) dostaneme
d 1 z71
Z{n} = Z{nl[n]} = B G-z
Priklad 59 (Odvozeni Z {na"~1}). Pro posloupnost {na"~1}§
dostaneme opét s vyuzitim véty o derivaci
1 z d 1
n—-11 _ = ny — _Z 7 R
Z{na }_QZ{na} adz1—az1
(1 — a1y 1. -2 a2
_ _Za_lo (1—az™')—1-(04az"%) _ az
(1—az"1)2 (1—az"1)2
51
T -z )T

Inverzni Z-transformace

Obdobné jako u Laplaceovy transformace, i u Z-transformace je na
prvni pohled sloZitym tkolem nalézt patfi¢ny vzor x[n], mame-

li zaddn obecny Z-obraz X(z). P¥ipomenime si, Ze inverzni Z-
transfrmaci ozna¢ujeme symbolem Z~1.

Inverzni Z-transformace X(z) ndm urdi posloupnost x[n], a jak-
koliv je tato posloupnost jednozna¢né ddna, neznamena to, Ze v pii-
padé pfevodu na spojity signal x(t) bude tento pfevod jednoznalny.
Inverzni transformace X(z) ndm umozZni urit hodnoty x(t) pouze
ve vybranych diskrétnich ¢asovych okamzicich t =0,T,2T,--- =nT
a nefika nic o hodnotach mezi vzorky. Jak je vidét na obrazku ??,
jednomu x[k] mtize odpovidat vice priib&hti x(t).

Tam, kde nelze pouZit pfimou zpétnou transformaci s pouZzitim
tabulek Z-transformace, Ize pouzit nékolik metod:

1. metodu pf¥imého déleni,
2. vypocetni metodu,
3. metodu rozkladu na parcidlni zlomky, a pfipadné
4. metodu vypoctu pomoci integralu inverzni transformace.
m doplnit informace o vypoctu pfimym délenim, vypocetni metodé
(Matlab), vypoctu integralum

Metoda piimého déleni spociva v rozkladu ptivodni racionalni
lomené funkce na mocninnou fadu pomoci polynomialniho déleni.



J-TRANSFORMACE 81

Metody vyjpoctu

Zpétna Z-transformace ma tvar integralu
yln] = —— frztaz= 27 ()
27i o
C

podél uzaviené ktivky C, ktera obsahuje vSechny singularni body
raciondlni lomené funkce

(X®A Nuly a poly v Z-roviné

V inZenyrskych aplikacich nabyvaji obrazy transformovanych veli-
¢in vétsinou formy raciondlni lomené funkce, tedy

bz™ 4+ by_12" N+ -+ bz + by

X =
2 anz" + by 12" 1+ -+ mz+ag
kde m < n.
O raciondlni lomené funkci
Q(z)
N(z)

fikdme, Ze ma nulové body zg,, jestlize

Q(ZOV) = 0/
a ze ma poly zeoy, jestlize
Pokud ma funkce g]g% jednoduché pély, potom
N
N(z) =]]J@ —ZoopZz 1) = (1= 2o1z ) (1 = zeo2z 1) oo (1 — zoonz 1)
u=1
a plati
Qz) _ % ky
N(z) = Zeopz ™!
_ k1 ko _ kn
e A 1 — zZeonz !
kde
_ _ ~1,Q(2)
. 1
- Q(Zooy) le)l;l;u(l ZOOVZ ) (Z)
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Pro jednoduchost budeme déle psat zeoy — zy. Protoze pro
laz7| < 1 plati

1 [ Q(2) u A
Zl{N(z)} {leyzl}:Zkyzy.

Pfi pouziti zapisu transformace v kladnych mocninach z mu-
sime pred vlastnim rozkladem na parcidlni zlomky provést jesté
jeden krok, a to vytknuti mocniny z pfed roozklddanou racionalni
lomenou funkci. Jediné tak totiZ obdrzime jako vysledek rozkladu
zlomky ve tvaru z/ (z — a), odpovidajici tabulkovym udajim.

Priklad 6o (Rozklad s kladnymi mocninami z). Mé&me Z-obraz
funkce f[n] ve tvaru

222 4z
F(z) = zz—%iz—i—l
Naleznéte f[n].
Regent:
Nejprve nalezneme pély F(z),
222 +z _ 222 4z

F<Z):zzf%z+1 T z-b(z-2)

Tuto raciondIni lomenou funkci ale nemutiZzeme jesté rozloZit na
parcidlni zlomky ve tvaru k; / (z — zeo ), protoZe jednak stupen po-
lynomu v ¢itateli je shodny se stupném polynomu ve jmenovateli,
jednak ale potfebujeme rozklad ziskat ve tvaru

Z
F(z) = ky——-—,
y;l Z — Zoop

coz zakryvacim pravidlem nejde. PomtiZe jednoduchd tprava

1, 2241 4 1 10 1

SF(z)=—20 o2 o S
2 F@) z-N(z-2) 3z-1 3z-2
Odtud
4 z 10 z
Fe) =371 322
4 (1\" 10
fl=-3(3) +5@"

P¥iklady pouziti

Uved'me si nyni pér pfikladt pouziti Z-trasformace pro feseni
piikladi.
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Pfiklad 61 (Nabidka-poptavka). Rovnice nabidky — nabidka dnes
zavisi na vcerejs$i cené a to tak, Ze nabidka stoupa s rostouci cenou.
Pro C > 0 plati

nlk] = Cclk — 1] + AxIk].

Rovnice poptévky — poptdvka dnes zavisi na dnesni cené a to
tak, Ze poptavka klesa s rostouci cenou. Pro D > 0 plati

plk] = —Dclk] + Bxl[k].
Rovnost nabidky a poptavky

nlk] = plk]
pak vede na diferen¢ni rovnici prvniho fadu

C B-A
c[k}+5c[k—1] =—5

Tuto diferen¢ni rovnici jsme iterativné fesili jiZ na prvni pfednasce.

x[k].

Ukazme si nyni, jak Ize k feSeni dospét pomoci Z-transformace.

Reseni:
Pro jednoduchost oznac¢ime

Diferen¢ni rovnice ma v oznaceni c[k] = y[k] tvar

Y[k + vylk = 1] = ax[k]
Za ptepokladu x[k] = 1[k] a y[k] = 0 pro k < 0 dostaneme pouzitim
Z-transformace algebraickou rovnici

o

Y(z) + 9z 'Y (z) = =

s feSenim v Z-roviné ve tvaru

«
(1—zH(1+ 9z 1)’

RozloZime na parcidlni zlomky

o kq ko

Y(z) =

Y = = ,
2) (1I—zH(1+yz71) 1-2z71 * 1+9z71
kde
ki = lim(1 -z )Y(z) = —2
z—1 1+9'
— 1 -1 _ o ay
ke = Jim (14927 )Y() = 11

Zpétna transformace funkce

__~ 1 04
Y& =15 <(1z—1) * 1+’yz—1>

pak vede na feseni ve tvaru diferenéni rovnice

vl = 1 (1= (") 1k,

83
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Obréazek 6.2: Vysledek simu-
84 MODELOVANT SYSTEMU A PROCESU lace rovnice nabidky a po-

ptavky vede na pavouckovy

diagram, ukazujici zavislost

které v ptipadé stabilniho trhu v = % < 1 uréuje limitni velikost nabidka-cena a poptavka-cena

ceny

lim c[k] = “ b-A

= —_— 6.
Kroo 1ty C+D (63)

Regent je pro hodnoty A = 100, B = 120, C = 3 a D = 4 zn4zor-
néno na obrazku 6.2: pro kazdou hodnotu ceny je vidét rozdil mezi
nabidkou a poptavkou a tento rozdil se postupné zmensuje, dokud
systém nedosdhne rovnovazného stavu, daného limitni cenou dle
rovnice (6.3). Na obrdzku 6.3 je zndzornén postupny vyvoj hodnot
nabidky a poptavky v case.

O
Pfiklad 62. Diferen¢ni rovnice 2. fadu

Hledejme feSeni diferen¢ni rovnice druhého fadu, kterd popisuje
LTI diskrétni systém,

y[n+ 2]+ 2ay[n + 1] + (a* + b*)y[n] = cou[n] (6.4) | ‘
115 om ® nabidka |
spliiujici pocate¢ni podminky ve tvaru m poptavka
on
vl =y =1 yll=y=-1 10~ Fon,, 1
B oalUn
. g om®"
Resent: =~ om
. = p S . 105 |- 1
Rovnici (6.4) fe$ime pomoci Z-transformace. ProtoZe plati om
m—1
Z{yfn+m} =" |YE) - Lyl ] B et
0 5 10 15

iterace

tak

Obrézek 6.3: Vyvoj nabidk
Z{yl} =Y(2), RN

1 poptavky po jednotlivyc
2 {yln+1]} =z [Y(z) —y[0]], iteracich

Z {yln+2]} =22 |Y(z) — y[o] — = 'y[1]] .

Transformaci nalezneme algebraicky tvar diferen¢ni rovnice (6.4)
a po dosazeni pocate¢nich podminek obdrzime

Y(z) (22 +2az! + (a® + b2)> —22yg — zlyy — 2azlyy = coX(2).
a vyjadiime

Y(z) = coX(z) +z' +22 -z " i
Cz2242azl 4 (a2 4 b2) T 22

respektive
B 1+coX(z)z72
C1+42az7 1+ (a2 +b2)z 72

Y(z)

Pfenosova funkce H(z) je definovana jako podil obrazu vystupu k
obrazu vstupu




pro nulové pocate¢ni podminky a tedy

I N
U(z) 142az7 14 (a2+b2)z2
C0272

(1 —2z1z71)(1 — zz71)’
kde z1 a z; jsou pdly pfenosové funkce
z19 = —a 1b.

Impulsni odezvu uréime jako inverzni Z-transformaci pfenosové
funkce. Potoze plati

1

. - CoZq.
lim H(z)(1 —z;z71) = —1—,
zZ—2Z1 21 — Zz
~1
. - €0z
lim H(z)(1—zpz ') = ——2—,
Z—2Zp Z1 — 2o
obdrzime impulsni odezvu ve tvaru
n—1 n—1

Mn) = 27 {H(z2)} = o2
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Cast 111

Jednoduché aplikace






Analyza LTI systémii

Prenos diskrétnich systémii

Pienosovd funkce

Diferen¢ni rovnice linedrniho ¢asové invariantniho systému, za
pfedpokladu nulovych pot¢ate¢nich podminek, tj. y[n —k] = 0 a
uln —k] =0 pron —k <0, m4 tvar

any[n—N]+an-qy[n = N+1]+ - +agy[n] =
=byun—M]|+byquln—M+1]+---+byuln]

tedy
N M
Y ayln—kl =) buuln —m].
k=0 m=0

Pouzijeme Z-transformaci

Z{ﬁaky[n {meun }
k=

N ' M

kzﬂkz{}/(”— )}:Z m Z {u(n—m)}
—0 m=0

a dostavame algebraickou rovnici

N M
2 a2z Y (z) = Z bz U(z)
k=0 m=0

Nyni miiZeme snadno vyjadfit Y(z) ve tvaru

M b
V) = SR )
Y(z) = H(z) - U(2). (7.1

Pfipomerime si, Ze mezi vstupem a vystupem v ¢asové roviné
plati vztah

jehoz Z {— }transformace odpovidd rovnici (7.1)
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Definice

Funkce H(z) = Z {h[n]} je pfenosova funkce a m4 tvar racionalni
lomené funkce v proménné z !

M be 00

H(z) vV az*  N(2)

Funkce S(z) = Z {s[n]} je obrazem ptechodové odezvy a z pie-
nosové funkce ji uréime snadno jako

5(2) = H(z) - Z (1]} = H(z) 1 = H(z)

Prevod spojitého systému na diskrétni

Doprtedné diference

Spojity systém popsany stavovymi rovnicemi

X' (t) = Ax(t) + Bu(t) (7.2)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (7.3)

muZeme pievést na ekvivalentni diskrétni systém tak, Ze ¢as t na-
hradime diskrétnimi ¢asovymi okamziky ¢t = nT, kde T je vzdale-
nost mezi nésledujicimi ¢asovymi okamziky, neboli perioda vzor-
kovani.

Vsechny veli¢iny méfime pouze v ¢ase t = nT a proto

x(t) =x(nT) — x[n],
y(t) =y(nT) — y[n],
u(t) =u(nT) — uln].
Derivaci stavu x’(t) nahradime v prvnim pfibliZzeni prvni dife-
renci
X/(t) ~ X (TIT+ T% — X(TIT) _ % (X[Tl + 1] . X[Tl]) )

Dosazenim do (7.2) a (7.3) za dostaneme rovnici vyvoje stavu ve
forme

7 (1]~ x[n]) = Ax[] +Buln]

Tuto rovnici upravujeme dale.
Dosazenim do ptivodnich spojitych stavovych rovnic dostaneme
po upravé jejich diskrétni tvar

x[n+1] = (1+ TA) x[n] + TBu[n]

resp.



Stabilita diskrétnich systémii
Diferen¢ni rovnice 2. fddu s konstantnimi koeficienty
yn+2]+ayln+1]+byn] = uln]
ma za nulovijch pocdtecnich podminek pfenosovou funkci

24z 224z
S z224az+b  (z—z1)(z—2)°

H(z)

Poloha po6lii pfenosové funkce H(z) rozhoduje o stabilité sys-
tému.
=4 Kritérium stability
BIBO stabilita — bounded input bounded output

Odezva na omezeny vstupni signdl musi byt vZdy omezend —
systém je BIBO stabilni.

Odezva systému je kombinaci
* odezvy na vstupni signal
* odezvy na pocate¢ni podminky

e Stabilni systém Vsechny poly pfenosové funkce H(z) lezi
uvnitf jednotkové kruznice.

¢ Nestabilni systém Alespon jeden p6l pfenosové funkce H(z)
lezi vné jednotkové kruznice nebo alespori jeden ndsobny pdl lezi
na jednotkové kruZznici.

* Mez stability Alesporni jeden jednoduchy pél leZi na jednotkové
kruznici a Zddny pdél nelezi vné kruznice. Pfipadné nasobné pély
lezi uvnitt.

Stabilni systém
h

2 2
z z
2 1 3 3
z2—73 (z—3%)(z+3)
Im(z} 15
1 [}
1
2 2 " Refz} £
1 0 N
0.5
o
T o8- >
0 5 10 15 20
n
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Nestabilni systém

H(z) = =
2+5+E (z-8E+H)
Im{z} 35
30
1
25
20
¥ Re{z} =
PAR 0 10z 15
10
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0 5 10 15
1 n
. TT . 7T
hin] = (n+1)-sinfn = Ei(n +1) {e_lzn - elzn] [3pt] H(z) =
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2 Ly A 2 - i
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Mez stability
V2
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Prenosovd funkce

Naleznéte ptenosovou funkci H(z) diskrétniho LTI systému popsa-
ného stavovymi rovnicemi

x[n+ 1] = Mx[n] + Nun]
y[n] = Cx[n]
¢ UvaZujte pouze jeden vstup a vystup.
¢ Pfi odvozeni pouZijte Z-transformaci!
¢ Kterd matice ve stavovém popisu je rozhodujici pro stabilitu
feSeni?
Priklad
S pomoci vztahti pro Z-transformaci transformujeme rovnice

x[n + 1] = Mx[n] + Nu[n]

na

Protoze pfenosova funkce je definovana pro x[0] = 0, obdrzime z
prvni rovnice
X(z) = (z1 - M) "IN U(z)

a dosazenim do druhé rovnice je
Y(z) = C(z1 - M) N U(z)
Pfenosova funkce H(z) je tedy

adj (z1 —M)

H(z) =C(z1—M)"IN= cm



] Spojovdni systémaui

Spojovdni systémii

8.1.1

8.1.2

Subsystémy mohou byt spojeny tfemi typy vazeb:

kaskddni (do série) — H(p) = Hyi(p) - Ha(p)
paralelni — H(p) = Hy1(p) + H2(p)

_ Hi(p)
14 Hy(p) - Ha(p)

zpétnovazebni — H(p)

Kaskddni

Pro vyslednou pfenosovou funkci kaskadniho fazeni dvou subsys-
tém plati
Yi(p) Y(p) _Yp)  Y(p)

H) = Ty %) ~ hlp) )

Hi(p) - Ha(p)-

Paralelni

Pro vyslednou pfenosovou funkci paralelniho fazeni dvou subsys-
témt plati

H(p) = )+ ):Hl(P)+H2(P)-

Zpétnovazebni

Pro vyslednou pfenosovou funkci zpétnovazebniho fazeni dvou
subsystémui odvodime postupné

na vystupu

na vstupu

Nyni vyjddiime vystupni Y;(p) a Ya(p) pomoci dil¢ich p¥enoso-
vych funkci a dostaneme

Y(p) = Yi(p) = Ha(p) - Ua(p)
= Hi(p) (U(p) — Ya(p))
= Hi(p) (U(p) — Ha(p) - U2(p))
= Hi(p) (U(p) — H2(p) - Y(p))-

Ui (p) Us(p)

U(p)o

Hi(p) Ha(p)

Yi(p) Ya(p)

Obrézek 8.1: Kaskddni zapo-
jeni dvou subsystémi

Hi(p)

Ha(p)

Obréazek 8.2: Paralelni zapojent
dvou subsystémiui

Yi(p)

oY(p)

Ux(p)

Obrézek 8.3: Zpétnovazebni
zapojeni dvou subsystémti se
zapornou zpétnou vazbou.
Pfenos piimé vétve je Hy(p),
prenos rozpojené zpétnova-
zebni smy¢ky je Hi(p) - Ha(p).

oY(p)
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Vyjadfime nakonec

Y(p) + Hi(p) - Ha(p) - Y(p) = Hi(p) - U(p),

aje
Y(p) _ Hi(p)
U(p) 1+ Hi(p) Ha(p)

Prenos systému s jednoduchou zdpornou zpétnou vazbou je dén

H(p) =

pomérem pfenosu piimé vétve ku pfenosu celé rozpojené smycky
zvétSsenému o 1.

Yy

zpétné vazbé a znaménko ve jmenovateli je opacné

Y(p) _ Hi(p)
U(p) 1-H(p) Ha(p)

H(p) =

Dynamické vlastnosti
Na dynamickych vlastnostech a ¢asovych odezvéch se podileji pély

[plooy, phw] dil¢ich pfenosovych funkci.

Pro
¢ kaskadni spojeni se poloha pélii neméni,
¢ paralelni spojeni se poloha pélii neméni, ale
¢ zpétnovazebni spojeni se poloha péli vijznamné méni.
Priklad 63 (Spojity pfipad). Do série s nestabilnim systémem dru-
hého fadu

_pPPH3p+2

H

je zapojen zesilovaci clen se zesilenim A. Systém je uzavien zdpor-
nou zpétnou vazbou. Uréete H(p).
Reseni:

Pfenos zdporné zpétné vazby je

H p— p—
W)= () = T (p) -4
a tedy
2 2 _
p-+3p+2 p-—pr+1
H(p)z > 2 _ 5
p-—p+1lp —p+1+Ap=+3Ap+2A
Vysledek je
2
+3p+2
H(p) = A P 7

(A+1)p2+(BA—-1)p+2A+1



Pfiklad 64 (Diskrétni pfipad). Do série se stabilnim diskrétnim
systémem druhého fadu

2
z¢—2z
Hl(Z) = 722 1
P

je zapojen zesilovaci clen se zesilenim & > 0. Systém je uzavien
kladnou zpétnou vazbou. Urcete vysledny pfenos H(z).
Regent:

Pfenos kladné zpétné vazby je

_Y(z)  Hi(2)

HE) = 0 = T @ o
a tedy o 21
H(z) = 4

221 .22—%—(1122—2042).
Vysledny pfenos systému je

22 -2z

H(z) = T
(1-—a)z24+20z— 3

Priklady zpétnovazebnich systémii

V redlném svété okolo nds se ze zpétnovazebnimi zapojenimi setka-
vame velmi ¢asto, aniZ si to mnohdy uvédomujeme.

Asi nejcastéji se vyskytujici mechanické zafizeni se zpétnou
vazbou v naSem okoli je uvedeno na obrdzku 8.4. Najdete jej v
kazdé nadrzce splachovactho WC.

Velmi ¢asto se i dnes setkdme s odstfedivym regulatorem otacek
(¢asto se mu ne zcela pfesné fikd Watttiv odstiedivy regulator), jenz
byl ptivodné soucasti parnich strojt, ale i dnes jej najdeme napii-
klad ve jako soucast bictho mechanismu velkych véZznich hodin.
Pavodni Wattliv regulator je zndzornén na obrazku 8.5.
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Obrazek 8.4: Plovdkovy ven-
til udrZujici stalou hladinu
kapaliny v nadrZi. Pfevzato
z Wikipedie

Obrazek 8.5: Wattiv odstte-
divy regulator rychlosti. Pre-
vzato z Wikipedie
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