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Kromé typu tloh, uvedenych v tomto textu, se v pisemce samoziejmé mohou vyskytnout
otézky na cokoliv z odprednasené teorie — predpokladame, zZe jste dostatecné seznameni
se zdkladnimi vlastnostmi spojitych a diskrétnich systému a s teorii (a matematickymi

postupy) vnéjsiho a vnitiniho popisu systému.

Uvadime je zde pro uplnost, objevi se az v zdvérec¢ném testu.

V pisemce se neobjevi priklady na stabilitu systému (posledni ¢islovany odstavec).

Dtrazné doporucujeme vasi pozornosti text Priklady na Laplaceovu transformaci, jenz

si miizete stahnout jako priklady_laplace_2016.pdf z webovych stranek s programem

cviceni.


priklady_laplace_2016.pdf

1 Odezvy systémi
Ukol 1. Je-li h(t) = tcost, jaky bude priubéh prechodové odezvy?

Ukol 2. Z defini¢niho vztahu uréete prubéh prechodové odezvy diskrétniho systému,
jehoz impulsni odezva je h[n| = (1/2)™.

Ukol 3. Je-li h(t) = et + e7t, jaky bude pribéh piechodové odezvy?
Ukol 4. Urcete prechodovou odezvu systému, je-li
h(t) = sin wt.

Priklad 1. Vypoctéte prvnich 10 c¢lend posloupnosti impulsni odezvy systému, jehoz
prechodova odezva je

10
s[n] = {2737475; 678910 11’ 12}0 .

ReSeni:

Pouze naznacime, ze z defini¢niho vzorce s[n] = >"" _; h|m] plyne
s[0] = hJ[0]
s[1] = h[0] + R[1]
s[2] = h[0] + R[1] + h[2]

a tak déle. Z tohoto rozpisu lze pohodlné odvodit vztah pro vypocet hin| z hodnot s[n].
(]

Ukol 5. Je-li s(t) = e 3" — e72 4 ¢, jaky bude priibéh impulzni odezvy?

2 Vnéjsi a vnitfni popis systémii

Ukol 6. Pro ryzi spojity linearni systém n-tého fadu se dvéma vstupy a dvéma vystupy
uved'te rozméry vSech matic stavového popisu.

Ukol 7. Jaka bude nejvyssi derivace, vyskytujici se ve vnéjsim popisu linearniho systému,
jemuz odpovida stavovy popis se stavovym vektorem x o 7 prvcich?

Ukol 8. Pokud m4 stavové rovnice linedrniho systému matice s rozméry Agx4, Baxo,
jaky je rad systému? Kolik mé tento systém vstupa?

Pokud si nevite rady s nasledujicimi tikoly, nahlédnéte prosim do poznamek ke 4. prednasce,
kde se téma pomérné zevrubné probiralo.

Ukol 9. Vnéjsi popis systému rovnici
y"(t) = 2y(t) = 1(t)

s po¢atecnimi podminkami y/(0) = —1 a y(0) = 1 preved'te na ekvivalentn{ vnitini popis.



Ukol 10. Vnéjsi popis vazaného systému s vystupy y(t) a z(t), popsaného soustavou
rovnic

s pocatecnimi podminkami y(0) = 1 a 2(0) = 0, preved’te na ekvivalentni vnitini popis.
Ukol 11. Vnéjsi popis systému rovnici
y'(t) +3Y(t) — 2y(t) = ua(t) + uz(t)

s potatetnimi podminkami ¢/(0) = 1 a y(0) = 1 preved'te na ekvivalentni vnitin{ popis.

3 Dopredna Laplaceova transformace

Ukol 12. Ve tvaru jedné raciondlni lomené funkce zapiste Laplaceovu transformaci X (p)
funkce
z(t) = e* + 73

Pokud budete v nasledujicich tilohdch tapat, podivejte se na vétu o posunuti at uz v poz-
namkach z prednasky, pripadné na priklady na Laplaceovy transformaci, pristupné na
webu cviceni 11MSP.

Ukol 13. Zapiste Laplaceovu transformaci funkce

t2—2t4+1 t>1
z(t) = " 7
0 jinak.

Ukol 14. Zapiste Laplaceovu transformaci funkce
2(t) = 1(t = 2) (te'e? — 2¢7) .
Priklad 2. Pomoci defini¢niho vzorce odvodte Laplaceovu transformaci X (p) funkce

1 0<t<1,
x(t) = )
0 jinak.

Resent:
Pouze naznacime, Ze

Zbytek je trividlni. O



Ukol 15. S vyuzitim Eulerova vzorce pro vyjadreni sin wt pomoci souc¢tu komplexnich
exponenciel a s vyuzitim znalost{ o vipo¢tu obrazu L {t} respektive £ {te~*'} z podkladt
k predndskdm odvod'te Laplaceovu transformaci X (p) funkce

x(t) = tsinwt.
Vysledek si miizete ovérit v tabulkach.

Priklad 3. Zapiste algebraicky tvar stavovych rovnic, jenz vznikne Laplaceovou trans-
formaci soustavy

s poCatecnim stavem systému z1(0) = 0 a z2(0) = 1.
ReSeni:

V soustavé se vyskytuje pouze prvni derivace, je tedy

pXi(p) = Xa(p) —2 Xa(p) +1
pXa(p) — 1= —X1(p) + Xa(p).

Ukol 16. Zapiste algebraicky tvar stavovych rovnic

d 0 1 a
Sx(t) = [_1 O] (1) - M u(t)

je-li pocatecni stav systému x(0) = (21, 22)T = (0,1)" a u(t) = t.
Priklad 4. Diferencialni rovnici

2
%y(f) +a %y(t) +aoy(t) = u(t)

s pocatetnimi podminkami ve tvaru

y(0)=1, Su(0) =2,

transformujte pomoci Laplaceovy transformace na algebraicky tvar. Prepokladejte, ze
u(t) = d(t) a urcete tvar algebraického teseni pro Y (p).
Reseni:

Podle véty o obrazu derivace je algebraicky tvar rovnice

VY (p) ~ py(0) — Sy(0) + arpY (p) — ar y(0) + ao¥ () = Up)



a protoze u(t) = 0(t) tak U(p) = 1. Do rovnice dosadime za U(p) a za pocatecni
podminky
PY (p) = p—2+apY (p) — a1+ agY (p) = 1

a upravime
Y (p) (p2+a1p+ao) =1+4p+2+a.

Algebraické reseni pro Y (p) je tedy

p+3+a;
Yp)= 55—
p=+a1p+ ag
|

Ukol 17. Ve tvaru jedné racionalni lomené funkce zapiste Laplaceuv obraz vystupu
Y (p) spojitého LTI systému popsaného vnéjsim popisem

d 2t
—y(t) —y(t) =e™.
Su() — (0
pri nulovych pocatecnich podminkéch.
Ukol 18. V podobé jedné racionalni lomené funkce uréete pienosovou funkci H (p) =
L{h(t)} systému, o némz vite, ze za nulovych pocdtecnich podminek je jeho odezva na
vstupni signél

u(t) =e 3t et

rovna
y(t) = 2te 3t

4 Zpétna Laplaceova transformace

Priklad 5. Urcete f(t), pokud pro a € R je

e 2P 2p+a
2a p*+3p+3

F(p) =

Reseni:
Ve vztahu pro F(p) oznacuje e 2P posunuti s 7 = 2 a 1/2a je blize neurcend realn
konstanta. Obraz F(p) muzeme proto prepsat na

Fp) = 5 —-Gp) (1)
a nejprve urcit g(t) = L~ {G(p)}. Z rovnice (1) potom plyne, Ze

£(t) zﬂ(t—2)g(t2;2).



Vzor ¢(t) uréime zpétnou transformact

g(t) =£—1{2p+a }:z—l et U
p2+3p+3 ( ;)2 3
p+3) +
2p+a

{(p+§)2+g§)
El{;(mp;f (2)
|

=L sp=L""

w

= —¢ 2t [co \ggt + a\;§3 sin \ggt]
Je tedy
f(t) =1(t - 2)41—&55“—2) [cos (t—2)+ a\;;’ sin \f(t — 2)] :

Ukol 19. Uréete f(t), pokud je

. 3p+4
T p24+2p+10

F(p)

Vysledek neuvadéjte v komplexnim oboru.

Ukol 20. Uréete f(t), pokud je

2
Fp)= 51—~ pe= )

Ukol 21. Urcete f(t), pokud je

3p? +2p—4
Fp)=5—5
P>+ Tp* + 10p

Ukol 22. Uréete f(t), pokud je



Ukol 23. Urcete f(t), pokud je

3p+ 2 — e~
Fipy="212_"7"

Ukol 24. Uréete f(t), pokud je

op
(P +4)(p? +9)

F(p) =

5 Reseni integralnich rovnic
Priklad 6. Naleznéte reseni integralni rovnice
¢
y(t) = 4t — / y(t —7)rdr.
0

Reseni:
Podle véty o konvoluci je

L {/Ot f(t—7)g(r) dr} = F(p) - G(p)

a v pripadé konvoluce, jez se vyskytuje v rovnici (2), vidime, Ze

ft) =y(),
gt) =t
a po transformaci rovnice zskame
4 1
Y(ip)=5-Y0) =,
(p) e (p) e
P’Y(p) +Y(p) =4,
4 1
Y(p) = =4 .
W)= i

Ukol 25. Naleznéte Feent integralni rovnice
t
YO +y0 =2 [ yrdr =t w0 =0

Ukol 26. Naleznéte Teseni integralni rovnice

t 1 1
(1) +/ (t—ma(r)dr = t+ ~2 + —t* 2(0) =0
0 2 24



6 Reseni diferencialnich rovnic

Vzorové fesené tlohy k této ¢asti najdete jak v podkladech z prednasek, tak i ve zminéném
textu text Priklady na Laplaceovu transformaci, jenz si muzete stahnout jako priklady_
laplace_2016.pdf z webovych stranek s programem cviceni.

Ukol 27. Urcete prubéh signalu na vystupu spojitého LTT systému, popsaného dife-
rencialni rovnici
y"(t) + 2y (t) + 3y(t) = 1000 [1(t) — L(t — 1)]

s pocateénimi podminkami y(0) =1 a y/(0) = —1.
Ukol 28. Naleznéte feseni diferencialni rovnice

2'(t) — 2z(t) = f(t), =(0)= -3
kde

f(t):{8—4t 0<t<2,

0 t> 2.

Ukol 29. Naleznéte feSeni diferencidlni rovnice

y'(t) —y'(t) —6y(t) =2
s pocateénimi podminkami y(0) =1 a ¢/(0) = 0.

7 Stabilita systémi

Jak jsme jiz uvadeéli v avodu tohoto textu, ptriklady na stabilitu zde uvadime pouze pro
uplnost, dlohy na stabilitu spojitych systémt nebudou predmétem testu. Na stabilitu
spojitych a diskrétnich systému se ale budeme ptat v zapoc¢tovém testu.

Priklad 7. Urcete podminky stabilni odezvy autonomniho spojitého LTT systému, po-
psaného diferencidlni rovnici

y'(t) = (a—2)y/(t) — 2ay(t) =0
s poc¢ateénimi podminkami y(0) = 1 a ¢/(0) = —1. Vykreslete ptiblizny priubéh odezvy
pro a = 1.
ReSeni:
Pro stabilni odezvu autonomniho systému plati lim;_,~, y(t) = 0, musi tedy platit, Ze
vSechny pély po; Laplaceova obrazu Y (p) maji Re(poo;) < 0. Po transformaci mame

P*Y (p) — py(0) —y/'(0) — (a — 2) [pY (p) — y(0)] — 2aY (p) = 0
Y (p) (p* = (a = 2)p — 2a) = py(0) +y/(0) = (a — 2)y(0)

_ p—a+1
YO = a0+


priklady_laplace_2016.pdf
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a odezva y(t) bude stabilni pro a < 0. Je totiz

_ —a+1 _ 1 1 a+l 1
goci{ 2erl } |
ylt) = £ {(p—a)(P+2) £ a+2p—a+a+2p+2

- (e“t +(a+1) e_Qt) .

a—+2
Pro a =1 je odezva
y(t) = = (e +2e7%)
3
a jeji obrazek je
y(t) /
/
/
/
/
0 t

O

Priklad 8. Urcete podminky stabilni odezvy autonomniho spojitého LTT systému, po-
psaného diferencidlni rovnici

Y (t) +ay(t) =0

s poc¢atecni podminkou y(0) = 2.

Reseni:
Odezva y(t) je stabilni v pripadé, Ze lim;_,o, y(t) = 0. Je tedy treba vyjadrit Y (p) a
podivat se na polohu péli. O

Ukol 30. Urcete, pro kterd a je spojity LTI systém, popsany diferencialni rovnici
y'(t) + 2ay/(t) + a®y(t) = 2u(t).
stabilni a v jakych pripadech bude na mezi stability.

Ukol 31. VysetTete stabilitu spojitého LTI systému, popsaného diferencidlni rovnici

y () = 2¢"(t) + o/ (t) — 3y(t) = 2u(t).
Ukol 32. Vysettete stabilitu spojitého LTT systému, popsaného stavovou rovnici

%ml@ — 21 () — 2 w9 (t) + u(t)
%Jjg(t) = —x1(t) + x2(t).



Ukol 33. Je spojity LTI systém, popsany nasledujici rovnici, stabilni? Uved'te proc.
t
Y +5y(0)+6 [ y(rdr =0, y(0) =1
0

Ukol 34. Pro jaké hodnoty a nebude néasledujici spojity LTI systém stabilni?

%xl(t) = 21(t) — v a(t) + ult)
%m(t) —z1(t) + (1)
%m@—@@+m@

10
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