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Kromě otázek, uvedených v tomto psańı, se v ṕısemce samozřejmě mohou vyskytnout
otázky na cokoliv z odpřednášené teorie – předpokládáme, že jste dostatečně seznámeni
se základńımi vlastnostmi spojitých a diskrétńıch systémů a s teoríı (a matematickými
postupy) vněǰśıho a vnitřńıho popisu systémů.
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Doporučujeme vaš́ı pozornosti text Př́ıklady na Z-transformaci, jenž si můžete stáhnout
jako priklady_z_2016.pdf z webových stránek s programem cvičeńı.
V ṕısemce se neobjev́ı př́ıklady na stabilitu systém̊u, spojováńı systém̊u a diskretizaci
(posledńı tři č́ıslované odstavce). Uvád́ıme je zde pro úplnost, objev́ı se až v závěrečném
testu.

1 Převod mezi vněǰśım a vniťrńım popisem
Převod mezi vněǰśım a vnitřńım popisem jsme si ukazovali na přednášce pro spojité
systémy. U systémů diskrétńıch je postup zcela analogický.

Př́ıklad 1. Diskrétńı LTI systém, popsaný rovnićı

y[n+ 2]− y[n+ 1] + y[n] = −
(1

2

)n
(1)

s počátečńımi podmı́nkami y[0] = 1 a y[1] = −1 převed’te na ekvivalentńı vnitřńı popis.
Zapǐste matice vnitřńıho popisu.

Řešeńı:
Analogicky se spojitými systémy zavedeme substituci

x1[n] ≡ y[n],
x2[n] ≡ y[n+ 1]

z čehož plyne rovnou

x1[n+ 1] = x2[n].

Po dosazeńı do (1) máme

x2[n+ 1]− x2[n] + x1[n] = −
(1

2

)n
x2[n+ 1] = −x1[n] + x2[n]−

(1
2

)n
Systém je tedy popsán soustavou rovnic

x1[n+ 1] = x2[n]

x2[n+ 1] = −x1[n] + x2[n]−
(1

2

)n
y[n] = x1[n].

a matice jsou

M =
[

0 1
−1 1

]
, N =

[
0
1

]
,

C =
[
1 0

]
, D = ∅.

�
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Úkol 1. Diskrétńı LTI systém, popsaný rovnićı
1
2y[n+ 2]− y[n] = (−2)n

s počátečńımi podmı́nkami y[0] = −1 a y[1] = 0 převed’te na ekvivalentńı vnitřńı popis.
Zapǐste matice vnitřńıho popisu.

Úkol 2. Diskrétńı LTI systém, popsaný rovnićı
1
2y[n]− y[n− 2] = (−2)n

převed’te na ekvivalentńı vnitřńı popis. Zapǐste matice vnitřńıho popisu.

Př́ıklad 2. Mějme diskrétńı LTI systém, popsaný soustavou rovnic

x1[n+ 1] = 2x1[n] + x2[n]
x2[n+ 1] = −x1[n]− u[n]

y[n] = x1[n].

s počátečńımi podmı́nkami x1[0] = −1 a x2[0] = 1. Bez použit́ı Z-transformace nalezněte
možnou rovnici vněǰśıho popisu systému a odpov́ıdaj́ıćı počátečńı podmı́nky.

Řešeńı:
Prostým dosazeńım y[n] ≡ x1[n] a y[n+ 1] ≡ x1[n+ 1] máme

y[n+ 1] = 2y[n] + x2[n]
x2[n+ 1] = −y[n]− u[n].

Systém je LTI, prvńı rovnici m̊užeme proto přepsat substitućı n→ n+ 1 na

y[n+ 2] = 2y[n+ 1] + x2[n+ 1]

a po dosazeńı druhé rovnice soustavy za x2[n+ 1] máme

y[n+ 2] = 2y[n+ 1]− y[n]− u[n].

Výsledná rovnice vněǰśıho popisu by tedy mohla být např́ıklad

y[n+ 2]− 2y[n+ 1] + y[n] = −u[n].

Protože je y[n] = x1[n], je y[0] = x1[0] = −1. Z prvńı rovnice soustavy potom máme
y[1] = 2x1[0] + x2[0] a druhá počátečńı podmı́nka je proto y[1] = −1. �

Úkol 3. Mějme diskrétńı LTI systém, popsaný soustavou rovnic

x1[n+ 1] = 2x2[n]− u[n]
x2[n+ 1] = −x1[n]

y[n] = x2[n].

s počátečńımi podmı́nkami x1[0] = 1 a x2[0] = 0. Bez použit́ı Z-transformace nalezněte
možnou rovnici vněǰśıho popisu systému a odpov́ıdaj́ıćı počátečńı podmı́nky.
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2 Opakováńı iterativńıch výpočt̊u
Př́ıklad 3. Bez použit́ı Z-transformace vypočtěte prvńıch pět člen̊u posloupnosti výstupu
diskrétńıho LTI systému s impulsńı odezvou

h[n] = −
(1

2

)n
pokud na vstup přivedeme signál u[n] = (−1)n.

Řešeńı:
Výstup diskrétńıho LTI systému je dán konvolućı vstupu s impulsńı odezvou, tedy

y[n] =
∞∑
m=0

h[n−m]u[m] =
n∑

m=0
h[n−m]u[m].

Z toho

y[0] = h[0]u[0]
= 1 · 1 = 1

y[1] = h[1]u[0] + h[0]u[1]

= 1
2 · 1 + 1 · (−1) = −1

2
y[2] = h[2]u[0] + h[1]u[1] + h[0]u[2]

= 1
4 · 1 + 1

2 · (−1) + 1 · 1 = 3
4

y[3] = h[3]u[0] + h[2]u[1] + h[1]u[2] + h[0]u[3]

= 1
8 · 1 + 1

4 · (−1) + 1
2 · 1 + 1 · (−1) = −5

8
y[4] = h[4]u[0] + h[3]u[1] + h[2]u[2] + h[1]u[3] + h[0]u[4]

= 1
16 · 1 + 1

8 · (−1) + 1
4 · 1 + 1

2 · (−1) + 1 · 1 = 11
16

�

Úkol 4. Nalezněte h[n], v́ıte-li, že s[n] = (7/8)n.

Úkol 5. Nalezněte prvńıch pět člen̊u odezvy y[n] diskrétńıho LTI systému na vstupńı
posloupnost u[n] = {1, 1, 0, 0, 0, . . . }∞n=0, v́ıte-li, že h[n] = (7/8)n.

Úkol 6. Nalezněte prvńıch pět člen̊u posloupnosti impulsńı odezvy h[n] diskrétńıho LTI
systému, jehož odezva na vstupńı posloupnost u[n] = {1,−1, 0, 1, 0, . . . }∞n=0 je y[n] =
{−1/2, 1, 0,−1, 0, . . . }∞n=0.

3 Dop̌redná Z-transformace
Př́ıklad 4. Určete F (z), pokud f [n] = nan.

4



Řešeńı:
Podle přednášek (a s využit́ım věty o derivaci obrazu a znalosti o derivaci pod́ılu dvou
funkćı) je

Z {nan} = Z {nan} = −z d
dz

1
1− az−1

= −z 0 · (1− az−1)− 1 · (0 + az−2)
(1− az−1)2 = −z −az−2

(1− az−1)2

= az−1

(1− az−1)2 .

�

Př́ıklad 5. Nalezněte F (z) pro spojitou funkci na obrázku za předpokladu, že funkce
je vzorkována s periodou T = 1 s.

t

f(t)

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

1

2

3

4

Řešeńı:
Prvńıch jedenáct člen̊u posloupnosti f [n], která vznikne navzorkováńım spojitého signálu
f(t), zaṕı̌seme pro přehlednost do tabulky:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

nT 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

f [n] = f(nT ) 0 2 4 2,5 1 1 1 1 1 1 1
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Dále postupujeme výpočtem transformace podle definičńıho vzorce,

F (z) =
∞∑
n=0

f [n]z−n = 0 · z0 + 2 · z−1 + 4 · z−2 + 2,5 · z−3 + 1 · z−4 + 1 · z−5 . . .

= 2z−1 + 4z−2 + 2,5z−3 +
∞∑
m=4

z−m

= 2z−1 + 4z−2 + 2,5z−3 + z−4

1− z−1 .

�

Úkol 7. Určete F (z), pokud f [n] = ean.

Úkol 8. Nalezněte Z-transformaci posloupnosti, jež vznikne vzorkováńım spojitého
signálu z př́ıkladu 5 s periodou T = 1/2 s.

Úkol 9. S pomoćı definičńıho vztahu ukažte, že Z-transformace posloupnosti zpožděného
jednotkového skoku

xn = 1[n−m] =
{

1 pro n ≥ m
0 pro n < m

je rovna

X(p) = z1−m

z − 1 .

Úkol 10. Pomoćı Eulerova vzorce odvod’te Z {cos(an)}.

Úkol 11. S pomoćı vzorce pro Z-transformaci konvoluce dokažte, že Z-obrazem po-
sloupnosti w[n] = n+ 1 je

W (z) = z2

(z − 1)2 .

Nápověda: Uvědomte si, jakých hodnot nabývá posloupnost w[n] pro n = 0, 1, 2, . . . .
Vyjádřete tento součet jako w[n] =

∑n
m=0 x[n]y[n −m] a nalezněte odpov́ıdaj́ıćı x[n] a

y[n] a jim odpov́ıdaj́ıćı X(z) a Y (z).

4 Z-transformace výraz̊u
Úkol 12. Zapǐste Z-transformaci soustavy rovnic vnitřńıho popisu systému

x1[n+ 1] = x2[n]
x2[n+ 1] = −x1[n] + x2[n]− u[n]

y[n] = x1[n].

Z transformované soustavy vyjádřete Y (z) jako funkci U(z) pro počátečńı podmı́nky
x1[0] = 1 a x2[0] = −1.
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Př́ıklad 6. Nalezněte F (z) periodické sekvence, pro niž plat́ı f [n+ 2] = f [n], f [0] = −5
a f [1] = 5.

Řešeńı:
Podle věty o posunut́ı je

Z {f [n+ 2]} = Z {f [n]} ,
z2F (z)− z2f [0]− zf [1] = F (z)

z2F (z)− F (z) = −z2f [0]− zf [1]

F (z) = −z
2f [0]− zf [1]
z2 − 1

a po dosazeńı počátečńıch podmı́nek

F (z) = 5 z(z − 1)
(z + 1)(z − 1) = 5 z

z + 1 .

�

Úkol 13. Určete fundamentálńı periodu a nalezněte Z-transformaci periodické posloup-
nosti f [n], naznačené na následuj́ıćım obrázku

n

f [n]

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

1

2

3

4

Úkol 14. Vyjádřete Y (z) jako funkci U(z) pro diskrétńı LTI systém popsaný diferenčńı
rovnićı

y[n+ 2]− y[n+ 1] + y[n] = u[n]

s počátečńımi podmı́nkami y[0] = 1 a y[1] = −1.
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5 Zpětná Z-transformace
Úkol 15. Najděte

y[n] = Z−1
{

bz

z − 1
1

1− az−1

}
.

Řešeńı:
[
b(an+1 − 1)

a− 1

]

Úkol 16. Najděte
y[n] = Z−1

{
− z (−2 z + b+ a)

(−z + a)(−z + b)

}
.

Řešeńı:
[
an + bn

]

Úkol 17. Najděte
y[n] = Z−1

{
za(b− 1)

(za− b)(za− 1)

}
.

Řešeńı:
[
bn − 1
an

]

Úkol 18. Najděte

y[n] = Z−1
{
z
(
−za+ a2 − z2 + 2 zb− b2)
a (−z + b)2 (−z + a)

}
.

Řešeńı:
[
nbn−1 + an−1

]

6 Řešeńı diferenčńıch rovnic
Úkol 19. S pomoćı Z-transformace vyřešte diferenčńı rovnici

y[n+ 1]− 3y[n] = 4n.

Počátečńı podmı́nka je y[0] = 0.

Úkol 20. S pomoćı Z-transformace vyřešte soustavu diferenčńıch rovnic

x[n+ 1] =
√

2
2 x[n]−

√
2

2 y[n]

y[n+ 1] =
√

2
2 x[n] +

√
2

2 y[n]

s počátečńımi podmı́nkami x[0] = 1 a y[0] = 0.
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Př́ıklad 7. Vyřešte homogenńı diferenčńı rovnici

y[n+ 2]− 4y[n+ 1] + 3y[n] = 0 (2)

s počátečńımi podmı́nkami y[0] = y0 = 1 a y[1] = y1 = 5.

Řešeńı:
Po Z-transformaci obdrž́ıme z rovnice (2) algebraickou rovnici ve tvaru

z2Y (z)− z2y0 − zy1 − 4zY (z) + 4zy0 + 3Y (z) = 0

a proto

z2Y (z)− 4zY (z) + 3Y (z) = z2y0 + zy1 − 4zy0

Y (z)
[
z2 − 4z + 3

]
= z2 + 5z − 4z

Y (z) = z2 + z

(z − 1)(z − 3) .

Pro rozklad na parciálńı zlomky muśıme vztah upravit (stupeň polynomu v čitateli muśı
být nižš́ı, než stupeň polynomu ve jmenovateli),

1
z
Y (z) = z + 1

(z − 1)(z − 3) = −1 · 1
z − 1 + 2 · 1

z − 3

a odtud
y[n] = Z−1 {Y (z)} = Z−1

{
− z

z − 1 + 2 z

z − 3

}
= −1 + 2 (3)n.

�

7 Stabilita diskrétńıch systémů
Úkol 21. Určete, zda je odezva systému, popsaného v př́ıkladu 7, stabilńı.

Úkol 22. Vyšetřete stabilitu systému, diskutovaného v úloze 19.

Úkol 23. Určete, jaké hodnoty parametr̊u a a b zaruč́ı stabilitu systému s impulsńı
odezvou

h[n] = bn − 1
an

.

8 Spojováńı systémů
Př́ıklad 8. Diskrétńı systém je tvořen dvěma paralelně zapojenými subsystémy, po-
psanými pomoćı d́ılč́ıch přenosových funkćı

H1(z) = z

z − 1
2

a H2(z) = − z

z − α
.
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Zapǐste výslednou přenosovou funkci celého systému.

Řešeńı:
Pro dva systémy zapojené paralelně (tedy ”vedle sebe“) plat́ı, že výsledná přenosová
funkce systému bude součtem d́ılč́ıch přenos̊u. V našem př́ıpadě tedy

H(z) = H1(z) +H2(z) = z

z − 1
2
− z

z − α
=
z(z − α)− z(z − 1

2)
(z − 1

2)(z − α)

=
z(1

2 − α)
(z − 1

2)(z − α)
.

�

Úkol 24. Zapǐste přenosovou funkci sériově zapojených subsystémů z př́ıkladu 8.

Úkol 25. Uvažujte nestabilńı diskrétńı systém s přenosem

H(z) = z3 + 2z2 − 3z + 2
z3 + 3z + 3 .

Jaké ześıleńı α muśı mı́t zpětnovazebńı člen, j́ımž výše uvedený systém stabilizujeme?
Nápověda: Přenos zpětnovazebńıho členu je Hα(z) = α.

Úkol 26. Vyjádřete přenos H(z) = Y (z)/U(z) složeného systému na následuj́ıćım
obrázku:

H1(z) H2(z) H3(z)

H4(z)

H5(z)

u[n] +
+
−

+
y[n]
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Úkol 27. Vyjádřete přenos H(p) = Y (p)/U(p) systému na následuj́ıćım obrázku:

H2(p)

H1(p)

H3(p)

u(t)
+−

+ y(t)−

Řešeńı:
[
H(p) = H1(p) +H2(p)

1 +H1(p) +H2(p) +H2(p)H3(p)

]

Úkol 28. V jakém vztahu muśı být přenos G(p) ku H(p), aby pro ńıže uvedené systémy
platilo y1(t) ≡ y2(t)? Zd̊uvodněte.

H(p)
u(t)

y1(t)

y(t)
H(p)

G(p)

u(t) y(t)

y2(t)

Řešeńı:
[
G(p) = 1

H(p)

]

9 Diskretizace
Př́ıklad 9. Převed’te autonomńı spojitý LTI systém, popsaný homogenńı diferenciálńı
rovnićı

y′′(t) + 4y(t) = 0 (3)

s počátečńımi podmı́nkami y(0) = 1 a y′(0) = 0, na systém diskrétńı náhradou derivace
dopřednou diferenćı.

Řešeńı:
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Nahrad́ıme-li derivaci dopřednou diferenćı, dostaneme

y′(t) ≈ y(nT + T )− y(nT )
T

y′′(t) = d
dt

( d
dty(t)

)
≈ y(nT + 2T )− 2y(nT + T ) + y(nT )

T 2

a po dosazeńı do (3)

y(nT + 2T )− 2y(nT + T ) + y(nT )
T 2 + 4t(nT ) = 0,

y(nT + 2T )− 2y(nT + T ) + y(nT ) + 4T 2y(nT ) = 0.

Pro členy výstupńı posloupnosti y[n] plat́ı y[n] ≡ y(nT ) a proto

y[n+ 2]− 2y[n+ 1] + y[n] + 4T 2y[n] = 0,
y[n+ 2]− 2y[n+ 1] + (4T 2 + 1)y[n] = 0.

Zbývá určit počátečńı podmı́nky diskrétńıho systému. Protože je y(0) = 1, je také y[0] =
0. Počátečńı podmı́nku v y[1] muśıme ale dopoč́ıtat z dopředné diference

y′(0) ≈ y(T )− y(0)
T

≡ y[1]− y[0]
T

odkud dostaneme postupně

y[1]− y[0] ≈ Ty′(0),
y[1] ≈ Ty′(0) + y[0].

Odtud po dosazeńı za y[0] = 0

y[1] ≈ T · 0 + 1 = 1.

�

Úkol 29. Na rovnici z př́ıkladu 9 demonstrujte vliv r̊uzné délky vzorkovaćı periody T
na kovergenci řešeńı diferenčńı rovnice k řešeńı p̊uvodńı diferenciálńı rovnice:

• Nalezněte y(t) jako řešeńı rovnice (3) ve spojitém čase.

• Nalezněte y1[n], y2[n] a y3[n] jako řešeńı odpov́ıdaj́ıćı diferenčńı rovnice se vzroko-
vaćı periodou T1 = 1 s, T2 = 0,01 s a T3 = 0,0001 s.

• Zakreslete všechny čtyři pr̊uběhy do jednoho grafu. Nezapomeňte na správné mě-
ř́ıtko na ose t.
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