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Tento text je do jisté miry experimentalnim piskovistém na odladéni
pfevodu textu prezentace vytvofené v IATEXové tiidé beamer do

textu vysazeného pomoci tufte-handout. Obsah je oproti prezentaci
mirné rozsifen o poznamky. Bude se jesté v priibéhu semestru ménit,
kontrolujte si prosim ¢as sestaveni v zahlavi tohoto souboru.
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Vnéjsi a vnitini popis systému

Systém druhého ddu

Diferencialni rovnice druhého fadu s poc¢dtetnimi podminkami ve
tvaru

y'(8) +ary'(£) + aoy(t) = u(t) (1)

y(0) =ca a y(0)=c, (2)
udéava vztah vstupu u(t) a vystupu y(t) spojitého linedrniho stacio-
nérniho systému.

vews

Tento vnéjsi popis pfevedeme na stavovy popis volbou stavového
vektoru



Dosadime za y'(t) = x2(t) a y”(t) = x4(t) do ptivodni diferenci-
alni rovnice a obdrzime

x5 (t) + ay xp(t) + ag x1(t) = u(t).

Soucasné plati

Dostédvame tak

x| _ 10 1] |xa®)
x(t) —ag  —ay| |x2(t)

respektive

kde

Rovnici pro vystup vyjaddiime z definice stavovych veli¢in

y(t) = {1 0} lm(t) +0u(t).

xo(t)

Matice D je nulova a jedna se o tak zvany ryzi systém. Pro vystupni

matici dostdvame
c= [1 0} .

Je vhodné podotknout, Ze pocate¢ni podminky se transformujf
do stavového popisu jako

y(0) =x1(0) =c1 a ¥ (0) = x2(0) = c2.

Obecnyj systém n-tého fddu

Predpokladejme opét, Ze systém je popsan diferencidlni rovnici
v () +ap oy V(@) 4 ay () Fagy() = ult) ()

UkéZeme nyni, jak se koeficienty diferencialni rovnice objevi ve
stavovych maticich. Postup je zobecnénim pfedchazejiciho pfikladu.

Stavové veli¢iny volime jako derivace hledaného feSeni y(t) takto

x(t) = y(t),
x(t) =y'(t),
x3(t) =y (1),
x(t) =y (1),



Ze soustavy a diferencidlni rovnice plyne postupné

(t) = x2(t),

1
2(t) = x3(t),

=

=

1 n
X, (1) = u(t) —apx1 (t) — arxa(t) — ... — ap_1xn(t).

0 01 0 0-- 0 a1 [0

x5 (t) 0 1 0 x2(t) 0

xX5(tH) =] 0 0 1 0 x3(t) | + 0] u(r)

x),(£) —ag—a1—ay—az... —ay_1| [Xa(t) 1

V souladu s obecnym znacenim pro stavovy popis LTI systémi

oznacime
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A=1| O 0 0 1 0
—ap —ay —dap —az ... —A4y_1
a
0
0
B= |0
1
Dale plati
x1(t)
xa(t)
y:[l 00 0 0] x(t) |,
xn (t)
takze
c:[l 00 0 o]
a



Pocate¢ni podminky maji tvar

y(0) =x1(0)= cy,
¥v(0) =x(0)= o
y'(0) =x300)= c3

yD0) =x,(0) = cn.

Priklad

Soustava dvou vozikii

Example 1 (Soustava dvou vozikti). Dva voziky s hmotnosti m; a mp
zobrazené na obrdzku 1 jsou spojeny pruzinou, kterd ma koeficient
pruznosti x.
y1(t) y2(t)
f(t) Obrazek 1: Dva voziky disku-
- mq v mp

© © © ©

tované v piikladu 1

Podle obrédzku putisobi na prvni vozik hnaci sila f(t).

Polohy vozikt jsou y; (t) a ya(t), takZe p¥i zanedbani tfeni maji
pohybové rovnice tvar

myyy (t) = f(£) +x (y2(t) —ya(t))
myyy () = —x (y2(t) — y1(t))

Mame sestavit stavové rovnice pro systém dvou vozika.

Polozime
x1(t) =y(t),  x(t) =y2(t),
() =yi(t),  xa(t) = ya(t)
a dostavame soustavu rovnic
x1(t) = 1 (t) = x3(t),
% (1) = ya(t) = xa(t),
B0 = (1) = 2 (xalt) = 0i(0) + - 1)



kterou jiz snadno pfevedeme na stavovy popis

xq(t) 0 0 1 0f [xq(t) 0
x5 () 0 0 0 1f [x(t) 0
/2 = |_x K 00 + 1 f(t)
x3(t) mq mq x3(t) mq
x)(t) ar w0 0] [xa(t) 0
a
x1(t)
x2(t)
=01 00
/ { } x3(t)
x4 (1)
Mame matice stavového popisu ve tvaru
0 0 10 0
A 0 0 01 B 0
= = 1
om0 iy
a;  ~my 00 0
a
c=[0 10 0
Diskrétni systémy

Systém druhého vddu

Diferen¢ni rovnice druhého fadu s po¢ate¢nimi podminkami ve
tvaru

yln +2] + ary[n + 1] + agy[n] = uln] (4)
y(0) =7 a y(1) =", (5)
udéva vztah vstupu u[n] a vystupu y[n] diskrétniho LTI systému

Tento vnéjsi popis prevedeme na stavovy popis volbou stavového
vektoru

xalnl = ylnl,
xafn] = yin+1].

Dosadime za y[n + 1] = x[n] a y(n +2) = x[n + 1] do ptvodni
diferen¢ni rovnice a je

xa[n+1] = —ag x3[n] — ag x1[n] + un]. (6)

Soucasné plati

xi[n+1] = y[n+1] = x2[n]. 7)
Dostéavame tak
xn+1)| | 0 1| [xq[n] 0
xlz[n+1} B [ —g —oq] [xl[n] + 1 ulr] ®)




nebo
X1 [I’l + 1])

xaln +1] + Nufn], 9)

_ x1[n]
=M sz (1]

resp.

Rovnici pro vystup vyjadiime z definice stavovych veli¢in

y[n] = [1 0} [xlﬁ +0uln]. (10)

XN

Matice D je tedy nulova a pro vystupni matici dostavame
C= [1 o] : (11)

Linedrni systém, ktery md matici D nulovou, se nazyva ryzi systém.
Je vhodné podotknout, Ze poc¢ate¢ni podminky se transformuji do
stavového popisu takto

y(0) =711 =x1(0) a y(1) =172 =1x2(0).

... podobné diferencalni rovnice druhého faddu s pocatecnimi
podminkami ve tvaru

g(t) + ary(t) +aoy(t) = u(t) (12)
y(O)l=or =1 a y(B)|=0r = c2, (13)
udéva vztah vstupu u(t) a vystupu y(t) spojitého LTI systému

Tento vnéjsi popis pfevedeme na stavovy popis volbou stavového
vektoru

() = yb),
x(t) = ).

PouZijeme y(t) = x(t) aje jj(t) = x»(t), Tento vztah dosadime
do ptivodni diferencialni rovnice a je

Xp(t) = —ay x2(t) — a0 xq () + u(t). (14)

Soucasné plati

X1 (t) = y(t) = x2(t) . (15)
Dostdvame tak

] _[ o 1] [mo] [, )
lxz(f)] B [ —ap —ﬂll ch(f) ) (6




nebo

+Bu(t), (17)

resp.

Rovnici pro vystup vyjadiime z definice stavovych veli¢in

y(t) = [1 0} lxl(t) Lou(t). (18)

xz(t)

Matice D je tedy nulova a pro vystupni matici dostdvame

C= [1 o] . (19)

Pocate¢ni podminky se transformuji do stavového popisu takto

Y(B) =0+ = c1 = x1(t)|=0+ a Y(t)|=0+ = c2 = x2(t)|t=0+

Pyiklad stavového modelu z redlného svéta

Model fakulty

Vznik nové fakulty a hledani odpovédi na riizné otazky souvisejici
s pocty studentil jsou ukdzkou diskrétniho stavového systému, ve
kterém slozka stavového vektoru x; reprezentuje pocet studentti v i-
tém ro¢niku. Pfedpokladejme déle, Ze do prvniho ro¢niku budeme
pfijimat pravidelné kazdy rok u[n] studentd.

¢ JestliZze z kazdého ro¢niku postoupi bez potiZi a; x; studentt,
opakuje ayx; studentti a fakultu opustf a3x; studentti, kde a; +
ap + a3 = 1, naleznéte pocty absolventtl, pokud tispésnost u
(5)

statnich zavére¢nych zkousek je a, pro které plati a = a;™".

* Naleznéte celkovy pocet studentti, ktef{ studuji v jednom akade-
mickém roce na fakulté.

Stavovy popis této vzorové situace je

- ) -

a1 [ 00 0 0] uy
xp[n+1] dV 0 0 0 0| |xn 0
v+l =0 a? & o 0| |xn]|+|0]un
xg[n+1] 0 af’) a:(;l) 0 x4[n] 0
x5(n +1] 0 0 a§4) a§5) x5 (1] 0

+

Z minuleho +
rocniku

Do dalsiho
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Obrézek 2: Model jednotlivého
ro¢niku fakulty
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Nebo se miiZzeme ptét, jaky je celkovy pocet studentt na fakulté
v urcitém roce. Potom pro vystup obdrzime

(1]
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ylnl =1 1 1 1 1] [xsn]
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