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Tento text je do jisté miry experimentdlnim piskovistém na odladéni

pfevodu textu prezentace vytvofené v IATEXové tiidé beamer do

textu vysazeného pomoci tufte-handout. Obsah je oproti prezentaci

mirné rozsifen o poznamky. Bude se jesté v priibéhu semestru ménit,
kontrolujte si prosim ¢as sestaveni v zahlavi tohoto souboru.

Fourierova transformace

Matematické nastroje pro reprezentaci a analyzu LTI systémt, které
jsme si doposud ukazovali, jsou zaloZeny na reprezentaci vztahu
vstup-vystup pomoci konvoluce a na reprezentaci signalti jako
linedrni kombinace vzdjemné posunutych a skdlovanych impulsi.

Ukéazeme si nyni, Ze podobnym zptisobem, jako v predchézeji-
cich pfednaskach, 1ze signaly reprezentovat jako linedrni kombinaci
komplexnich exponencidl. Vysledkem takovéto reprezentace je po-
tom tak zvana Fourierova transformace, jez prevadi signdl z ¢asové
do frekvené¢ni roviny.

Komplexni exponencidla

Dtlezitost komplexnich exopnencidlnich funkeci pfi studiu LTI
systému plyne z faktu, Ze odezva LTI systému na takovyto signdl je



ta samd komplexni exponencidla, pouze se zménénou amplitudou’.
Platf tedy

spojity systém: et — H(s) - e
diskrétni systém: z" — H(z) - 2"
kde H(s) respektive H(z) je komplexni Skdlovaci faktor, jez obecné
muzZe zaviset na komplexni proménné s nebo z.

Signdl, pro néjz je vystup systému roven vstupu az na nasobeni
konstantou, nazyvame vlastni funkce systému a odpovidajici skalo-
vaci faktor pak nazyvame vlastni ¢islo systému.

UkaZzme si nyni, Ze komplexni exponencidla je opravdu vlastni
funkci LTI systému: UvaZujme spojity LTI systém s impulsni ode-
zvou h(t) a vstupnim signalem u(t) = %, kde s € C. Vystup je dén
konvolu¢nim integrélem

(e9)

y(t) = /oo h(t)u(t—1)dt = / h(t)est-7dr.

J —00 J —00

Plati e5(!=7) = ¢5/¢=57 a Elen ¢ nezavisi na integrandu, je tedy

y(t) = e /joh('r) e~ *tdrt.

Predpoklddejme nyni bez dalsi hlubsi analyzy (ktera je ovSem zcela
na misté), Ze integrdl na pravé strané rovnice (??) konverguje k
né&jaké hodnoté, zavislé v obecném piipadé na s. V takovém piipadé
je odezva systému na vstupni signal u(t) = €5 rovna

y(t) = H(s) -,

kde H(s) je komplexni konstanta zavisejici jednak na s a jednak na
impulsni odezvé systému vztahem

(o)
H(s) = / h(t)e—Tdr.
Ukaézali jsme si tedy, Ze komplexni exponencidla e* je opravdu
vlastni funkci spojitych LTI systémti. Konstanta H(s) pro né&akou
konkrétni hodnotu s je potom vlastnim ¢&islem systému spojenym s
vlastni funkef e%.

Jak uvidime pozdéji, to samé Ize ukdzat i pro diskrétni systémy:.

Pro imagindrni hodnoty s, tedy pro s = iw, odpovidd H(s)
Fourierové transformaci signalu impulsni odezvy h(t).

Matematické ndvadi - Laplaceova transformace

V minulém odstavci jsme si ukézali, Ze pro imagindrni s odpovida
H(s) Fourierové transformaci signdlu impulsni odezvy h(t). Pokud
budeme uvazovat namisto ryze imagindrnich komplexnich hodnot
obecna komplexni ¢fsla p, bude vysledkem generalizace Fourierovy
transformace — tak zvana Laplaceova transformace.

* Jak jsme si fikali, LTI systém ne-
dokéze zménit frekvenci vstupniho
signdlu.



Diivody pouZiti

Laplaceova transformace vyznamné zjednodusuje nékteré operace
v oblasti analyzy spojitych LTI systémd, napiiklad

* derivace = ndsobeni proménnou p
* integrace = déleni proménnou p

e diferencidlni rovnice n-tého fadu s konstantnimi koeficienty =
algebraické rovnice n-tého fadu

e konvoluce f(t) * g(t) = sou¢in F(p) - G(p)

Definice

Definice 1 (Laplaceova transformace). Laplaceova transformace
funkce f(t), ktera je nanejvys polynomidlniho riistu

f(t) :ﬂ0+ﬂ1t+a2t2+...+antn
je definovéna integralem

F(p)= [ finerdr = £{F(1)}. 8

Funkci f(t) nazyvame vzorem a funkci F(p) Laplaceovym obra-
zem.

Zpétna Laplaceova transformace ma tvar integralu podél kiivky
v komplexni roviné p

= o [TTRp =T ). @

N 2711 Je—ico
Praktické pocitdni zpétné Laplaceovy transformace vychazi z

residuové véty, kterd pro raciondlné lomené funkce v proménné p
vede v operatorovém poctu na Heavisideovu vétu.

Vlastnosti

Véta 2 (Linearita). Laplaceova transformace je linedrnt:
L {;akfk(t)} = ;”kﬁ ()} = ;ﬂka(P)
= {;bmpm<p>} = S (Fa(p)) = Dl
Véta 3 (O zméng metitka). Pro F(p) = £ {f(t)} je

cifany = F (F)

a

Obréazek 1: Oliver Heaviside,
1850-1925



Diikaz. Substituci at = T

Lifan} = [ flaner'at = [~ e

Véta o zméné métitka plati samoziejmeé i obrdcené pro b =1/a:
1./t\ .4
Ef (b) = L7 {F(bp)}

Vsechny integralni transformace (Laplace, Fourier, Wavelets)
podléhaji Hesienbergové principu neurcitosti v ¢asovém a kmitocto-

vém rozliSeni.

freq

time

Véta 4 (O posunuti). Je-li F(t) = L{f(t)}, pak

LA -D)f(t—1)} = PL{f(t)} = e P F(p).

Diikaz. Substituci t — T = ¢ obdrZime

L {f(f — T)} = /(;oof(t — T)e_ptdt _ /_00 f(ﬁ)e"’(””)dﬂ
= PT /__Tof(ﬁ)e_mgdﬂ L Pt /Ooof(ﬁ)e_pﬁdls‘

= et [ foe s = e ()

Velice ¢asto se miizeme setkat se zdpisem véty o posunuti ve

tvaru

L{f(t=1)} = e P E(p).
Tento zapis je zcela korektni za pfedpokladu, Ze dodrZzime nésle-
dujici podminku definice jednostranné Laplaceovy transformace:
defini¢ni obor transformované funkce f(t) je t > 0, pro t < 0 volime
f(t) = 0.Jednostranna transformace neposunté funkce funguje
i bez této podminky, nebot’ defini¢ni integral zahrnuje pouze ne-
zdporné hodnoty ¢, v pfipadé posunu parametru funkce o vyse
uvedené T se ale dostdvame do problémt, zptisobenych nejedno-
znacnosti vySe uvedeného zapisu. Demonstrujme si tyto problémy

na nésledujicim ptikladu.

Priklad 5 (Blize o vété o posunuti). Laplacetiv obraz funkee f(t) =

1,2 -
at7je

ey = {52}

freq

1 1
T-dt=~-F
a

Obréazek 2: Casové-kmitoctové
rozliSeni



Jak to ale bude v pfipadé, Ze budeme pocitat obraz té samé funkce,
posunuté o T =1, tedy f(t — 1) = 3(t —1)?

ResSeni:

Pokud zvolime podle (3)

ﬁ{f(t_l)}zﬁ{;(t—l)z} =£{;(t2—2t+1)}:pl3_ 1

1.1
P> p

odpovida priibéh nasi transformované f(t — 1) obrazku

f(#) f(#)

f(t) = 382 f(£) = 5(t—1)?
/ /

i

4

a to neni to, co potfebujeme: z pravého grafu vidime, Ze takto vy-
jadfend funkce f(t — 1) nabyva nenulovych hodnot i pro zdporné
hodnoty argumentu, kokrétné pro 0 < t < 1. Korekini zptisob
naznacuje nésledujici obrazek:

f(#) f(#)
ft) =312 1(t=1)f(E-1)

/ // t

i

1

Tomu odpovida zdpis transformace posunuté funkce, obsahujici
posunuty jednotkovy skok

L{U(t—1) f(t—1)}=e P LI{f(t)} = e_p~L{;t2} —e P .

Ukazuje se tedy, Ze je vhodnéjsi a ndzornéjsi zapisovat vétu o
posunti argumentu ve tvaru

L{A(E—1)-ft=1)} =e T E(p). 4)

Véta 6 (O konvoluci).
£r0) g0} = £{ [ 6= gle)ie| = Fp) - G(p)

Dtikaz se snaze provadi v diskrétnim case.

Diisledek



Véta 7 (O obrazu derivace funkce).

LAFW) = F(p)
e{ &0} =pFp) - 5O

L {;;f(t)} = p"F(p) — pnflf(o) _ pan%f(O) . _f(nfl)(())

o P b
Diikaz. Integrovanim per partes, | Hb u'o = [uv]) — | L uv'”:

c {jtf(t)} _ /Om% (H)ePtdt
= [ =) [ e ran
= —f(0) + pF(p).

Opakovanim tohoto procesu ziskdme postupné

2
e {izf(f)} = pF(p) = pf(0+) - % (0+)

Véta 8 (O obrazu integralu funkce).

e [ roaef = Srr)

Diikaz. Integrovanim per partes

c {/Otf(r)dr} - /Ooo (/Otf(r)dr> e Pdt

= —1;9 [/Otf(T)dTept];o - —1p /Ooo f(t)e Pidt
1

= ;F(p).

V dtikazu jsme vyuzili toho, Ze f(f) md polynomidlni M ale mohi by
to byt i nejvySe exponencialni, ne? W osta proto

t
lim/ f(t)dte Pt = 0.
0

t—00

Tabulky Laplaceovy transformace

Tabulky Laplaceovych obrazti zdkladnich funkci 1ze odvodit z defi-
ni¢nich vzorct postupnymi aplikacemi defini¢nitho vzorce &i vyuzi-
tim kombinaci jiZ zndmych obrazi. Uved'me si nékolik p¥ikladi:



Pro Diractiv impuls plati

ft) = [ at—m)f(r)d

—00

a proto je Laplaceova transformace Diracova impulsu (t) rovna
L{s(D)} = / S(H)e Pt = e 70 =1,
0
Obdobné pro jednotkovy skok je
o e 1 * 1 1
L{1(t :/ 1(¢t efptdt:/ e Pt = [—e”t} =0- <—> = —.
amy = [T10) 0 | )=

Zde jsme si pomohli faktem, Zze pro t > 0je 1(f) = 1 a z hlediska
vyse uvedeného integrélu se chova jako konstanta.

f6) =L HFp)} | F(p) = £{f()}
1 c+ioco o
fH) = 2ﬂ/ E(p)eMdp | E(p) = 0/ F(t)e Pt
5(t) 1
1(t) ;

Pro exponencidlni funkci s parametrem & € R,« > 0 mdme
obdobné, jako pro jednotkovy skok je

L{e ™} = /ooe_"‘te_ptdt = /w e (Pra)t — {—p_lf_ae_(”*"‘)tro =0— <_P‘:|l'0é> = p—lkzx'
0 0 0

Pro zékladni trigonometrické funkce plati v komplexnim oboru

Eulertiv vztah
iwt

e'“" = cos wt + isin wt
a proto také
: 1 iwt —iwt
sinwt = — (e —e )
2i
1 iwt —iwt
coswt = 5 (e +e )

a odsud pro sinus

L{sinwt} = %E {ei“’t} —%E {e*i“’t} =
1 1 1 1
:Ep—iw_ip—l—iw B
1p+ivw—p+iw)
Y P+ w?
w
T




a analogicky

L{coswt} = %E {ei“’t} + %L’ {e‘i‘*’t} =
11T
C2p—iw  2p+iw
_lptiw+p—iw

2 pPta?
_ p
pz +w?
f() =L {F(p)} | E(p) = L{f(1)}
o—ut 1
p+a
sin wt %
p-+tw
p
cos wt p2 i

Pro x(t) = t lze Laplacetiv obraz ur¢it také relativné jednoduse,
pokud si uvédomime, Ze argument integralu lze vyjadfit jako

ie_pt'

-pt — _
te dp

MftiZeme proto psat

[,{t}:/ te*Pfdtz/ ~ 4 ptgy = —i/ eptar = — 4L —irf
0 o dp

dp Jo

f(ty=L7H{E(p)} | F(p) = L{f(t)}

e~ gin wt %
(r+a)?+w
e~ cos wt %
(r+a)?+w
n!

tl’l

n+1

=




| tabulky jako booktabs? |

f(t) =L {EF(p)} | E(p) = L{f(1)}
Esin wt (pszZz)z

Ptiklady pouZiti Laplaceovy transformace

Priklad 9 (Integra¢ni RC ¢lanek). Hledejme odezvu integraéniho RC
¢lanku zndzornéného na obrazku 3 na vstupni signal.

Diferencidlni rovnici jsme si jiz odvodili v prvni pfednasce:

RC%uC(t) +uc(t) = up(t).

1 . .
Proa = 7C vstupni uq(t) = Up - 1(t) je

Ly(0) +ay(t) = ally 1(0).

Protoze je to diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty, mi-
Zeme pouzit Laplaceovu transformaci a jeji vlastnosti

e { G+ o) = st 101},

coZ upravime postupné na

c{ Sy} + L) = £t 10},
a déle na
c {jtya)} +al{y(h)} = all £{1(5)},

a obdrZime algebraickou rovnici pro neznamou Y (p)

pY (p) — 9(0) + ¥ (p) = ally - ;

Rovnici upravime tak, Ze nezndma bude na levé strané a vSechny
znamé konstanty na strané pravé

(p+a)Y(p) = ;’0 ¥(0).

uy (f) C

L
T

Obrézek 3: RC ¢lanek, viz
prvni pfednaska

uc(t)



a nalezneme feSeni v roviné p

aly y(0) Uy Up y(0)
Y = -3 __=Uv
(p) p(p+o<)+p+zx p p+oc+p+oc

S pomoci tabulek pak miiZeme nalézt pro t > 0 feSeni

y(t) =Uo (1 —e™™) +y(0)e ™™

Ptiklad 10 (Impulsni odezva LTI systému). Uvazujte LTI systém,
ktery je pro t > 0 popsdn naméfenymi hodnotami vstupu

u(ty=et e

a vystupu
y(t) = te™ 3

Jak nalezneme impulsni odezou?

ProtoZe plati

1 1 p+2
u(p)_p+1+p+3_ (p+1)(p+3)
1
Y(P):W
a protoze
Y(p) = H(p) - U(p),
je
_Y(p) 1 p+1 1 2 1
HD) = 47 = 359 <2 13 5

S pomoci tabulek pak mtizZeme nalézt pro ¢ > 0 feSeni

1

jehoZz graf je zndzornén na obrazku 5.

10

Obréazek 4: Priibéh napéti na
vystupu RC ¢lanku v zéavis-
losti na hodnoté pocatecniho
stavu, tedy zbytkového na-
pétiy(0) = 0V (modfe)a
y(0) =4V (Cervené)

0.5

h(t)

Obrézek 5: Impulsni odezva
systému z p¥ikladu 10
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