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Tento text je do jisté miry experimentalnim piskovistém na odladéni

pfevodu textu prezentace vytvofené v IATEXové tiidé beamer do

textu vysazeného pomoci tufte-handout. Obsah je oproti prezentaci
mirné rozsifen o pozndmky. Bude se jesté v pribéhu semestru meénit,
kontrolujte si prosim ¢as sestaveni v zdhlavi tohoto souboru.

Zpétnd Laplaceova transformace

Definice

JiZ jsme si fekli, Ze zpétna Laplaceova transformace md tvar inte-
gralu podél kfivky v komplexni roviné p

£ = o [ E(petap = £ (F).
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Pro raciondlni lomené funkce v proménné p budeme postupovat
jinak.



Rozklad na parcidlni zlomky
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Odbotka Il mozna lépe presunout k Hevidsideovi a k diskusi o
Laplaceové transformaci [l Vysledky Hevisideovy prace se tady
ohédnime hlavné z toho dtivodu, Ze on byl (pokud je mi zndmo)
prvni, kdo navrhl uceleny postup feseni jednoduchych diferencial-
nich rovnic pomoci operatorového poctu.

Operétorovy pocet, tedy alternativni metoda reprezentace ope-
raci derivace a integrovani jakymsi zvolenym operatorem, je v ob-
lasti matematické analyzy zndm uz od 17. stoleti. Heaviside pro své
vypocty pouzival operétor p ve vyznamu
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coZ 1:1 odpovida tehdy jeSté nezndmé Laplaceové transformaci.

Vysledkem operatorového zédpisu diferencidlnich rovnic bylo
(analogicky s nasSimi vysledky, jichZ jsme doséhli Laplaceovou
transformaci) vyjadfeni obrazu vystupu systému ve tvaru racio-
nalni lomené funkce,
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pro néjaké konstanty ag,...,a, a by, ..., by, uniz pfedpokladame,
ze limy o R(p) = 0 - to je zaruceno vzdy, kdyzje m < n, tedy

kdyz stupen polynomu v Citateli je nizsi, neZ stupen polynomu ve
jmenovateli.

Ze zakladnich kurza algebry vime, Ze zlomek (1) Ize vyjadfit
jako soucet parcidlnich zlomk, coZ jsou jednoduché zlomky s
konstantou v &itateli a jednim kofenem N(p) ve jmenovateli.

Q(p)

O raciondlni lomené funkci
N(p)

fikdme, Ze ma nulové body



Pov, jestlize Q(poy) = 0 a Ze ma poly peoy, jestlize N(peoy) = 0.

Q(p)
N(p)

Pokud ma funkce jednoduché pdly, potom

n

N(p) = H(P Poo) = (P = Peot) (P = Poc2) - - - (P — Poon)-
U=

Priklad 1 (Racionalni lomené funkce). Jestlize
N(p)=p>+3p> +6p+4=(p+1)(p*+2p+4)

urcete rozklad na kofenové &initele.

Je samoziejmé
N(p)=(p+1)(p*+2p+4) = (p+1)(p+1+1V3)(p+1—1V3)

takZe plati
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UP pu) = (p—p1)(p—p2)(p — p3).

Poly v tomto pifipadé jsou
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a plati N(p1) = N(—1) =0 atd.
Z tohoto ptfikladu plyne prvni krok, ktery musime pfi zpétné

Laplaceové transformaci provést: nalezeni kofenti polynomu ve
jmenovateli raciondlni funkce N(p)

Zakriyjvact pravidlo pro jednoduché poly

Rozklad raciondlni lomené funkce na parcidlni zlomky ma tvar
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kde k;, se nazyvaji residua.

Pro residua plati
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Pro jednoduchost budeme déle psat peoy — py. Protoze plati
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Tim jsme dokazali tzv. Heavisidetv vzorec pro zpétnou transfor-

maci raciondIni lomené funkce s jednoduchymi pély
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Pfiklad 2 (Jednoduché pély). Laplacetiv obraz impulsni odezvy

systému je
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H(p) =

Urcete h(t).
Reseni: Nejprve rozloZime
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Nisobné pély

Jestlize N(p) = (p — p1)Pr(p — p2)P2...(p — pn)P" méa ndsobné
kofeny s nasobnosti B;, musime pfedchozi postup modifikovat,
protoZe plati
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Je zfejmé, Ze v inverzni transformaci hraji vysadni roli pdly ra-
ciondlni lomené funkce. Proto se v dalsim mtiZeme zabyvat pouze
takovymi raciondlné lomenymi funkcemi, jejichZ citatel je jednot-
kovy

Jestlize tedy

N(p) = (p—p)Pr(p—p2)P2...(p — pu)Pr

md ndsobné kofeny, potom inverzni Laplaceova transformace ma

tvar
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Koeficienty k,(f ") mtizeme ziskat nésledujicim postupem.

Priklad 3 (Zpétna Laplaceova transformace nasobnych polti). Necht
napiiklad
N(p) = (p=2(p+5)(p +7).

Rozklad na parcidlni zlomky hleddme ve tvaru
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Vynésobime rovnici élenem (p — 2)2
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respektive rovnici
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pro kterou se vypocet k, redukuje na ptipad s jednoduchymi pdly a
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Zakryvact pravidlo pro ndsobné poly

V pfipadé, Ze se v pfipadé vyskytu ndsobnych poélé pokusime pro
rozklad na paricidlni zlomky pouZit zakryvaci pravidlo, zjistime,
Ze ndm tento postup moc nepomfiZe. Pokud totiZ ma jmenovatel
rozklddaného polynomidlniho zlomku kofen pe, s ndsobnosti k,
bude rozklad na parcidlni zlomky obsahovat ¢leny
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a z nich 1ze pfimym pouzitim zakryvaciho pravidla urcit pouze

hodnotu Aj_1, ale hodnoty Ay_, az Ag nikoliv.

Heavisideovo zakryvaci pravidlo 1ze ale pro ndsobné kofeny
pouZit, musime jej ale aplikovat opakované: Cely postup v tomto
pripadé vychdzi z principu, Ze kazdy nasobny kofen lze z jmenova-
tele postupné vytykat ven az do té doby, dokud nezbude zlomek,
jenz dokazeme rozlozit pfimou aplikaci zakryvaciho pravidla. Vy-
sledny rozklad poté opét ndsobime a ndsobky s rozdilnymi poély
rozkladame opét pfimou aplikaci zakryvaciho pravidla.

Ukazme si tento princip na jednoduchém piikladu.



Pfiklad 4 (Heavisidetiv vzorec pro ndsobné poély). Heavisideovou
metodou rozloZime na parcidlni zlomky racionélni lomenou funkci
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Postupujeme takto:
1
R = Pdvodni racionalni lomena funkce s nasobnymi poly.
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= . Nasobné koreny vytkneme.
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= ( + ) Na pravy zlomek pouzijeme zakryvaci pravidlo.
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= + A na pravy zlomek pouzijeme zakryvaci pravidlo jesté jednou.
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Pro pél s ndsobnosti 2 1ze z vySe uvedeného odvodit ndsledujici

postup:
R(p) = _ Pavodni racionalni lomena funkce s nasobnymi pdly.
(P+1)%(p+2) '

= A + B + ¢ Viz rovnice (2)

T (p+1)2  p+1l p+2

= L + B + ! Hodnoty A a C ur¢ime zakryvacim pravidlem
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1 1 1 Celou rovnici (tedy levou i pravou stranu) vynasobime (p + 1) a spocteme

(p+1)27p+1+p+2 limitu pro p — oc. Vyjde 0 = B+ 1.

Ptiklad pouZiti zpétné Laplaceovy transformace

Diferencidlni rovnice
Priklad 5 (Spojity systém druhého fddu). UvaZujme linedrni spojity
systém, popsany diferencidlni rovnici

y'(5) +3y' (1) +2y(t) = 5u(t),

kde u(t) = 1(t) je jednotkovy skok a pocatecni stav systému je dan
stavem vystupu a rychlosti v ase t = 0: y(0) = -1 a y'(0) = 2.
Maéme nalézt feSeni y(t).

Po Laplaceové transformaci diferencidlni rovnice dostaneme
algebraickou rovnici

szUﬂmMO)y%0)+3pY00$A0)+2Y1p)=:5;.



S pouzitim pocéte¢nich podminek nalezneme feseni algebraické
rovnice ve tvaru
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Rozlozime raciondlni lomenou funkci na parcidlni zlomky
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Hledané feSeni je pro t > 0

5 3 _
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Prvni ¢len odpovida ustdlenému stavu, dalsi dva cleny popisuji
ptechodovy dé;.

Vztah, popisovany rovnici (5), plati pouze pro t > 0 (proto z néj
mysticky vypadl jednotkovy skok, odpovidajici zpétné transformo-
vanému 1/p). Casto se proto setkavame s jednoznaén&jsim zapisem
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