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Tento text je do jisté miry experimentalnim piskovistém na odladéni

pfevodu textu prezentace vytvofené v IATEXové tiidé beamer do

textu vysazeného pomoci tufte-handout. Obsah je oproti prezentaci
mirné rozsifen o poznamky. Bude se jesté v priibéhu semestru ménit,
kontrolujte si prosim ¢as sestaveni v zdhlavi tohoto souboru.
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Zpétnd Laplaceova trasnformace — dokonceni

Obecné tesent diferencidlni rovnice druhého vddu

Diferenciélni rovnici

d? d
@y(t) +2a gy(t) + (a® + D)y (t) = u(t) (1)

s pocate¢nimi podminkami ve tvaru
/
y(0) = a y(0) =c
feSime pomoci Laplaceovy transformace.

ProtoZze plati

c{ G} =Y -y0)
d? ) d
£ {dtzy(f)} =pY(p) = py(0) — 3;¥(0)

nalezneme Laplaceovou transformaci diferencidlni rovnice jeji alge-
braicky tvar

p*Y(p) — py(0) — ¥'(0) + 2a(pY (p) — y(0)) + (a* + b*) Y (p) = U(p).
(2

Vyfesime pfedchozi rovnici vzhledem k obrazu vystupni veli¢iny
Y(p) a dostdvame

(P2 +2ap+ (@ +5%) Y(p) = U(p) + py(0) +y'(0) +2ay(0)

nebo
U(p)+c2+ (p+2a)c

(p+a+1b)(p+a—1b)

Y(p) =

Ptenosovd funkce

Pfenosova funkce H(p) je definovéna jako podil obrazu vystupu k
obrazu vstupu

H(p) = EEZ))

pro nulové pocatecni podminky a tedy

_Y(p) _ 1
H(p) = U(p) (p+a+ib)(p+a—1b)

Impulsni odezvu uréime jako zpétnou Laplaceovu transformaci
pfenosové funkce

-1 — -1 1 71 —at -
L7 {H(p)} =L {(p—l—a)z—i—bz} =53¢ sin bt



Pfechodovou odezvu s(t) ur¢ime zpétnou Laplaceovu transfor-

maci s(f) = £-1 {H(p);}

c (P((er;)z-sz)> - (ahlrzﬂ [;17_ (pf:)fibz]) )

ettt pte 4

B a2+ [p (p+a)?+b> (p+a)2+0?
1

a2+ b2

{1 — e " cosbt — %e“” sin bt] .

(3)

-1 T |1 pt2a _
a2+ |p (p+a)?+02]f

1

o —at ﬂ_t.
—m[lfe a Cosbtfge ™ sin bt

Zpétnd Laplaceova transformace — priklady

P#iklad 1 (Jak rozloZit cos® at?). Ukazte, Ze

-1 p(p? +7a%) _ .3
£ {(P2+a2)(P2+9a2) —cosal

Resent:
Pouzijeme-li vztah

cos3at = 4 cos® at — 3 cos at,

Obrézek 1: Impulsni odezva

Obrézek 2: Pfechodova odezva



3 %t Obrézek 3: Prubéh funkce
cos® at proa=rm/2

o
-

mame podle tabulek

P 3p
p2+9a2 P2+a2’

L {4 cos® at} = L {cos3at +3cosat} =

ktery snadno upravime do tvaru

p 3p 3p2+27a2+p2+a2_4 p2+7a2

o pra P o) (2w ) (4 o)
0

Ptiklad 2 (Pfenos obecného systému druhého fddu). Naleznéte
pfenosovou funkci a impulsni odezvu systému, popsaného diferen-
cidInf rovnici druhého fadu

d? d 2 2

() +20 Zy() + (2 +7) y(t) = u(t)

s pocate¢nimi podminkami ve tvaru
0 =c a Ly0) =c
sAWEa e gt e

Regent:
Resime pomoci Laplaceovy transformace, nejprve pfevedeme na
algebraicky tvar
U(p) +ca+ (p+2a)c U(p) c2+ (p+2a)c

Y(p) = P2+ 2ap + (a2 1 b2) - p2+2ap + (a2 +b2)  p? +2ap + (a2 + b2)’

Pfenosova funkce je definovana jako

Hp) = 1

a tedy
U(p) e+ (p+2a)cy
H(p) = p>+2ap+ (a2 + %) | p>+2ap+ (a2 +b7)
u(p) u(p)

V dal$im textu pocitejme pouze s ustdlenou slozkou (odezvou
na vstupni signdl) a pfechodovou slozku (odezvu na pocate¢ni
podminky) zanedbejme — pfedpokladejme tedy nulové pocatecni
podminky ¢; = 0,c; = 0. V takovém ptipadé je pfenosova funkce

1
(p*+2ap +a?) + b2

H(p) = (4)



Impulsni odezvu h(t) spoteme jako inverzni Laplaceovu trans-
formaci pfenosové funkce H(p),

e~ gin bt.

h(t) = L7 {H(p)} =

S| =

Prenosovd funkce a vnitini popis

Odvozeni

Pfenosova funkce vnitintho popisu je uréena opét jako

Y(p)
H(p) = —=%

W)=
ovdem Y (p) nyni zavisi na stavovych proménnych. UkaZme si nyni,
jak 1ze relativné jednoduse odvodit vztahy pro Laplaceotiv obraz
vystupu a pro pfenos spojitého LIT systému popsaného stavovym
popisem.

Meéjme spojity linedrni ¢asové invariantniho systém, popsany
soustavou rovnic

prevedeme pomoci Laplaceovy na algebraické rovnice rovnice
tvaru

Rovnici upravime do tvaru
(1 —A) X(p) = x(0) +BU(p)
a vypocitame

X(p) = (p1—A)"" x(0) + (p1 —A) " BU(p).



Pfenosova funkce je definovana pro nulovou pocate¢ni pod-

minku x(0) = 0. Po dosazeni dostavame

Y(p) =C(pt—A)"'BU(p) +DU(p)
— [c(p1—a)"B+D| U(p)

a prenosova funkce je

H(p) = C(pl—A) 'B+D

Pokud se jedna o ryzi systém, ktery nema zddnou pfimou vazbu

ze vstupu na vystup a tedy D = @, potom

H(p)=C(pl—A) 'B=C

adj (pl — A)
det (pl — A) B

Inverzni matice

Pro matici 2 x 2
ap; a
A= |11 M2
a1 a2
je inverzni matice

Afl —

aj11d2 — a12421 | —ax

pfi¢emZz nasobenim snadno ovéfime, Ze

AA-D 10
01

Algebraickym doplitkem k prvku a, ,, v matici n x n

ai a2 ... a1y

ary dyp ... ary
A =

Al An2  --. Qpn

1 [ ayp  —ap

Obréazek 4: Spojity stavovy
model



je subdeterminant Ay ,,, ktery vznikne vyskrtnutim ¢-tého fadku a
m-tého sloupce. Prvky inverzni matice jsou potom

(_1)K+MAZ m

-1 _
Amé_ A 4

kde det(A) = A.

Priklad

Priklad 3 (Odpruzeni kola). Na obrazku 5 je model zavéSeni kola
vozidla a jeho odpruzeni s koeficienty tuhosti ki, ks a kgq.

JestliZe plati pohybové rovnice

M3 (£) + ke [x3(t) — u(t)]
ke [x1(8) — x3(6)] —ka [x4(5) = x5(8)] =0
my (£) + ks [x(8) — x3(8)] + ka [%1(£) — 25(8)] =0

naleznéte stavovy popis s pouZitim vektoru stavovych proménnych

x = [x1(t), x2(t), x3(t), xa(t)] "

Naleznéte pfenosovou funkci H(p) = Y(p)/U(p), ktera charak-
terizuje chovani vozidla v zavislosti na povrchu vozovky.

Zvolime
xi(t) =y(t), x1(t) = xa(t)
x3(t), x5(t) = x4(t)
a dostdavame soustavu rovnic
x1(t) = x2(t),
, ks kd ! /
x5 (t) = 0 [x1(t) — x3(t)] — p [} () = x3(1)]
x3(t) = x4(t)
’ kt ks kd /
K1) = = Dia(t) = u(0)] + 25 [ (8) = x3(6)] + 23 [ (1) — %)

0 1 0 0
xp(f) ks kg ks kq x1(t) 0
SOl _|"m “mowmowm | RO ]
= + 0 u(t)
x5(t) 0 0 0 1 x3(t)
; k
xy () ks kg ks +ke  ka| [xu(h) =
4 — - ——= 4 M
M M M M
a
x1(t

vozidlo

tlumié (kq)
pérovani (ks)

pneumatika (ki)

cesta

Obrazek 5: Odpruzené zave-
Seni kola. Vibrace z vozovky,
dané u(t) pohlcuje jednak pne-
umatika, jednak odpruzeny
zéves kola s tlumicem



Mame matice stavového popisu ve tvaru

0 1 0 0 0
ks _ka ks k4 0
A= m m ™m m B —
0 0 0 1 0
ks kg kstke kg ke
M M M M M
a
cz{l 00 0} (5)

* % ok —Ay 0
1 * k% * 0
H = — —
(P) A[l 00 O} ko ok %k * ]?
t
* ok % * oM
M
(kdp+ks)kt

T MpPE k) (mp? +kap + ks) +m (ka p + ks) p2
kde * oznacuje prvky inverzni matice, které nemusime pro pfeno-
sovou funkci pocitat a A je determinant A = det (pl — A).

VySettovdni stability spojitijch systémii

Docela hezky je to popsano v ', respektive v textech DynLABu 2.
Dtilezité je si uvédomit (a hezky to vyplyva z rozkladu impulsnich
odezev na parcidlni zlomky, vedouci na soucet exponenciel), Ze pro
jednotlivé t¥idy stability spojityjch systémii je urcujici poloha redlné cdsti
polii prenosové funkce.

BIBO stabilita — bounded input bounded output

Odezva na omezeny vstupni signal musi byt vZdy omezend —
systém je BIBO stabilni.

Odezva systému je kombinaci

® odezvy na vstupni signdl

® odezvy na pocate¢ni podminky

Vnéjsi popis

V pripadé prenosové funkce dané rovnici (1) z odstavce jsou poly
pfenosové funkce komplexni ¢isla ve tvaru

p1=—a+b,
pr = —a—bu

Pro stabilitu systému jsou rozhodujici hodnoty R(p1) a R(p2).
Jedna se o pély komplexné sdruzené (jiné ani u LTI systémii byt
nemohou), plati proto R(p1) = R(p2) = —a a pro stabilitu systému
je proto rozhodujici pouze hodnota parametru a.



Stabilni systém

Stabilni systém splituje nasledujici kritérium na polohu pélt p¥eno-
sové funkce:

Véta 4 (Stabilni spojity LTI systém). Redlnd cdst vsech pélii prenosové
funkce H(p) stabilniho systému lezi v levé &dsti p-roviny.

Priklad 5 (Pfenos spojitého LTI 2. ¥ddu — jednoduché pdly). Spojity
systém 2. fddu ma prenosovou funkci

1 1
H(p) = = .
W)= 3 T D)
Pély prenosové funkce p; = —1 a pp = —3 leZi v levé ¢dasti p-roviny

a jedna se proto o stabilni systém. Pfipomenime, Ze

k k 1 1
_ -1 _ r—1 1 2 e . 12
Wty = £ (H(p)} = £ {p+1+p+3}—2e Sed

Pfiklad 6 (P¥enos spojitého LTI 2. fadu — komplexné sdruZené poly).
Spojity systém 2. fadu md pfenosovou funkci

1

M) = gy a0

(6)
Tato pfenosova funkce ma dva komplexné sdruzené poly s redlnou
¢asti v levé ¢asti p-roviny. Jednd se tedy o stabilni systém. Pfipo-
menme, ze

Obrazek 6: Priklad 5 — poloha
polt pfenosové funkce stabil-
niho spojitého LTI systému a

jeho impulsni odezva

) = £V {H(p)} = £ {1} _ o {1 4} _ %efzf sin(4).

p2 +4p +20 4(p+2)2+16

Nestabilni systém
Nestabilni systém spliiuje jedno z nésledujicich kritérit:

Véta 7 (Nestabilni spojity LTI systém). Redlnd cdst alespori jednoho
polu prenosové funkce H(p) nestabilniho spojitého LTI systému lezi v
pravé cdsti p-roviny, pripadné md takovy systém ndsobny pél H(p) na
imagindrni ose.
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3(p) h(t)
A Obrazek 7: Pfiklad 6 — poloha
P2 = Iy 2t polt pfenosové funkce stabil-
niho spojitého LTI systému s
komplexné sdruzenymi pély a
R(p) I \/Au"‘ g jeho impulsni odezva
p1= P v

B piidat obrazek na nasobny p6l Il Druha cast véty plyne z
toho, Ze nasobné pély v nule jsou vzdy obrazem nésobent t,#2,...,
impulsni odezva pro t — oo roste nade vSechny meze a systém je
nutné nestabilni.
Priklad 8 (Nestabilni spojity LTI 2. fddu — redlné poly). Spojity LTI
systém 2. fddu ma prenosovou funkci
B 1 _ 1

pPrr-2 (p+2)(p-1)

Jeden z polt pfenosové funkce, p, = 1, lezi v pravé asti p-roviny a

H(p)

jedna se proto o nestabilni systém. Pfipomerime, Ze

k k 1 1
_ -1 _ -l 1 2 | Loy L1
h(t)=L"{H(p)} =L {P+2+ pl} =—3¢ " 3¢
3(p) h(t)
Obréazek 8: Priklad 8 — poloha
/ polt pfenosové funkce netabil-
/ niho spojitého LTI systému a
pz = —2 pl — 1 / . . .
Py ® / jeho impulsni odezva
R(p) /
S/
P
]

Pfiklad 9 (Nestabilni spojity LTI 2. fddu — nasobny pdl). Spojity LTI
systém 2. faddu ma pfenosovou funkci

11
pPp: pAp+1)

Dvojnasobny poél prenosové funkce p; = pp = 0 lezi na imagirnarni

H(p) =

ose p-roviny a jednd se proto o nestabilni systém. Pfipomerime, Ze

H(p)_1_1.1_1(1_1>_1_ T
p2(p+1) p p(p+1) p\p p+1 P> plp+1)
1 1 1

2 op p+1



a tedy prot >0

1 1 1
h(t)= L {H(p)} =L { - =+ } =t—1(t)+e "
propoptl
Priklad 10 (Nestabilni spojity LTI 2. fddu — ndsobny podl). Spojity LTI
systém 2. fddu ma prenosovou funkci
1
H(p) = —5——3.
W= G
Dvojnasobny p6l pfenosové funkce po = %1 lezi na imagirndrni ose
p-roviny a jednd se proto o nestabilni systém. P¥ipomerime, Ze

) = £ {H(p)} = £ {M} — ¢ sin(b).

S(p) h(t)

~

P1,Pp
@

L
p2,p3|= —1 V

Mez stability
Systém na mezi stability spliiuje nasledujici kritérium:

Véta 11 (Spojity LTI systém na mezi stability). Redlnd cdst polii
prenosové funkce H(p) spojitého LTI systému na mezi stability je rovna
nule a pély nejsou ndsobné.

Pfipomindme, Ze ndsobné pély v nule jsou vzdy obrazem ndso-
beni t,t2,... a systém je pak nestabilni.

Pfiklad 12 (Spojity LTI 1. fddu na mezi stability — jednoduchy pdl).
Spojity LTI systém 1. fddu méa pfenosovou funkci

Priklad 13 (Spojity LTI 2. fddu na mezi stability — komplexné sdru-
Zeny pol). Spojity LTI systém 2. fddu mé pfenosovou funkci

Pfipometime, Ze

o) = £ {H () = £ G | = @),

11

Obréazek g: Priklad 10 — poloha
polt pfenosové funkce nesta-
bilniho spojitého LTI systému
s dvojndsobnym komplexné
sdruZenym ryze imagindrnim
poélem a jeho impulsni odezva



S(p) h(t)
P 0
R(p)
S(p) h(t)

[ ==
T —
™S
>4
"]

—
p—
/’

pz =+ —1
L

Stabilni systém

e Vsechny pdly ptenosové funkce H(p) leZi v levé poloroviné
komplexni roviny, R(pe) < 0.

Nestabilni systém

* Alespori jeden poél pienosové funkce H(p) lezi v pravé poloro-
viné komplexni roviny, #(p«) > 0 nebo alespoii jeden ndsobny
pol lezi na imaginarni ose.

Mez stability
e limy_, h(t) = c nebo neexistuje

e Alespori jeden jednoduchyj pol lezi na imaginarni ose a Zadny po6l
neleZ{ v pravé poloroviné komplexni roviny. Pfipadné ndsobné
poly lezi v levé poloroviné.

Vnitini popis

Stabilitu ur¢ujeme opét na zakladé polohy péla prenosové funkce
H(p) v p-roviné. V p¥ipadé vnitiniho popisu je pfenosové funkce
definovana vztahem

H(p) =cC(pl—A)"'B+D.

12

Obrézek 10: Pfiklad 12 — po-
loha poélu pfenosové funkce
spojitého systému 1. fddu na
mezi stability a jeho impulsni
odezva

Obréazek 11: Pfiklad ?? — po-
loha polu pfenosové funkce
spojitého systému 2. fddu na
mezi stability a jeho impulsni
odezva



Véta 14 (Stabilita vnitfntho popisu). Pro stabilitu systému je rozhodu-
jici matice A, respektive determinant vyrazu p 1 — A (pokud si nejste jisti,
proc tomu tak, je, podivejte se na postup vijpoctu inverzni matice), tedy

det(pl— A).
odpovidajici jmenovateli prenosové funkce.
Dalsi postup je identicky s vySetfovdnim stability vnéjstho popisu.

Priklad 15 (Pfenosova funkce vnitfniho popisu spojitého LTI sys-
tému). Vnéjsimu popisu spojitého LTI systému z P¥ikladu 6 odpo-
vida diferencidlni rovnice 2. fadu

2
§?Wﬂ+4%ym+amﬂﬂzu0)

Pfenosova funkce (pfipomindme nulové pocate¢ni podminky) je
déna rovnici (??), tedy

1

H) = a0

Pokud pfi pfevodu do vnitinitho popisu zavedeme stavy
x1(t) = y(t),
d
6(t) = Sy,

bude matice vyvoje stavu A, vyraz (pl — A) a jeho determinant

rovny
0 1
—20 —4|’

pl— A= [p -1
20 p+4

det(pl—A) = p* +4p +20.

A=

(7)

4

Polynom (7) je charakteristicky polynom systému a jeho kofeny
jsou poly prenosové funkce. Porovnanim s pfenosovou funkci vnéj-
$tho popisu, danou rovnici (6), vidime, Ze se obé pfenosové funkce
opravdu shoduji.

Dalsi rozhodovani o stabilité vnitfntho popisu systému je shodné
s kritérii stability vnéjstho popisu.

VySettenti stability obecného systému druhého ddu
Méjme LTI systém popsany rovnici

d /

qpy() +my () +n-y(t) = u(t) 8)
kde u(t) = 1(t) a s nulovymi pocatetnimi podminkami, y'(0) =

y(0) = 0. Zkusme zjistit, pro jaka m a n bude systém stabilni,
nestabilni a na mezi stability.

13



14

Pfenosova funkce systému popsaného rovnici (8) bude

1

H(p) = 5———.
) p>+mp+n

)

Zajiméa nds poloha pola pienosové funkce. Polohu miizeme vysetfit
bud’ pouZitim rozkladu

PP mp+n=(p—pe1)(p— pe2), (10)

kde plati

Poo1Poc2 = N
Pool + Poc2 = —M

a nebo pouzitim klasického vzorce pro feSeni kvadratické rovnice,

—m+m?—4n
Pool2 = 5 . (11)

Projdéme si postup s vyuZitim tohoto vzorce, postup feSeni podle
zépisu (10) je podobny, podle mého ndzoru vsak kostrbatéjsi.

Pro vyhodnoceni stability systému (8) nds zajima, jestli redlné
¢asti pola prenosové funkce (9) jsou vSechny zdporné (pak je sys-
tém stabilni) nebo ma-li alespon jeden pél redlnou ¢ast kladnou
(pak ptijde o systém nestabilni). ReSeni se ndm rozpada na tfi roz-
dilné ptipady podle toho, jaké hodnoty bude nabyvat vyraz diskri-
minantu ve vzorci (11):

m? < 4n: V tomto pfipadé d4 odmocnina imagindrni slozku dvou
komplexné sdruzenych kofenti a pro redlnou ¢ast plati

m

R(Pooi12) = 3

ProtoZe 4n > m?,je nutné n > 0. Zvolime-li m € (0,2/n),
dostéavame stabilni systém, pro m € (—24/n,0) dostavame systém
nestabilni. Pro m = 0 ptjde o systém na mezi stability, jehoz
prenosova funkce ma dva komplexné sdruzené imaginarni pdly.

m? = 4n: Vyraz pod odmocninou je roven nule, plati

__m
Pool2 = 7

a pokud n # 0, pro m = —24/n dostavame stabilni systém a pro
m = 24/n systém nestabilni. Pro n = 0je m = 0 a pfenosova
funkce ma dvojnasobny pdl v nule — systém je v tomto pripadé
nestabilni, jeho impulsni odezva je h(t) = t.

m? > 4n: Zde je situace komplikovangjsi, poly lez{ oba na redlné
ose. Aby systém byl stabilni, musi platit

Peo12 <0

a tedy

—mE+vVm?—4n <0
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(jenom pro poradek: cely vyraz na pravé strané (11) jsme vyné-
sobili dvéma, coZ na nerovnosti nic nezmeéni). Vzhledem k tomu,

—m4+Vm?2—4n > —m—/m?—4n,

staci, kdyzZ pro stabilni systém splnime podminku

—m+vm?2—4n <0, (12)

ze

a podminka

—m—Vm?—4n <0,

bude splnéna automaticky.

Podminka (12) bude splnéna pouze v pfipadé, kdy m > 0 a

vyraz pod odmocninou bude mensi, nez m?

ne (0, %mz).

, coZ je splnéno pro

Zaveér: Systém popsany rovnici (8) bude stabilni, pokud m >
0 An > 0. Na mezi stability se bude systém nalézat, pokud m =
0 An > 0. Pro ostatni volby m a n ptijde o systém nestabilni.
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