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Tento text je do jisté miry experimentalnim piskovistém na odladéni

pfevodu textu prezentace vytvofené v IATEXové tiidé beamer do

textu vysazeného pomoci tufte-handout. Obsah je oproti prezentaci

mirné rozsifen o poznamky. Bude se jesté v priibéhu semestru ménit,
kontrolujte si prosim ¢as sestaveni v zahlavi tohoto souboru.

Matematické ndavadi

Motivace
Chceme analyzovat chovani néjakého systému, pfipadné navrhnout
systém, ktery ma presné specifikované parametry.

Opirdme se o

e fyzikalni model, zaloZeny na fyzikalnich zdkonech

* black-box model, zaloZeny na pozorovéni, identifikaci

Analyza chovani redlného systému je sloZzity proces (model pfed-

stavuje jedna ¢i vice diferencidlnich ¢&i diferen¢nich rovnic vyssiho
fadu) = numerické feseni.

Jak analyzu zjednodusit?



Pouziti

Analyza ¢i ndvrh systému v éasové oblasti (vstupy a vystupy jsou
funkcf ¢asu) jsou velmi pracné.

Pfevod do frekvenéni oblasti (vstupy a vystupy jsou funkci
komplexni proménné nazyvané ihlovd frekvence) ndm
* poskytuje fundamentdlné odlisnyj ndstroj k pochopeni funkce sys-

tému,

e (Casto drasticky sniZi sloZitost matematickych vypoctt pottebnych
pro analyzu systému.

Z-transformace

O piivodu diskrétni transformace

Diskrétni systém vznikne ze spojitého systému vzorkovdnim s perio-
dou vzorkovani T. Pfiklad je uveden na Obrazku 1.
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Obrézek 1: Vzorkovani spojité
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Z hlediska teorie signélu jde o tak zvanou analogovou sekvenci,
nikoliv o posloupnost ¢i sekvenci digitdlni (ta nabyva diskrétnich
funkénich hodnot, jejichZz pocet je ddn nap¥iklad poétem bitd A/D
prevodnikuy).

M Zde jesté zopakovat Diracovo () a Kroneckerovo 4[]. A zopako-
vat [ f(1)-0(t—nT —7)dr ll

Vztah mezi spojitou funkei f(t) a idedlné vzorkovanou funkci
f*(t) 1ze formélné zapsat jako

=Y f(B)#s(t—nT) =} /o}(r) 5(t—nT —7)dr
n=0 n=0" —®
= f(nT)o(t —nT) = {fu}, 0o,

kde T je vzorkovaci perioda signdlu. Funkce f* nabyva hodnot
f(nT) pro t = nT a nulovych hodnot pro ostatni hodnoty ¢.

Ze spojité funkce f : R — IR se tak stane posloupnost redlnych
hodnot f, : N — RR.

U této posloupnosti je zvykem neuvadét vzorkovaci periodu
signalu. Znacime ji f[n] a plati

fln] = {f(nT)}iZo-

Jestlize budeme hledat Laplaceovu transformaci funkce f*(t),
dostaneme

LB = [ fr e riar
= /oo if(t)é(t—nT) e Pldt
0 =0
_ ni)/oooé(t—nT)f(t) e Pt
E iof(nT)e"’”T = io fnlz™,

kde jsme zavedli komplexni proménnou z = ePT a f[n] oznatuje
n-ty vzorek p¥islusné spojité funkce.

Definice

Definice 1 (Jednostranna Z-transformace). Jednostrannad Z-
transformace posloupnosti f[n] je definovana nekone¢nou fadou

F(z) =} flnl="", (1)
n=0
kterou ¢asto oznatujeme F(z) = Z

Zpétna Z-transformace ma tvar integralu podél uzaviené kfivky
C, jez obsahuje v8echny singularni body funkce F(z). Pro v8echna



fln] = —.fF(z)z”_ldz = Z 1 {F(2)}.

C

Vlastnosti

Véta 2 (Linearita). Z-transformace je linedrni:

5 {;akfk[n]} WEI)
-1 {meFm(z)} =Y bwZ ' {Fu(2)}

Diikaz. Pomoci defini¢niho vztahu Z-transformace (1) dostaneme

oo

Z alfl + azfz[i’l]) A Z a1f1 "4 Z azfz

n=0

= bel [n]z7" +ay ;)fz[n]z*"

=mZ{fi[n]} + a2 {f2[n]} = a1F(z) + a2Fx(2).

O
Véta 3 (O zméné méfitka). Pro F(z) = Z {f[n]} je
a " fln) = 271 {F(az)}
F(a™'z) = Z {a" f[n]}
Diikaz. Z defini¢niho vztahu Z-transformace (1) a s vyuzitim sub-
stituce az = { mame
Z a "fln]z7" =) fln]a"z7" =) fln](az) ™" =} f[n]C" = F(Q) =
n=0 n=0 n=0 n=0
O

Kdyz tedy v roviné diskrétniho ¢asu ménime méfitko k men-
§im hodnotdm (ndsobime a"), v roviné kmitoctd se ndm méftitko
roztahuje. Opét plati Heisenbergtiv princip neurditosti ¢asového a
kmitoctového rozliseni.

Véty o posunuti jsou velmi dutleZité pro transformaci diferen¢-
nich rovnic na algebraické rovnice v Z-roviné, podobné, jako je
tomu u spojitych systémti s vétami o obrazu derivaci v Laplaceové



transformaci.

Z{fln—ml} = 27" Z{f[n]} = 27"F(2) lyn—m<o: fln-m]=0

Z{fln+m]} = lZ{f }—Ef ]

m [F(z) - 20 f[v]z”]

Diikaz. Napfed naznacime dtikaz s posunutim doprava o jeden
vzorek,

[e9) ()

Z{fln-1} = X fln = X flmlz " =2 Z flmlz"+ f[=1)2" = 27T (2)
n=0 m=—1 m=
diky tomu, Ze pouZivdme jednostranou Z-transformaci, musi byt
fl—1] = 0.Kazdé posunuti o jeden krok doptedu zptisobi, ze
ptvodni systém bude zpozdény o jeden krok, coz se projekvi ndso-
benim ptvodniho obrazu operatorem z 1.
Nenulové pocate¢ni podminky jsou piipustné pouze u posunuti
doleva

Y fln 127" = 3 " Vlian = 3 Sl 01 =2 3 flfz - S0 = 2F(2) ~ 10

kde se pocateéni podminka f[0] objevi vzhledem k nutnosti pfevést
s¢itani v ptivodni sumé od m = 1 na s¢itdni od m = 0, nebot’
defini¢ni vzorec pro Z-transformaci s¢itd od nuly. O

Priklad 4 (Diferentni rovnice). Vyjadfete Y(z) z diferen¢ni rovnice
yln+2] =2yln+1] +y] =0, y[0] = -Ly[1] =1
Losung 5. | priklad na Z jednoduché diferenéni rovnice |

Véta 6 (Transformace &aste¢ného souctu). Cdstecnou sumu posloup-
nosti f[n] Ize transformovat jako

Z{fﬂv}}zzle(Z)
{Zf } L F(2)

Diikaz. Nejjednoduseji to 1ze pres konvoluci M ta ale teprve piijde

z{mf_oﬂm]} {zf } 2 (Flnl} 2 {11n]}

:F(Z)z—l




Prom =1,2,...,00 a diference m-tého fadu

Af[n) = fln],
Afln] = fln+1] = fn),
Nfln] = A [ fln]| = fln+2] = 2f [+ 1] + f[n]

A" fln] = AL [A" ]|
plati tato véta o transformaci diferenci:
z{alfn} = G-1)FG) - flo)z
Z{A2f[n} = (2= 12F(z) - f[0] 2(z — 1) + A f[0]z

Podobné, jako ve spojitém piipadé, i pro Z-transformaci plati
tato véta o transformaci konvolu¢ni sumy:

Véta 7 (O konvoluci). Je-li F(z) = Z{f[n]} a G(z) = Z {g[n]}, pak
pro diskrétni kovoluci obou posloupnosti plati

2 {fln] #glnl} = 2 { Y- flnm g[m]} = Fl2)- G(2

Diikaz. Vzorec pro konvoluci 1ze dokézat z definice f[n — m] a F(z)

nasledovné:
y[n] = i hin —m] - ulm] = i; him] - u[n — m|
m=0 m=0
a odtud
Y(z) = ioy[n]z_” = io (ioh[n —m]- u[m]) z7"

po prohozeni sumace pfes m a n

Y(z) = iou[m] (i}h[ﬂ — m]z”) = iou[m] (H(z)-z™™)
= H(z) i ulmlz=™™ = H(z) - U(z)
m=0

Pro ilustraci diskrétni konvoluce lze pouZit pfiklad nasobeni
dvou polynomii: Pokud ndsobim dva polynomy p(x) a q(x), a p[n]
resp. q[n] jsou posloupnosti koeficientt téchto polynomd, pak pro
koeficienty polynomu r(x) = p(x)q(x) plati, ze r[n] = p[n] * q[n].

Véta 8 (O derivaci obrazu). Jednoduchd derivace obrazu F(z) se na
vzoru f[n] projevi jako ndsobeni proménnou n:

2 {nfln]} = =72




Diikaz. Méame

d d & e ] S
SFE) = 5 n;of[n]z*” = Ef[n]@Z’”
= i fln] = nz= 4D = Y nflnlz"z!
n=0 n=0
1 w1
- _En;)nf[n]z = —;Z{nfl]}.
Je tedy
SF(E) = 22 {nfln])
respektive

Tabulka obrazii

Toto je pouze zdkladni tabulka obrazti Z-transformace, detailnéjsi
tabulka je vystavena na webovych strankach predmétu.

| flnl = 27H{F(2)} | F(z) = Z{f[n]} |

5[] 1 Tabulka 1: Tabulka zédklad-
I nich vzortl a obrazt Z-
1[n] g transformace
1
n _
4 1—ag-z1
" R
(1—z71)2
=T
o an—1 z
e (1—az"1)2

Ukazme si nynf na p¥ikladech, jak vznikly Z-pary vzor-obraz,
uvedené v tabulce 1.

Priklad 9 (Odvozeni Z {4[n]}). Pro Kroneckerovo d[n] plati

1 n=0,
5[74_{0 n#0

Z{d[n]} = i Snjz"=1-270=1.
n=0

a proto

Pro dalsi vztahy si musime pfipomenout, jak se pocitd soucet
nekonecné geometrické fady. UkaZzme si princip na jednoduchém
ptikladé:

Priklad 10 (Céstetny soucet geometrické fady). Chceme odvodit
vzorek pro ¢aste¢ny soucet prvnich N ¢lenti geometrické fady



s kvocientem 4. Postupujeme tak, Ze od sebe odetteme castecny
soucet Sy a jeho g-nasobek, gSn:

Sn=14+q+7 4+ + - +q" 1 +q"
qSN:q+q2+q3+q4++qN+qN+lSN_qSN :1_qN+1
az toho N+1 N+1
SN:1—q _1q -1
1—g g—1

Analogicky pro soucet nekone¢né fady je

_ 4N+1
Sm:limSN:lim1 q = 1 ,
N—o0 N—oo 1 —q 1 —q

Priklad 11 (Odvozeni Z {1[n]} a Z {a"}). Obraz jednotkového skoku

1[n] ur¢ime nyni z definice jako

Z{1[n]} = i‘az": 1 -z

1—z71 z—-1

a pro obraz diskrétni exponenciely mdme analogicky

zwy=Feer =5 ()" = = 1

-1 _ °
= az zZ—a

Priklad 12 (Odvozeni Z {n}). Pro posloupnost {1}’ dostaneme s
vyuzitim véty o derivaci

d 1

Z{n} = Z{nln|} = I

(2)
Vzpomeneme si, Ze pokud f(z) = g(z)/h(z), tak

8'(2)h(z) — g(z)l'(2)

/() —
f (Z) - h(Z)Z
a Ze tedy
d 1 0-(-zH-1-(04+2z?%  —z?
dzl1-z"1 (1—z"1)2 C (1—-z 1)

Po dosazeni zpét do (2) dostaneme

d 1 z71

a1z 1 -z 2

Z{n} = Z{nln|} =

Priklad 13 (Odvozeni Z {na"~1}). Pro posloupnost {na"~1}§ dosta-
neme opét s vyuZitim véty o derivaci

1 zd 1
n—=1 _ = n . _~= =
Z{na }_QZ{na} adz1—az"1
1 o1y 1. -2 2
:—za”O (1—az7')—1-(0+az ):—za* az
(1—az1)2 (1—az1)2

71

(1—az 1%
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