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Systém druhého °ádu

Diferenciální rovnice druhého °ádu s po£áte£ními podmínkami ve

tvaru

y ′′(t) + a1 y
′(t) + a0 y(t) = u(t) (1)

y(0) = c1 a y ′(0) = c2, (2)

udává vztah vstupu u(t) a výstupu y(t) spojitého lineárního

stacionárního systému.



Vn¥j²í a vnit°ní popis systému P°íklad Diskrétní systémy P°íklad stavového modelu z reálného sv¥ta

Systém druhého °ádu

Tento vn¥j²í popis p°evedeme na stavový popis volbou stavového

vektoru

x1(t) = y(t),

x2(t) = y ′(t).
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Systém druhého °ádu

Dosadíme za y ′(t) = x2(t) a y ′′(t) = x ′2(t) do p·vodní diferenciální

rovnice a obdrºíme

x ′2(t) + a1 x2(t) + a0 x1(t) = u(t).

Sou£asn¥ platí

x ′1(t) = y ′(t) = x2(t).
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Systém druhého °ádu

Dostáváme tak[
x ′1(t)
x ′2(t)

]
=

[
0 1

−a0 −a1

] [
x1(t)
x2(t)

]
+

[
0

1

]
u(t)

respektive [
x ′1(t)
x ′2(t)

]
= A

[
x1(t)
x2(t)

]
+ Bu(t)

kde

A =

[
0 1

−a0 −a1

]
B =

[
0

1

]
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Systém druhého °ádu

Rovnici pro výstup vyjád°íme z de�nice stavových veli£in

y(t) =
[
1 0

] [x1(t)
x2(t)

]
+ 0 u(t).

Matice D je nulová a jedná se o tak zvaný ryzí systém.

Pro výstupní matici dostáváme

C =
[
1 0

]
.

Po£áte£ní podmínky se transformují do stavového popisu jako

y(0) = x1(0) = c1 a y ′(0) = x2(0) = c2.
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Stavové rovnice z diferenciální rovnice n-tého °ádu

P°edpokládejme op¥t, ºe systém je popsán diferenciální rovnicí

y (n)(t) + an−1y
(n−1)(t) + · · ·+ a1y

(1)(t) + a0y(t) = u(t)

Ukáºeme nyní, jak se koe�cienty diferenciální rovnice objeví ve

stavových maticích. Postup je zobecn¥ním p°edcházejícího p°íkladu.
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Stavové rovnice z diferenciální rovnice n-tého °ádu

Stavové veli£iny volíme jako derivace hledaného °e²ení y(t) takto

x1(t) = y(t),

x2(t) = y ′(t),

x3(t) = y ′′(t),

x4(t) = y (3)(t),

...

xn(t) = y (n−1)(t),
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Stavové rovnice z diferenciální rovnice n-tého °ádu

Ze soustavy a diferenciální rovnice plyne postupn¥

x ′1(t) = x2(t),

x ′2(t) = x3(t),

...

x ′n−1(t) = xn(t),

x ′n(t) = u(t)− a0x1(t)− a1x2(t)− . . .− an−1xn(t).
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Stavové rovnice z diferenciální rovnice n-tého °ádu


x ′1(t)
x ′2(t)
x ′3(t)
...

x ′n(t)

 =


0 1 0 0 · · · 0

0 0 1 0 · · · 0

0 0 0 1 · · · 0
...

−a0−a1−a2−a3 . . . −an−1




x1(t)
x2(t)
x3(t)
...

xn(t)

+


0

0

0
...

1

 u(t)
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Stavové rovnice z diferenciální rovnice n-tého °ádu

V souladu s obecným zna£ením pro stavový popis LTI systém·

ozna£íme

A =


0 1 0 0 . . . 0

0 0 1 0 . . . 0

0 0 0 1 . . . 0
...

−a0 −a1 −a2 −a3 . . . −an−1


a

B =


0

0

0
...

1

 .
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Stavové rovnice z diferenciální rovnice n-tého °ádu

Dále platí

y =
[
1 0 0 0 . . . 0

]

x1(t)
x2(t)
x3(t)
...

xn(t)

 ,
takºe

C =
[
1 0 0 0 . . . 0

]
a

D =
[
0
]
.
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Stavové rovnice z diferenciální rovnice n-tého °ádu

Po£áte£ní podmínky mají tvar

y(0) = x1(0) = c1,

y ′(0) = x2(0) = c2,

y ′′(0) = x3(0) = c3,
...

y (n−1)(0) = xn(0) = cn.
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P°íklad

Dva vozíky s hmotností m1 a m2 jsou spojeny pruºinou, která má

koe�cient pruºnosti κ.

f(t)
- me me

y1(t)-

m1 κ��@
@@�� me me

y2(t)-

m2

Podle obrázku p·sobí na první vozík hnací síla f (t).
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Polohy vozík· jsou y1(t) a y2(t), takºe p°i zanedbání t°ení mají

pohybové rovnice tvar

m1 y
′′
1 (t) = f (t) + κ (y2(t)− y1(t))

m2 y
′′
2 (t) = −κ (y2(t)− y1(t))

Máme sestavit stavové rovnice pro systém dvou vozík·.
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Poloºíme

x1(t) = y1(t), x2(t) = y2(t),

x3(t) = y ′1(t), x4(t) = y ′2(t)

a dostáváme soustavu rovnic

x ′1(t) ≡ y ′1(t) = x3(t),

x ′2(t) ≡ y ′2(t) = x4(t),

x ′3(t) ≡ y ′′1 (t) =
κ

m1
(x2(t)− x1(t)) +

1

m1
f (t),

x ′4(t) ≡ y ′′2 (t) = − κ

m2
(x2(t)− x1(t)).



Vn¥j²í a vnit°ní popis systému P°íklad Diskrétní systémy P°íklad stavového modelu z reálného sv¥ta

kterou jiº snadno p°evedeme na stavový popis
x ′1(t)
x ′2(t)
x ′3(t)
x ′4(t)

 =


0 0 1 0

0 0 0 1

− κ
m1

κ
m1

0 0
κ
m2

− κ
m2

0 0



x1(t)
x2(t)
x3(t)
x4(t)

+


0

0
1
m1

0

 f (t)

a

y =
[
0 1 0 0

] 
x1(t)
x2(t)
x3(t)
x4(t)

 .
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Máme matice stavového popisu ve tvaru

A =


0 0 1 0

0 0 0 1

− κ
m1

κ
m1

0 0
κ
m2

− κ
m2

0 0

 B =


0

0
1
m1

0


a

C =
[
0 1 0 0

]
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Systém druhého °ádu

Diferen£ní rovnice druhého °ádu s po£áte£ními podmínkami ve tvaru

y [n + 2] + α1 y [n + 1] + α0 y [n] = u[n] (3)

y(0) = γ1 a y(1) = γ2, (4)

udává vztah vstupu u[n] a výstupu y [n] diskrétního LTI systému
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Systém druhého °ádu

Tento vn¥j²í popis p°evedeme na stavový popis volbou stavového

vektoru

x1[n] = y [n] ,

x2[n] = y [n + 1] .
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Systém druhého °ádu

Dosadíme za y [n + 1] = x2[n] a y [n + 2] = x2[n + 1] do p·vodní

diferen£ní rovnice a je

x2[n + 1] = −α1 x2[n]− α0 x1[n] + u[n] .

Sou£asn¥ platí

x1[n + 1] = y [n + 1] = x2[n] .
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Systém druhého °ádu

Dostáváme tak[
x1[n + 1]
x2[n + 1]

]
=

[
0 1

−α0 −α1

] [
x1[n]
x2[n]

]
+

[
0

1

]
u[n]

nebo [
x1[n + 1]
x2[n + 1]

]
= M

[
x1[n]
x2[n]

]
+N u[n],

resp.

M =

[
0 1

−α0 −α1

]
N =

[
0

1

]
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Systém druhého °ádu

Rovnici pro výstup vyjád°íme z de�nice stavových veli£in

y [n] =
[
1 0

] [x1[n]
x2[n]

]
+ 0 u[n] .

Matice D je tedy nulová a pro výstupní matici dostáváme

C =
[
1 0

]
.

Lineární systém, který má matici D nulovou, se nazývá ryzí systém.

Je vhodné podotknout, ºe po£áte£ní podmínky se transformují do

stavového popisu takto

y(0) = γ1 = x1(0) a y(1) = γ2 = x2(0).
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Model fakulta

Vznik nové fakulty a hledání odpov¥dí na r·zné otázky související s

po£ty student· jsou ukázkou diskrétního stavového systému, ve

kterém sloºka stavového vektoru xi reprezentuje po£et student·

v i-tém ro£níku. P°edpokládejme dále, ºe do prvního ro£níku

budeme p°ijímat pravideln¥ kaºdý rok u[n] student·.

• Jestliºe z kaºdého ro£níku postoupí bez potíºí a1xi student·,

opakuje a2xi student· a fakultu opustí a3xi student·, kde

a1 + a2 + a3 = 1, nalezn¥te po£ty absolvent·, pokud úsp¥²nost

u státních záv¥re£ných zkou²ek je a, pro které platí a ≡ a
(5)
1 .

• Nalezn¥te celkový po£et student·, kte°í studují v jednom

akademickém roce na fakult¥.
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Model fakulta

1

Z minuleho
rocniku

1

Do dalsiho
rocniku

z

1

Skolni
rok

a2

Postupujici
studenti

a1

Opakujici
studetnti

Zapis
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Model fakulta

Stavový popis této vzorové situace je


x1[n + 1]
x2[n + 1]
x3[n + 1]
x4[n + 1]
x5[n + 1]

 =


a
(1)
2 0 0 0 0

a
(1)
1 a

(2)
2 0 0 0

0 a
(2)
1 a

(3)
2 0 0

0 0 a
(3)
1 a

(4)
2 0

0 0 0 a
(4)
1 a

(5)
2




x1[n]
x2[n]
x3[n]
x4[n]
x5[n]

+


1

0

0

0

0

 u[n]

y [n] =
[
0 0 0 0 a

]

x1[n]
x2[n]
x3[n]
x4[n]
x5[n]

 .
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Model fakulta

Nebo se m·ºeme ptát, jaký je celkový po£et student· na fakult¥ v

ur£itém roce. Potom pro výstup obdrºíme

y [n] =
[
1 1 1 1 1

]

x1[n]
x2[n]
x3[n]
x4[n]
x5[n]

 .
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