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Definice

Zpétna Laplaceova transformace

f(t) = -

Jiz jsme si fekli, ze zpétna Laplaceova transformace ma tvar
integralu podeél kfivky v komplexni roviné p
c+ioco 1
- 7/ F(p) e dp = £~ {F(p)}.
T Je—ico
jinak.

Pro racionalni lomené funkce v proménné p budeme postupovat
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(p * 06)2 + w2
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e *sinwt w
(p * 04)2 + w2
= e—(a—w)t _ g—(atw)t B 1 1 1
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Racionalni lomena funkce
Rozklad na parcialni zlomky

Obraz vystupu systému ve tvaru racionalni lomené funkce,
R(p)

~Q(p)  bmp™ A+ bm—1p™ -+ bip+ by

ve jmenovateli.

" N(p)  anp"+an-1p"t+-+ap+ag
Zlomek lze vyjadrit jako soucet parcialnich zlomki, coz jsou

jednoduché zlomky s konstantou v Citateli a jednim kofenem N(p)

%



Racionalni lomena funkce
Rozklad na parcialni zlomky

O racionalni lomené funkci

Q(p)

N(p)

jestlize Q(poy) = 0 a ze méa pély pooy, jestlize N(pooy) = 0.
Pokud ma funkce Q(p)

n

fikame, ze ma nulové body pg,,
jednoduché poly, potom
N(p)

p=1

N(p) = ] (P — Poci) = (P = Poc1)(P — Pc2) - - - (P — Pocn)-



Zpétna Laplaceova transformace Priklad pouziti zpétné Laplaceovy transformace
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Racionalni lomena funkce |
Piklad

Jestlize

N(p) = p*+3p° +6p+4=(p+1)(p° +2p+4)

urcete rozklad na korenové Cinitele.
Je samozrejmé

N(p) = (p+1)(P*+2p+4) = (p+1)(p+ L +2V3)(p+1—1/3)

takze plati

3
N(p) = [T (P = pu) = (P — P1)(P — P2)(P — P3)-
p=1

[m] = = =



Racionalni lomena funkce Il
Piklad

Poly v tomto pripadé jsou

p1=—1
p2:—1—l\/§
p3=—-1+1/3

a plati N(p1) = N(—1) =0 atd.

Z tohoto prikladu plyne prvni krok, ktery musime pfi zpétné
Laplaceové transformaci provést: nalezeni korenti polynomu ve
jmenovateli racionalni funkce N(p)



Zpétna Laplaceova transformace

Rozklad racionalni lomené funkce na parcialni zlomky ma tvar

Q(P):Zn: ku
N(p) uzlp_Poou
k k: k
-1 7 .4
P — Pool P~ Poo2 P — Poon
k k: k
= 1 + 2 4ot n ’
pP—p1 pP—p2 P — Pn

kde k,, se nazyvaji residua.



Zpétna Laplaceova transformace

Pro residua plati

N Q(p)
kﬂ - P—llg]oo“(p poo,u) (p)
= Qe lim
= Q(Poou) lim

P—Poop

1
p— poo,u)m

N(p)
P — Poop
= Q(Pooy) !

N'(Poou)



Zpétna Laplaceova transformace

Pro jednoduchost budeme dale psat p..,, — p,. ProtoZe plati

E_l 1 — eat
p—«
dostaneme

9




Zpétna Laplaceova transformace

Tim jsme dokazali tzv. Heavisidetiv vzorec pro zpétnou

transformaci racionalni lomené funkce s jednoduchymi pély

1 QP _ Q)
£ {W}‘Z (b,

put
e
N
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Zpétna Laplaceova transformace

Priklad pouziti zpétné Laplaceovy transformace
00000000000 eeO00000000 0000

Zpétna Laplaceova transformace |
Piklad

Laplacetiv obraz impulsni odezvy systému je

H(p) = 6 B 6
Pl 3 32t 6p+a (p+1)(p?+2p+4)

Urcete h(t).

Reseni:

Nejprve rozlozime

6
H —
il P Py
_ k1 + ko + k3
p+1 p+1+0/3 p+1-—10/3 z\%’%

] = = =




Zpétna Laplaceova transformace |l
Piklad

Plati
ki = |

6

6 6
o2t 2p 4 1-214 3 7
. 6
ko = lim
p=—1-0v3 (p+1)(p+1—12/3)

6

T Cl—B)(-l-w3+1-w3)
_ 6 _
C(—3)(—2v3)

bl




Zpétna Laplaceova transformace Il
Priklad

k3 = lim J
po—1-0v3 (p+ 1)(p + 1 +1V/3)
_ 6
(14 /B34 1) (14 0/3+1+1/3)
6
(V3)2v3) A




Zpétna Laplaceova transformace
Co s nasobnymi pély?

Jestlize N(p)

(p— p1)*(p — p2)™
protoze plati

(p — pn)®" ma nasobné

Li{e} =

kofeny s nasobnosti §;, musime pfedchozi postup modifikovat

p+a
£ {tet} U
_(p+aF
2 _ —oat
{t ¢ } _ p-l-a
E{tne—at}_

n!

(p+a)mtt
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Zpétna Laplaceova transformace
Co s nasobnymi pély?

Je zfejmé, ze v inverzni transformaci hraji vysadni roli pély
jednotkovy

racionalni lomené funkce. Proto se v dalsim miizeme zabyvat pouze
Jestlize tedy

takovymi racionalné lomenymi funkcemi, jejichz Citatel je

N(p) = (p — p1)*(p— p2)* ... (p = pn)™
tvar

ma nasobné kofeny, potom inverzni Laplaceova transformace ma

%



Zpétna Laplaceova transformace
Co s nasobnymi pély?

(61— 1)!]
B2—1
pot | (1) 2t . (B2) t
+ e [kz + ky 1| <+ ky (52—1)!]
g [kﬁl) + kﬁz)ﬁ S €



Zpétna Laplaceova transformace |
Co s nasobnymi pély?

Koeficienty k,(f’") miizeme ziskat nasledujicim postupem.

Necht napriklad

N(p) = (p = 2)*(p +5)(p +T7).
Rozklad na parcialni zlomky hledame ve tvaru

1

pe) D
_ 1 1
(P—22(p+5)(p+7) (P—2)* p-2

ko
p+5

k3
p+7




Zpétna Laplaceova transformace Priklad pouziti zpétné Laplaceovy transformace
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Zpétna Laplaceova transformace |l
Co s nasobnymi pély?

Vynasobime rovnici ¢lenem (p — 2)2
(p—2)?
(p—=2)*(p+5)(p+7)

ka(p —2)*  k3(p—2)?
_ @ oy ke
1tk (p—2)+ P15 P17

a nalezneme limitu pro p — 2,

1 _ .
(2+5)(2+7) 1!




Zpétna Laplaceova transformace Priklad pouziti zpétné Laplaceovy transformace
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Zpétna Laplaceova transformace Il
Co s nasobnymi pély?

. . 1 . . .
Odecteme-li vyraz m od obou stran piivodni rovnice,

dostavame

1 1 Ky ko ks

— = + +
(P—=2(p+5)(p+T7) 63(p—22 p-2 p+5 p+7

respektive rovnici

1 —(p+ 14) K Lk ks
63 (p—2)(p+5)(p+7)] pP—2 p+5 p+T7




Zpétna Laplaceova transformace IV

Co s nasobnymi pély?

pro kterou se vypocet k, redukuje na pfipad s jednoduchymi pély a
plati
24
Ko=)
72 x 92
1
ke = 2 x 72’
1
ks = 2% 92 )




Heavisidediv vzorec pro nasobné pély |

lomenou funkci

R(p)

1
T (pr1R(pt2)

Heavisideovou metodou rozlozime na parcialni zlomky racionalni
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Zpétna Laplaceova transformace Priklad pouziti zpétné Laplaceovy transformace
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Heavisidedv vzorec pro nasobné pély Il

Postupujeme takto:

o)) — 1 Pavodni racionalni lomena
= (p+1)2%(p+2) funkce s nasobnymi poly.
1 1
= o) . TS Nasobné koreny vytkneme.
1 1 i ! Na pravy zlomek pouzijeme
C(p+1)\p+1l pH2 zakryvaci pravidlo.
1 1
= P+12 (p+D(p+2) Roznasobime zavorku.
1 1 1 A na pravy zlomek po-

uzijeme zakryvaci pravidlo

— +
2
(p+1) P+l p+2 jesté jednou.

u]
o)
I
i
it
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@ Priklad pouziti zpétné Laplaceovy transformace
Diferencialni rovnice
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Priklad

Zpétna Laplaceova transformace |

Uvazujme linearni spojity systém, popsany diferencialni rovnici
y"() +3y/(t) + 2y(t) = 5u(t),

kde u(t) = 1(t) je jednotkovy skok a pocateéni stav systému je dan
stavem vystupu a rychlosti v ¢ase t = 0: y(0)
Mame nalézt reSeni y(t).

~1ay/(0) =2




Zpétna Laplaceova transformace Priklad pouziti zpétné Laplaceovy transformace
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Zpétna Laplaceova transformace |l
Piklad

Po Laplaceové transformaci diferencialni rovnice dostaneme
algebraickou rovnici

P2Y(p) — py(0) — y'(0) + 3pY (p) — 3y(0) +2Y(p) = 5~

S pouzitim pocatecnich podminek nalezneme feseni algebraické
rovnice ve tvaru

. 5-p-—p°
YR = e D2




Zpétna Laplaceova transformace
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Priklad pouziti zpétné Laplaceovy transformace
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Zpétna Laplaceova transformace Il
Priklad

Rozlozime racionalni lomenou funkci na parcialni zlomky

5 5 3 1
Y(p) = — — 42 .
(P) =2, ~ 571 2(p+2)
Hledané FeSeni je pro t > 0

_d ¢, 3 ot
y(t‘)—2 5e +2e .

Prvni ¢len odpovida ustalenému stavu, dalsi dva ¢leny popisuji
prechodovy dgj.
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